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Kapitola 1
Uvod

Verzia: 16. septembra 2011

1.1 Predhovor

Live as if you were to die tomorrow
Learn as if you were to live forever.
Mahatma Géandhi

Tento text obsahuje pozndmky k prednaske linearna algebra.

Nie vSetky cCasti uvedené v tychto poznamkach na prednaske skutocne aj odzneji — na
niektoré pravdepodobne nebudeme mat ¢as, iné nechdme na cvicenia alebo si o nich povieme
len celkom strucne. Prave v tom je vyhoda uc¢ebného textu — snazil som sa v nom viaceré veci
rozobrat dostato¢ne podrobne, aby ste v pripade, Ze na ne nezvysi na prednaske cas alebo
ich na nej nestihnete zachytit, nemali problém dostudovat si ich samostatne.

Takisto poradie, v akom st uvedené niektoré veci v tomto texte, nemusi byt tplne rovnaké
ako na prednaske. Napriklad poznatky o dokazoch, typoch doékazov, logickych spojkach a
pod., ktoré st zhrnuté v ivodnej kapitole, nebudeme preberat — povieme si o nich priebezne,
ked ich na prednéske budeme potrebovat. V samostatnom texte je vSak ovela vyhodnejsie
mat ich spolu na jednom mieste. (Navyse, vela z veci obsiahnutych v tvodnej kapitole uz
pravdepodobne poznate zo strednej skoly) Takisto v zévislosti od toho, kolko bude ¢asu,
niektoré veci mozno preskoc¢ime alebo odlozime na koniec semestra.

Casti oznacené hviezdickou st ,nepovinné“, o znamena, e na skasku ich nemusite vediet.
Kazdopadne sa vam ich moze oplatif preéitat — mozu vdm pomdct ziskat lepsi prehlad a
lep$ie porozumiet ostatnym témam. Iné sa vam zasa mozu hodif v budicnosti. Samozrejme,
dolezité je najprv zvladnut zdkladné — neohviezdickované — Gasti. Pri ¢astiach oznacéenych
hviezdickou je vzdy uvedené s akou preberanou témou suvisia. Niektoré z nich sit naroc¢nejsie
— su tu uvedené z toho dévodu, Ze stvisia s preberanymi témami, ale mozno bude vhodnejsie
sa k nim vratit v buddcnosti nez ich preberat pocas prvého kurzu z linedrnej algebry, ktory
absolvujete.

Takisto niektoré narocnejsie cvicenia si oznacdené hviezdickou — ked zvladnete tie jed-
noduchsie (verim, Ze mnohym z vés to pojde celkom Tahko) mézete sa do nich pustit, aj
v pripade, Ze sa vam ich nepodari vyrie§it, ¢as investovany do samostatného rozmyslania
v ziadnom pripade nie je strateny. Cvicenia, ktoré patria ku ,nepovinnym® castiam pred-
nasky, st oznacené znamienkom .



Je jasné, Ze pri texte takéhoto rozsahu sa nedé vyhntaf preklepom i zédvaznejsim chybam.
Diufam, Ze ich nie je tak vela, aby znemoziiovali ¢itanie a pochopenie textu. Verim, Ze aj
vdaka vam, budem moct mnohé z nich opravit. Za akékolvek pripomienky k tomuto textu, ¢i
uz sa tykaju chyb, zrozumitelnosti, typografickej stranky alebo ¢ohokolvek iného, vAm budem
vdacny.

Za viaceré pripomienky a rady, ktoré mi pomohli pri priprave tejto prednasky, by som
chcel podakovat J. Cinéurovi a J. Guri¢anovi.

1.2 Sylaby a literatura

Sylaby predmetu: Binarne operacie, grupy, polia. Vektorové priestory. Linedrne podpries-
tory a linedrna nezéavislost. Béza a dimenzia. Matice a ststavy linedrnych rovnic. Linearne
zobrazenia a ich matice. Inverzna matica, hodnost matice. Determinanty. Skalarny stéin a
euklidovské priestory.

Literattira: Strukttra prednasky je v podstate totozna so spésobom, akym je tato téma
vysvetlend vo vybornej ucebnici [KGGS]. Témy, ktoré budeme preberat na tejto prednéske
(mnohé z nich podstatne podrobnejsie), mézete najst aj v knihe [K]. Pri priprave textu som
pouzil aj knihu [A].

Dalsia literattira dostupna v slovenéine: [BM [SGZ]. Z literatiry dostupnej na internete
spomenime [Z1], (O] [SI, H].

1.3 Zakladné oznadenia

Pre ¢iselné obory budeme pouzivat nasledujtice oznacenia:

N ={0,1,2,...} = mnozina prirodzenych ¢isel (Teda nulu povazujeme za prirodzené ¢islo.)
Z ={0,4+1,+2,...} = mnozina celych ¢isel

Z* =N~ {0} = mnozina kladnych celych ¢isel

Q=racionalne ¢isla, R=reélne ¢isla, C=komplexné ¢isla

Rt ={z € Rz > 0}

Ry = {z € Rz >0}

R™={zx eR;z <0}

Ry ={z e R;z <0}

Na pripomenutie zo strednej $koly: raciondlne ¢isla sa ¢isla tvaru 2, kde p,q € Z a q # 0.
Inymi slovami povedané, zlomky. Kazdé racionélne ¢islo sa d4 upravit do zakladného tvaru,
teda do tvaru %, kde p a ¢ st nestudelitené.

S komplexnymi ¢islami ste na strednej skole pravdepodobne nie vsetci stretli. Budeme
pouzivat niektoré ich zdkladné vlastnosti (a aj v dalSom $tudiu pre vas budd uzitoc¢né). To
najzékladnejSie o nich je uvedené v dodatku [B] a budeme sa snazif venovat im c¢as aj na
cviceniach.



Kapitola 2

MnozZiny a zobrazenia

Na vysokej skole sa stretnete s trochu inym pristupom k matematike ako doteraz. Pre mo-
dernit matematiku je typicky axiomaticky pristup, ktory spociva v tom, ze vychadzame z nie-
ktorych pojmov, ktoré nedefinujeme (chapeme ich ako zdkladné, zvykn sa nazyvat primitivne
pojmy). Okrem nich zavedieme niekolko axiém, ktoré hovoria o ich zdkladnych vlastnostiach.
Vsetky dalsie vysledky musia byt odvodené len z tychto axiém, vSetky dalsie pojmy st defi-
nované len pomocou primitivnych pojmov.

Prvou matematickou knihou, v ktorej sa pouzivali axiémy, boli Euklidove ZékladyE] Prie-
kopnikom pouzivania axiomatickej metédy v modernej matematike bol David HilbertE]V st-
dasnosti sa za zdklad matematiky, na zéklade ktorého sa daji sformalizovat vSetky studované
discipliny, povazuje tedria mnozin.

Jednym z cielov snahy zachytif matematiku ako celok pomocou axiém (tzv. Hilbertov
program) bola snaha o dokaz bezospornosti matematiky. Dnes je zname, Ze tento ciel sa
neda naplnit v takom rozsahu, ako si to predstavoval Hilbert. (Viac sa o tom da dozvediet
napriklad v knihe [Z2], ktora vsak vyzaduje aspoii zdkladné znalosti z teérie mnozin.) Napriek
tomu mal vSak Hilbertov program obrovsky vplyv na podobu modernej matematiky.

Axiomaticky pristup mé svoje vyhody aj nevyhody. Formalizacia prinasa vyhodu v tom,
7e sa dokazy daju Tahsie skontrolovat (dokonca sa daja, hoci pomerne pracne, prepisat do
takej podoby, aby boli skontrolovatelné pocitacovym programom). Takisto ak zadefinujeme
nejaky pojem pomocou nejakého systému axiém a z tychto axidm dokazeme nejaké tvrdenia,
vieme, Ze tieto tvrdenia platia pre kazdy matematicky objekt, ktory spliia tieto axiémy. Tento
princip bude v ramci tejto prednasky casto pouzivany.

Za nevyhodu moZno povazovat to, Ze formalizdciou sa moze do istej miery stratif intu-
itivne porozumenie pojmom s ktorymi pracujeme. Preto je dolezité dbaf na obe stranky —
nielen naucit sa pracovat s formalizmom, ktory budeme pouZivat, ale tvrdeniam a dokazom
aj rozumiet.

Zapis tvrdeni i definicii novych pojmov bude o ¢osi forméalnejsi, nez ste boli zvyknuti
doteraz. Hoci matematicky jazyk, ktory sa pouziva v dokazoch, moze byt pre vas novy a
trochu neobvykly, je velmi dolezité, aby ste sa ho naucili pouzivat, a eSte doleZitejsie aby ste
tomuto jazyku a hlavne dokazom, ktoré budeme robit, aj porozumeli.

!Euklides (3.-2. stor. pr.n.l) bol grécky matematik a geometer. Jeho najvyznamnejsie dielo Zdklady sa
po¢tom vydani radi na druhé miesto medzi vSetkymi knihami v histérii, hned po Biblii.

2David Hilbert (1862-1943) bol nemecky matematik. Je povazovany za jedného z najvyznamnesich mate-
matikov v svojom obdobi ale aj v celej histérii matematiky.



2.1 Doékazy

7 toho, ¢o sme povedali o axiomatickom pristupe je zrejmé, ze vSetky tvrdenia, ktoré budeme
pouZivat, sa budeme snazit aj dokézat. Preto je uZitocné povedatf si par slov o ddékazoch.
Velmi dobry tivodny text o tejto problematike je [KGGS|, Kapitola 1.1]. Knihy [L] a [HS] st
venované réoznym postupom pouzivanym pri dékazoch matematickych tvrdeni, mozete tam
najst (okrem iného) aj samostatnt kapitolu venovanii matematickej indukeii.

Este prv ako sa za¢neme venovat forméalnej stranke dokazov, mohli by sme sa zamysliet
nad tym, naco vlastne dokazujeme. Dokaz poskytuje overenie spravnosti tvrdenia — hoci sa
vam niektoré tvrdenia mozu zdaf intuitivne zrejmé, aZ podrobny dokaz ndm d4 istotu, Ze
je skutocne spravne. Pre c¢loveka, ktory sa venuje matematike, je teda prirodzenad potreba
vidiet aj dokaz vysloveného tvrdenia. Povazoval by som za tuspech tejto prednésky, keby
na konci semestra boli pre vias matematické dokazy vicsmi prostriedkom na overenie, ¢i
plati matematickd veta, ktord vas zaujima, nez nutnym zlom, ktoré musite zvladnut kvoli
Gaspesnému absolvovaniu skuasky.

2.1.1 Zakladné typy dokazov

Hoci sposob, ako dokazovat matematické tvrdenia, sa najlepsie naudite na konkrétnych prikla-
doch, predsa len na tomto mieste zhrnieme terminoldgiu a ukazeme si na velmi jednoduchych
prikladoch niektoré zakladné typy dokazov.

Najjednoduchsim typom dékazu je priamy dokaz. Jednoducho postupujeme z predpo-
kladov tvrdenia, az kym sa nam nepodari dostat dokazovany vyrok. VyskuSajme si to na
priklade nasledujticeho tvrdenia.

Tvrdenie 2.1.1. Nech n je celé ¢islo. Potom zvysok ¢isla n? po deleni 4 je 0 alebo 1. Pritom
ak n je pdrne, tak n? je delitelné 4 a ak n je nepdrne tak n? md zvysok 1.

Dokaz. St 2 moznosti. Bud n je parne, alebo n je nepéarne.

Ak n je parne, tak n = 2k (pre nejaké celé ¢islo k) a n? = 4k?, ¢ize n
deleni 4.

Ak n je nepérne, tak n = 2k + 1, ¢ize n? = 4k* + 4k + 1 = 4(k? + k) + 1 ma zvysok 1 po
deleni 4. [

2 m4 zvysok 0 po

Iny typ dokazu je dokaz sporom. Pri tomto type dokazu zacneme s predpokladom, ze
dokazované tvrdenie neplati. Ak sa ndm z tohoto tvrdenia podari odvodif nieco, ¢o urcite
platit nemoze, musi byt predpoklad o neplatnosti dokazovaného tvrdenia chybny — a tym
sme tvrdenie vlastne dokézali.

Tvrdenie 2.1.2. Ak pre celé ¢isla a, b, ¢ plati rovnost a® + b> = c2, tak aspor jedno z cisel
a, b je pdrne.

Dokaz. Sporom. Predpokladajme, ze by a aj b boli neparne. Potom podla tvrdeniamajﬁ
a® aj b? zvysok 1 po deleni 4. Ich stdet ¢ = a? + b mé potom zvysok 2. Podla tvrdenia
st v8ak druha mocnina moze mat ako zvySok po deleni 4 iba &islo 0 alebo 1 — dostali
sme Spor. O]

Nepriamy dokaz sa dost podoba na ddkaz sporom. Vicsina tvrdeni, ktoré dokazujeme
maju tvar implikdcie: snazime sa dokézat, Ze ak platia predpoklady P, tak plati aj zaver
Z. Nepriamy dokaz spo¢iva v tom, Ze namiesto toho dokazujeme: Ak neplati zéver Z, tak
neplati ani predpoklad P. (Skuste si rozmysliet, preco je to to isté ako dokazovat pdovodni
implikaciu. K implikdciam aj k principu nepriameho doékazu sa eSte vratime v cCasti [2.1.4
venovanej tautolégidm.)



Tvrdenie 2.1.3. Nech n je prirodzené éislo. Ak n? je delitelné styrms, tak n je pdrne.

Dékaz. Nepriamo. Nech n je nepéarne, teda ma tvar n = 2k + 1. Potom n? = (2k + 1)? =
4k% + 4k + 1 = 4(k* + k) + 1 ma zvysok 1 po deleni §tyrmi, ¢ize nie je delitelné styrmi. [

Vsimnite si, ze v predchadzajicom tvrdeni sme namiesto vyroku z tvrdenia dokazovali:
Ak n nie je parne, tak n? nie je delitelné styrmi.

2.1.2 Matematicka indukcia

Casto pouzivany, a preto aj dost dolezity sposob dodkazu, je ddkaz pomocou matematickej
indukcie. Povedzme si teda o tiom par slov a ilustrujeme si ho na niekolkych prikladoch.
(S matematickou indukciou ste sa uz stretli na strednej skole, tdto podkapitolka slazi len na
pripomenutie.)

Dokaz matematickou indukciou spociva v tom, ze ak chceme dokazat nejaky vyrok V(n)
pre vsetky prirodzené ¢isla n € N, dokdZeme ho najprv pre n = 0 a dalej dokdZeme, Ze
ak plati V(n), tak tento vyrok plati pre nasledujtce ¢islo, teda plati V(n + 1). (Toto treba
dokézat pre vsetky prirodzené ¢isla n.)

Dékaz, ze z V(n) vyplyva V (n+1) nazyvame indukény krok a vyrok V(n) pouZity v tomto
kroku sa vola indukény predpoklad.

Dokazovany vyrok moze obsahovat viacero premennych, preto pri dokaze matematickou
indukciou vzdy treba uviest, vzhladom na ktort premennt sa indukcia robi.

Niekedy sa indukéného kroku v tvare Vi(n) = V(n+1) (z V(n) vyplyva V(n+1)) pouziva
tvar V(n —1) = V(n) (z V(n — 1) vyplyva V(n)). Oba pristupy st rovnocenné, v druhom
pripade samozrejme dokazujeme indukény krok len pre n > 1. (Pre n = 0 by ani nedéval
zmysel, lebo V(—1) vobec nemusi byt zadefinované.) My budeme pouzivat prvy z tychto
dvoch pristupov.

Niekedy (ked vyrok dokazujeme pre vSetky ¢isla poc¢niic od nejakého daného ¢isla ng)
nerobime prvy krok indukcie pre n = 0 ale pre n = ng. Aj v indukénom kroku potom
modzeme pouzit predpoklad n > ny namiesto n > 0.

Priklad 2.1.4. Uvazujme geometricki postupnost uréent predpisom ag =1 a an11 = 2a4,.
(Teda ¢leny tejto postupnosti si ag = 1,a1 = 2,a2 = 4,...,a, = 2",...) DokéZeme, Ze pre
sucet prvych n + 1 ¢lenov tejto postupnosti plati

1424420 => 2F =2 .
k=0

Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na n.
1° Pre n = 0 dostaneme rovnost 2° = 2! — 1, teda tvrdenie plati.
2° Indukény krok. Predpokladajme, Ze rovnost plati pre n. Potom pre n + 1 dostaneme

1424 427 +2M = (1424 420 42t Egndl g gndl —gontl 1 _gni2_q

¢o mozeme strucnejsie zapisat ako

n+1 n
Z 2k — 27l+1 + Z 2k E 27l+1 + 27)+1 —1= 227L+1 1= 2n+2 —1.
k=0 k=0

Indukény predpoklad sme pouzili na mieste oznacenom IP.

Takmer rovnakym spdsobom by ste mohli odvodit vzorec pre sucet prvych n + 1 ¢le-
nov lubovolnej geometrickej postupnosti. (Teda ag bude lubovolné a aj dvojku nahradime
Tubovolnym kvocientom ¢ # 1.) Vyskasajte si to!



Poznamka 2.1.5. Okrem dokazov sa matematickd indukcia pouziva aj pri definiciach. Ak
chceme zadefinovat nejaky matematicky objekt pre Iubovolné prirodzené ¢islo n, modzeme
postupovat tak, Ze ho zadefinujeme pre n = 0 a dalej zavedieme (n + 1)-v§ objekt pomocou
n-tého. V takomto pripade hovorime o definicii matematickou indukciou.

Definiciu matematickou indukciou sme uz pouzili v predchadzajicom priklade — postup-
nost (a,) bola uréend tym, 7e ag =1 a apy1 = 2a,.

Velmi déleZzitym variantom matematickej indukcie je tpind indukcia. V tomto pripade
v indukénom kroku dokazujeme platnost nového tvrdenia nie pomocou platnosti pre pred-
chadzajuce ¢islo, ale v dokaze vyuzijeme platnost tvrdenia pre vSetky (pripadne viaceré)
mensSie ¢isla.

Zatial ¢o indukény krok matematickej indukcie sme mohli schematicky zapisat ako

V(n)=V(n+1)
pri uplnej indukcii v indukénom kroku dokazujeme
V(0),V(1),V(2),...,V(n) = V(n+1);

inak povedané, treba dokézat Ze ak vyrok V (k) plati pre vSetky k < n, tak plati aj pre ¢islo
n. (Samozrejme, aj tu by sme mohli Uplne rovnocenne pouzit indukény krok kde by sme
dokazovali V(n) z platnosti dokazovaného vyroku pre k = 0,1,...,n — 1. Niekedy budeme
pouzivat Uplnd indukciu aj v takejto podobe.) Aj tu plati, Ze indukciu mézeme zacat aj od
iného prvku namiesto nuly.

Priklad 2.1.6. Uvazujme postupnost uréenti predpisom a9 = 1 a ap+1 = ap+a1+---+a, =

n
> ag. (Vsimnite si, Ze sme tito postupnost definovali pomocou tplnej indukcie — definicia
k=0

(n + 1)-vého prvku vyuziva vSetky mensie prvky.) Dokdzeme uplnou indukciou vzhladom na
n, 7e pre n > 1 plati a, = 2" L.

1° Pre n = 0 méme a; = 1 = 27!, teda v tomto pripade dokazovana rovnost plati.

2° Indukény krok: Predpokladajme, ze ap = 2% pre k = 0,1,...,n. Potom

n n n n—1
an+1=Zak=ao+Zak£1+22k_1@1—1—223' @ ion =9
k=0 k=1 k=1 7=0

(V rovnosti (1) sme zaviedli nov sumaén premenni j = k — 1 a v rovnosti (2) sme vyuzili

vysledok dokazany v priklade )

Poznamka 2.1.7. Urdite ste si v§imli, Ze v prikladoch dokazov matematickou indukciou sme
n

pouzivali zapisy typu > ap = a1 +. ..+ a,. (Pokial nie ste na pouzivanie znaku ) zvyknuti
k=1

zo stednej Skoly, vo vysokogkolskej matematike sa s nim budete stretavat velmi Gasto, takze

si naii treba ¢im skor zvyknit.) ZjednodusSene sa dé povedaf, Ze ak sa pri Gprave vyrazov

vystkytne vyraz obsahujuci tri bodky (...), v skutocnosti je za touto Gpravou skryty dokaz

.....

samostatne nedokazujeme.)

2.1.3 Drobné rady ako dokazovat

Hoci nasledujtica rada na prvy pohlad znie velmi naivne, pri hladani dokazu nejakého tvrdenia
je uzitoéné uvedomit si, ¢o vSetko mame zadané a ¢o potrebujeme dokézat. Pri jednoduchsich



dokazoch sa cGasto stane, Ze ked si poriadne zapiSeme vlastnost, ktort chceme dokéazaf a
takisto vSetky predpoklady, takmer okamzite zbaddme, ako postupovat. Samozrejme, aj pri
zlozitejsich dokazoch je velmi dobre nestracat zo zretela aké predpoklady moZeme pouzit a
k ¢omu vlastne chceme dospiet.

Niekedy moze byt uzitoéné aj hladanie protiprikladu, pripadne overenie tvrdenia na kon-
krétnych prikladoch. Moze sa stat, Ze si uvedomite, preco sa vam kontrapriklad nedari zostro-
jit alebo pri overovani, ¢i tvrdenie plati pre konkrétny priklad pridete na nejaka zakonitost,
ktora vam nakoniec pomdZe dané tvrdenie dokdzat.

Dalsia rada je, Ze obéas nie je zle uvedomit si, &i ste skutocne v dokaze pouzili vietky
predpoklady. Tvrdenia a tlohy v uéebniciach byvaja ¢asto formulované tak, ze tam nie sa
uvedené ziadne zbytocné predpoklady navySe. Preto ddkaz, kde ste nepouzili vSetky pred-
poklady, je trochu podozrivy a treba ho skontrolovat. (Aj ked sa samozrejme moze stat, ze
zakerny autor tlohy ¢ skuSajtci mohol pridat nejaké predpoklady navyse.)

2.1.4 Vyroky, logické spojky, tautologie

Toto je dalsia téma, ktort by ste mali ovladat uz zo strednej skoly — napriek tomu vSak
pripomenieme niektoré zakladné fakty.

Definicia 2.1.8. Negdciou vyroku P rozumieme vyrok ,neplati P“. Oznacujeme ju —P.
Pre dva vyroky P a @) nazyvame ich konjunkciou vyrok ,P a Q“, oznacujeme P A Q.
Disjunkcia je vyrok ,, P alebo Q“, oznacujeme PV Q.

Pod implikdciou rozumieme vyrok ,ak plati P, tak plati Q“, oznacujeme P = Q.
Ekvivalencia vyrokov P a Q je vyrok , P plati prave vtedy, ked plati Q“, oznacujeme
P < Q.

Tieto definicie logickych spojok st zhrnuté v nasledujtcich pravdivostnych tabulkach

P[Q[PAQ]| [P][Q[PVQ]| [P]Q[P=Q]| [P]Q|P=

—P 11 1 11 1 11 1 11 1
1[0 1[0] o0 1[0 1 110 0 1[0 0
0] 1 01 0 01 1 0] 1 1 0] 1 0
0]0] o0 0]0] o0 010 1 00 1

Tautolégie mdzeme overovat jednoducho metédou, ktortt poznate zo strednej skoly.

Priklad 2.1.9. Overme napriklad tautolégiu PV (=P) (princip vylacenia tretieho).

P|-P|PV-P
1 0 1
0 1 1

Ako dalsi priklad si ukédzeme overenie jedného z de Morganovych pravidiel.
Priklad 2.1.10. De Morganove pravidld st pravidl4 ako negovat konjunkciu a disjunkciu.

-(PAQ) & -PV-Q
-(PVQ) & -PA-Q

Samozrejme, pretoZe teraz vo vyroku vystupuje viacero premennych, budeme potrebovat
viac riadkov tabulky na to, aby sme vycerpali vSetky moZnosti.

3Na oznacovanie pravdivosti a nepravdivosti budeme v tabulke pouzivat symboly 1 a 0. Niekedy sa zvykna
pouzivat aj T a F, ako skratky pre anglické true a false.




PlQIPVQ|~(PVQ) | -PAN-Q | ~(PVQ) & (=P A-Q)
1[1] 1 0 0 1
1o 1 0 0 1
01 ] 1 0 0 1
0jo] o 1 1 1

Niekedy si mo6zeme pri overovani platnosti tautolégie pouzif aj jednoduchsi postup. V pred-
chadzajucom priklade sme napriklad mohli na zdklade symetrie overovat o jeden riadok me-
nej. Init moZnost zjednodusenia ilustruje nasledujtci priklad.

Priklad 2.1.11. Dokézeme tautolgiu (P = Q) < (—Q = —P). (Tato tautoldgia suvisi
s principom nepriameho dokazu. Implikacia =@ = —P sa zvykne nazyvat obmena implikdcie
P=qQ)

Aby sme dokézali ekvivalenciu dvoch vyrokov, sta¢i ukdzat, Ze vyrok na lavej strane je
nepravdivy prave v tych pripadoch, kedy je nepravdivy vyrok na pravej strane.

Implikécia je nepravdivé jedine v pripade, Ze lavy vyrok je pravdivy a pravy je nepravdivy
(pripad 1 = 0). Teda vyrok P = @ je nepravdivy prave vtedy, ked P =1 a Q = 0. Podobne,
aby bol vyrok =Q = =P nepravdivy, musi byt =Q = 1 a =P = 0, ¢o je presne ten isty pripad
P =1a@ =0. Vidime, Ze obe strany ekvivalencie maji vzdy ta ist pravdivostnt hodnotu.

(Tento sposob overenia tautoldgie sa az tak velmi nelisi od tabulkovej metédy — vlastne
sme si len rozmysleli, v ktorych riadkoch tabulky sa na oboch stranach uvedenej ekvivalencie
vyskytne 0 — zd4 sa mi byt blizsi ku sposobu, ako prirodzene uvazujeme o vyrokoch.)

V cviceni najdete viacero tautoldgii. Je dobré si uvedomit ako suvisia tautoldgie
s niektorymi typmi dokazov. Tautolégia z prikladu [2.1.11] je presne princip nepriameho do-
kazu, ktory sme uz spominali. Tautolégiu z cvic¢enia @b) budeme tiez ¢asto pouzivaf pri
dokazovani — namiesto vyroku tvaru P < @ dokazeme zvlast jednotlivé implikacie P = Q a
Q= P.

2.1.5 Negacia vyrokov s kvantifikatormi

Okrem logickych spojok budeme na zapis tvrdeni pouzivat aj kvantifikitory. Budeme pouzi-
vat vSeobecny (univerzalny) kvantifikitor

(Vo e A)P(z)
vo vyzname ,pre kazdy prvok z mnoZiny A plati P(z)“ a existen¢ény kvanfitifkator

(3z € A)P(z),
ktory znamend ,existuje prvok & mnoziny A, pre ktory plati P(xz)“. (Tu P(z) predstavuje
vyrokovt funkciu — vyrok, v ktorom vystupuje ,premenna“ x.)

Velmi délezité buda nasledovné pravidld pre negéciu vyrokov s kvantifiktormi.

Sl(vo)P(@)] e (Fr)(=P(2),
-[G2)P(@)] e (V2)(-P(2).

(Teda existenény kvantifikitor sa meni na vSeobecny a obratene a vyrok pod kvantifikdtorom
sa zneguje.)
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Cvicenia

Uloha 2.1.1. Dokézte, Ze nasledujtice vyroky s tautoldgie:

a) (~PVQ) & (P=Q)

b) (P& Q) < [(P = Q)N (Q= P)]
¢) ~(PAQ) & (P V—Q)

d) (PAQ)= R) & (P=(Q=R))

2.2 Mnoziny a zobrazenia

2.2.1 Mnoziny

Uz sme spomenuli, Ze zakladnym stavebnym kameriom stcasnej matematiky je tedria mnozin.
Viac sa o nej dozviete v 4. roéniku (vid. tiez [SS|). V tejto prednaske tplne vystacime so
zdkladnymi predstavami o mnozinich. (Takyto intuitivny pristup k tedrii mnozin sa zvykne
nazyvat naivna tedria mnozin — na rozdiel od axiomatickej teérie mnozin, ktoréd systematicky
definuje pojem mnoziny pomocou niekolkych zékladnych axiém.) NavySe, vSetky mnoziny,
s ktorymi sa budeme stretdvat budi mnoZina komplexnych ¢isel a rozne jej podmnoziny (ako
napriklad R, Z, N). Tieto mnoziny poznate zo strednej Skoly a mali by ste o nich mat dobra
intuitivnu predstavu, takze si az tak velmi nemusime robit starosti s tym, Ze si celkom presne
nevysvetlim, ¢o sa rozumie pod pojmom mnozina.

Pre nase tucely sta¢i mnozinu chépat ako sithrn nejakych prvkov. Pricom prvky buda naj-
Castejsie ¢isla, niekedy aj mnoZiny alebo zobrazenia. A takisto sa budeme stretdvat s mnozi-
nami, ktoré sa daju z mnozin ¢&isel vytvorit pomocou mnozinovych operacii ako st napriklad
zjednotenie alebo karteziansky sucin.

Kazda mnozina je urcend svojimi prvkami. Inak povedané, dve mnoziny sa rovnaju, ak
maju rovnaké prvky.

Definicia 2.2.1. Vztah byt prvok mnoziny zapisujeme ako x € A, éitame ,x patri A.“
Hovorime, Ze mnoziny A a B sa rovnaji (oznacujeme A = B), ak plati

(x € A) & (x € B)

pre Tubovolny prvok x.
Mno#ziny, ktord nem4 nijaké prvky nazyvame prazdna mnoZina a oznacujeme ().

To znamen4, 7e pre nijaké x neplati x € 0.
Dalej pripomenieme niektoré zakladné vztahy a operacie s mnozinami. (Opit ide o opa-
kovanie — pravdepodobne ste o nich uz poculi.)

Definicia 2.2.2. Hovorime, Zze A je podmnoZinou B, ak kazdy prvok mnoziny A patri aj do
B, oznac¢ujeme A C B. Inak povedané, A C B ak pre kazdé x plati

(x e A) = (x € B).
Vzfah mnozin A a B, pre ktoré plati A C B sa tiez zvykne nazyvat inkluzia.
Inkltziu budeme ¢asto pouzivat pri dokaze rovnosti nejakych mnozin. Plati totiz
A=B & (ACB)A(BCA).
(Vyplyva to z tautolégie uvedenej v cviéeni) A\ éasti Ak totiz za vyroky vystupujice

v tejto tautoldgii dosadime x € A a x € B, tak dostaneme, Ze tvrdenie (x € A) < (x € B),
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¢o je presne rovnost mnozin A a B, je ekvivalentné s tvrdenim [(x € A) = (z € B)]A[(z €
B) = (z € A)], ¢o mozeme skratene zapisat (A C B) A (B C A).)

Pripomenieme si teraz niekolko sposobov, ako mézeme z danych mnozin vytvarat nové
mnoziny.

Casto budeme definovat mnoziny zapisom tvaru

{r € A; P(x)},

ktory znamend mnozinu vSetkych tych prvkov z A, pre ktoré plati vyrok P(z). (Pricom A
je nejakd vopred dand mnozina.) Napriklad z mnoziny prirodzenych ¢isel N mozeme vybrat
parne ¢isla E = {n € N;n je delitelné ¢islom 2}.

Zo strednej skoly poznate zdkladné operécie s mnozinami — prienik, zjednotenie a rozdiel
mnozin — pripomerime si vSak ich definicie. Pouzijeme pri nich prave typ zapisu, ktory sme
pred chvilou spominali.

Definicia 2.2.3. Zjednotenie dvoch mnozin A a B je mnoZina

AUB = {z;x € AVz € B}.

Prienik dvoch mnozin A a B je mnozina

ANB={z€ A;z € B}.

Rozdiel dvoch mnozin A a B je mnoZina

ANB={zx€ A;z ¢ B}

Opericie s mnozinami zndzoriiujeme pomocou Vennovych diagramov (obr. [2.1)).

AUB

Obr. 2.1: Operéacie s mnozinami

Kedze mnoziny ¢asto definujeme pomocou nejakého vyroku, ktory maju spliaf vsetky
prvky mnoziny, daju sa operécie s mnozinami chapat aj ako iny sposob vyjadrovania o vy-
rokoch. Aj identity s mnozinami mozeme overovat tak, Ze pracujeme s vyrokmi typu z € A.
Iny sposob je pouzit Vennove diagramy — v tom pripade je potrebné nakreslit si mnoziny
v vSeobecnej (alebo tieZ generickej polohe) — tak, aby sme na diagrame mali body pre kazda
moznu kombindciu pravdivostnych hodnot vyrokov x € A, x € B atd.

Casto budeme pouzivat aj zjednotenie a prienik nekone¢ného poétu mnozin. Ak {A;;i €
I} je nejaky systém mnozin (oindexovany prvkami mnoziny I), tak pouzivame oznadenia

U4 ={x;Gie Dxe 4}
el

el
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Obr. 2.2: Generickad poloha

o0 (o]
V pripade, Ze indexova mnozina je I = {1, 2, ...}, budeme pouzivat oznacenie |J A, resp. [ An.
n=1 n=1
Bude pre nas dolezité este jedna operacia s mnozinami — karteziansky sucin.
Definicia 2.2.4. Ak A, B st mnoziny, tak ich kartezidnsky sucin je mnozina vsetkych
usporiadanych dvojic (a,b) takych, ze a € A a b € B. Oznacujeme ho

Ax B={(a,b);a € A, be B}.

Hoci pojem usporiadand dvojica sme nedefinovali, malo by byt intuitivne jasné, ¢o sa
nim mysli. Slovicko usporiadané je v nazve preto, zZe zalezi na poradi. Usporiadant dvojicu
prvkov a a b budeme oznacovat (a,b).

Napriklad
{07 1} X {07 1} = {<070)7 (07 1>7 (170)7 (17 1)}

a dvojice (0,1) a (1,0) povazujeme za rozne. (Oproti tomu, mnoziny {0,1} a {1,0} st rovnaké
— pretoZe pri mnozinach zélezi len na tom, ktoré prvky tam patria.)

2.2.2 Zobrazenia

Pod zobrazenim z mnoziny X do mnoziny Y rozumieme akykolvek predpis, ktory kazdému
prvku mnoziny X priradi jediny prvok mnoziny Y. Formélne mozeme zobrazenie zadefinovat
nasledovne:

Definicia 2.2.5. Zobrazenie f: X — Y z mnoziny X do mnoziny Y je podmnoZina f
mnoziny X x Y taka, Ze ku kazdému x € X existuje prave jedno y € Y s vlastnostou
(z,y) € f.

Mnozinu X budeme tiez nazyvat definiény obor zobrazenia f a mnozina Y je obor hodnot
zobrazenia f.

Namiesto zapisu (z,y) € f budeme pouzivat zapis y = f(z).

Podmienka, ze ku kazdému = € X existuje prave jedno y € Y, je presne formalizaciou
toho, ¢o chidpeme pod priradenim (jediného) prvku y = f(z) kaZzdému prvku = € X.

Poznamenajme, Ze (podobne ako pri mnohych dalgich oznaceniach) pri pouziti inej li-
teratiry je ¢asto nutné skontrolovaf, ¢i sa zhoduji pouzité definicie. (V pripadoch, ked sa
budeme hovorit o pojmoch a oznadeniach, ktoré sa ¢asto zvykni v matematickej literatire
lisit, na to vzdy upozornime.)

V tomto pripade je vhodné spomenit, ze [KGGS|] pouziva namiesto y = f(z) zépisy = = f.
(V stvislosti so zobrazeniami sa v [KGGS| vyskytuju aj dalsie odliSnosti, ku ktorym sa
o chvilu dostaneme.)
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Priklad 2.2.6. Uvedieme niekolko prikladov zobrazeni.
fi:N=N, fl(’l’L) =2n+1
f2: N= N, fo(n) =2n

fs: No N, fa(n) = n+1, akn je parne
8 13 n —1, ak n je neparne
f*R—=>R, f(z)=z.sinzx

g:R—= R, g(x) =sinx
h: R — R, h(z) = 2?

Definicia 2.2.7. Hovorime, Ze dve zobrazenia f: X — Y ag: Z — W sa rovnaji, ak X = Z,
Y =W a f(z) = g(z) pre kazdé € X. (Inymi slovami, ak sa rovnaji ich definiéné obory,
obory hodnét a obe zobrazenia nadobudaja v kazdom bode rovnakt hodnotu.) Rovnost
zobrazeni oznacujeme f = g.

Priklad 2.2.8. Dve zobrazenia sa mozu rovnaf aj ked st zapisané inym zapisom. Napriklad
zobrazenia k,[: R — R ur¢ené predpismi k(z) = sin? z + cos® z a I(z) = 1 sa rovnaji.

O celkom zaujimavom vyvoji pojmu zobrazenia v historii tedrie mnozin sa viac mozete
dozvediet napriklad v tivodnej kapitole knihy [BS].

V tejto kapitole este zavedieme dalsie dolezité pojmy, ako st skladanie zobrazeni, bijek-
tivne, injektivne a surjektivne zobrazenia.

Definicia 2.2.9 (Skladanie zobrazeni). Ak f: X — Y, g: Y — Z st zobrazenia, tak zloZenim
zobrazeni f a g nazyvame zobrazenie go f: X — Z také, ze pre kazdé x € X plati

go f(x) = g(f(x)).

Zobrazenia mozeme skladat iba vtedy, ked obor hodnot prvého zobrazenia je rovnaky ako

defini¢ny obor druhého zobrazenia.
A ¢
N A
B

Ak si predstavime zobrazenia ako $ipku smerujicu od = ku f(z), tak skladanie zobrazeni
znamena, ze z x prejdeme najprv po sipke f a potom po Sipke g, ¢ize sa dostaneme do g(f(x)).
Tato predstava o skladani zobrazeni je znazornena na obrazku [2.3]

9of you(f(2))
\ /
f(@)

Obr. 2.3: Skladanie zobrazeni

Napriklad pre funkcie g a h z prikladu dostaneme hog(z) = sin®z a goh(z) = sin 2.
Vidime, Ze pre zobrazenia g, h: A — A vo vSeobecnosti neplati goh =hog.
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POZOR!! V niektorej literattre (napriklad v [KGGS]) ndjdete skladanie zobrazeni defi-
nované v opac¢nom poradi (t.j. go f(z) = f(g(z))), my ho budeme pouzivat tak, ako sme ho
zaviedli v definicii (Na prvy pohlad vyzera zéapis go f(z) = f(g(z)) nelogicky; mozeme
ho chapat tak, ze piSeme zobrazenia v takom poradi, ako sa skladaju. Ak by ste sa pozreli
do [KGGS], zistili by ste, Ze namiesto f(z) pouzivaja autori zapis x f. Pri takomto oznac¢eni
je skutocne logickejsi zapis z(go f) = (:vg)f)lﬂ

Teraz dokazeme velmi dolezitt vlastnost skladania zobrazeni.

Tvrdenie 2.2.10 (Asociativnost skladania zobrazeni). Nech f: X =Y, g: Y - Z, h: Z —
W st zobrazenia, potom

(hog)of=ho(gof)

Doékaz. Obe zobrazenia, ktoré porovnavame, si zobrazenia z mnoziny X do mnoziny W.
Maju teda rovnaké defini¢né obory i obory hodnoét.

Zostéva nam teda overit, ¢i nadobidaji rovnaké hodnoty. To zistime jednoduchym vy-
poctom:

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) =h
(ho(go f))(x) =h((ge f)(x)) = h(g(f(x)))

O

V dalgich castiach tejto prednasky budia dost dolezité typy zobrazeni, ktoré teraz zadefi-
nujeme.

Definicia 2.2.11. Nech f: X — Y je zobrazenie. Hovorime, Ze f je injektivne (prosté)
zobrazenie (alebo tiez injekcia), ak pre vsetky x,y € X také, ze x # y plati f(x) # f(y).
Hovorime, Ze f je surjekcia (surjektivne zobrazenie, zobrazenie na), ak pre kazdé y € Y
existuje také, © € X, ze f(z) = y.
Hovorime, ze f je bijekcia (bijektivne zobrazenie), ak f je siasne injekcia aj surjekcia.

Ekvivalentna definicia injekcie by bola, ak by sme namiesto

v#y = f(x) # f(y)

uvazovali podmienku
fl@)=[fly) =z=y.

(Lebo vyroky P = @ a =@ = —P st ekvivalentné, pozri priklad )

Definiciu surjektivneho zobrazenia by sme mohli preformulovat tak, Ze kazd4 hodnota y
z oboru hodnét Y sa nadobuda v aspon jednom bode definiéného oboru.

7 grafu zobrazenia f: R — R moéZeme jednoducho vy¢itat, ¢i ide o injekciu alebo surjekciu.
Sta¢i sa pozrief na vodorovné priamky — rovnobezné s osou x. Zobrazenie je injektivne,
ak kazd4 takdto priamka pretina graf funkcie najviac raz (pozri Obr. . Zobrazenie je
surjektivne, ak kazda takato priamka pretina graf funkcie aspon raz. Zobrazenie je bijektivne,
ak kazda takato priamka pretina graf funkcie prave raz.

4Pravdepodobne si budete musiet zvyknaf na to, Ze na roznych prednaskach sa stretnete s rozliénymi
sposobmi oznadenia; napriklad pri skladani zobrazeni ale aj pri dalsich inych veciach. Ja som zvolil pouzivanie
poradia skladania tak, aby bolo rovnaké s definiciou skladania zobrazeni, ktort pouzivate na prednaske
z matematickej analyzy v prvom ro¢niku — teda aby ste nemali problém s pouzivanim 2 rozli¢nych oznaceni
pocas toho istého roénika.
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{a1) = flza)
N

T71 T3

f(z) =sinz
Obr. 2.4: Ak vodorovné priamka pretne graf v 2 bodoch, zobrazenie nie je injektivne

Priklad 2.2.12. Zobrazenie f(x) = sinz, f: R — R nie je ani surjektivne ani injektivne.
(Napriklad f(0) = f(7) = f(2w) = 0, preto f nie je injektivne. Hodnota 2 € R sa nenadobtda
v ziadnom bode.)

Ak v8ak zmenime obor hodnét g(z) = sinx, g: R — (—1,1), dostaneme uz surjektivne
zobrazenie.

Zobrazenie h(x) = v/x, h: (0,00) — R je injektivne. Opét, ak by sme zmenili obor hodnét,
dostaneme surjektivne zobrazenie j(z) = \/z, j: (0,00) — (0,00). Zobrazenie j je bijekcia
(je injektivne aj surjektivne.)

Inym prikladom bijektivneho zobrazenia je k: (=%, %) — R, k(z) = tgz.

Opit si mézeme pomoct predstavou zobrazeni ako $ipok. Zobrazenie je injekcia, ak ne-
nastane situécia znézornené na lavom obrazku v ked sa viaceré $ipky stretni v jednom
bode. O surjekciu ide vtedy, ak do kazdého bodu ide aspon jedna Sipka, ¢ize nenastane situ-
acia znazornena na prostrednom obrazku. V pripade bijekcie ide z kazdého prvku z jedina
Sipka do jediného bodu y, teda bijekcia urcuje jedno-jednoznac¢né priradenie medzi prvkami.

X Y X Y

Obr. 2.5: Tlustréacia injekcie, surjekcie a bijekcie

Tvrdenie 2.2.13. ZloZenie dvoch injekcii je injekcia, zloZenie dvoch surjekcii je surjekcia,
zloZenie dvoch bijekcii je bijekcia.

Dokaz. Dané zobrazenia oznacme f: X - Y, g: Y — Z.
Najprv predpokladajme, Zze f aj g su injekcie. Nech dalej z,y € X maja ta vlastnost, Ze

(go f)(x) = (g0 f)y)-
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Tito rovnost mozeme prepisat ako

9(f(x)) = 9(f(y))-

Pretoze g je injekcia, vyplyva z tejto rovnosti
f(@) = f(y).
Opit pouzitim definicie injekcie, ale tentokrat pre zobrazenie f, dostaneme
T =y.

Dokézali sme implikaciu (g o f)(x) = (go f)(y) = = =y, teda g o f je skutofne injekcia.

Teraz nech f aj g sa surjekcie. Mame dokézat, Ze ku kazdému z € Z existuje o € X
také, ze g(f(xzo)) = z. Z toho, Ze g je surjekcia, vieme, Ze existuje yo € Y také, Ze g(yo) = z.
Podobne (pretoze f je surjekcia), k tomuto yo vieme néjst g také, ze f(z¢) = yo. Spojenim
tychto dvoch rovnosti ale dostaneme

g(f(z0)) = g9(yo) = z,

teda sme skutoc¢ne nasli xg, ktoré sa zobrazenim g o f zobrazi na z.
Posledné c¢ast tvrdenia (ktord hovori o skladani bijekcii) lahko vyplyva z prvych dvoch
Casti. O

Ak chcete lepsie porozumiet predchddzajiicemu dokazu (alebo sa poktsate dokazat si toto
tvrdenie samostatne), opif moze byt uzitoéné pomoct si kreslenim Sipok.

Definicia 2.2.14. Zobrazenie idy: X — X také, Ze idx(x) = « pre kazdé x € X sa nazyva
identické zobrazenie (identita).

Vsimnime si, Ze pre fubovolné zobrazenie f: X — Y plati
foidx = f a idy o f = f.
Definicia 2.2.15. Nech f: X - Y a g: Y — X st zobrazenia. Ak plati

go f=idx
fog:idy

tak hovorime, Ze zobrazenie g je inverzn€ zobrazenie k f. Inverzné zobrazenie k zobrazeniu
f oznaéujeme f~1.

Ak k nejakému zobrazeniu existuje inverzné zobrazenie, tak takéto zobrazenie je jediné
(ﬁloha. Vdaka tejto jednoznacnosti mé zmysel zaviest oznacenie pre inverzné zobrazenie
— znak f~! skuto¢ne oznacuje len jediné konkrétne zobrazenie.

Vztahy definujtce inverzné zobrazenie mézeme ekvivalentne prepisat aj tak, Ze pre kazdé
x € X a pre kazdé y € Y plati

N (f (@) ==,
FU W) =v.

V zmysle nasej intuicie o zobrazeni ako systéme Sipok vychédzajacich z kazdého prvku z,
zodpoved4 inverzné zobrazenie Sipkam idicim opa¢nym smerom (obr. .

Aby takéto zobrazenie existovalo, do kazdého prvku y musi ist asponi jedna Sipka (aby
sme sa mali kam vrétit) a do ziadneho prvku y nesmie ist viac ako jedna Sipka (aby sme
dostali zobrazenie, t.j. len jediny prvok, do ktorého sa vraciame.) Tento fakt je sformulovany
v nasledujicom tvrdeni.
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Obr. 2.6: Inverzné zobrazenie

Tvrdenie 2.2.16. Inverzné zobrazenie k f existuje prdve vtedy, ked f je bijekcia.

Dokaz. Predpokladajme, Ze existuje inverzné zobrazenie k zobrazeniu f: X — Y, ozna¢me
ho g. Z definicie inverzného zobrazenia dostaneme

f(x1) = f(z2) = g(f(z1)) = 9(f(22)) = go f(z1)=go f(z2) = 21 =22,

¢o znamena, ze f je prosté.
Este potrebujeme ukézat, ze ku kazdému y € Y existuje g € X s vlastnostou f(zg) = y.
Staci zvolit zg = g(y), pretoze (opdt podla definicie inverzného zobrazenia)

f(zo) = f(9(y)) = y.

Predpokladajme, ze f: X — Y je bijekcia, chceme dokdzaf, Ze existuje inverzné
zobrazenie g: Y — X. Majme Tubovolné y € Y. Pretoze f je surjekcia, existuje aspoii jedno
x € X také, ze f(x) = y. Pretoze f je injekcia, existuje najviac jedno také x — celkove
teda dostéavame, Ze existuje prave jedno z s touto vlastnosfou. Zobrazenie g teda mozeme
definovat tak, ze g(y) je préve ten prvok z, pre ktory plati f(z) = y. Inak povedané, g je
urc¢ené podmienkou

gy)=z & [f(z)=y.

Ak zobrazenie g definujeme takymto sposobom dostaneme

9(f(x)) =«

(lebo g(f(x)) je préve ten prvok, ktory sa zobrazi na f(z), ¢o je presne prvok z) a

flay) =y

(lebo g(y) sa, podla definicie zobrazenia g, zobrazi na y.) O

UkaZeme si eSte jeden dokaz jednej implikécie z predchddzajiceho tvrdenia. (Je to v pod-
state ten isty dokaz, inak formulovany.) Inverzné zobrazenie tu dostaneme tak, Ze vymenime
poradie vo vSetkych usporiadanych dvojiciach patriacich do f. Toto zodpovedd predstave
o tom, Ze otd¢ame jednotlivé Sipky (zodpovedd to vymene poradia) a takisto geometrickej
predstave, ktorii poznate este zo strednej Skoly, ked ste inverzné zobrazenie ziskali symetric-
kym zobrazenim grafu funkcie podla osi y = x.

Iny dokaz implikdcie [<=]. Predpokladdme, ze f: X — Y je bijekcia, chceme ukazaf, ze exis-
tuje inverzné zobrazenie g: ¥ — X.
Polozme

g:=1{(y,2);(z,y) € f} ={(y,2);y = f(2),r € X} = {(f(x),r);2 € X}.
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Ocividne je g podmnozinou kartezidnskeho stcinu Y x X. Najprv si uvedomme, Ze g je
zobrazenie z X do Y.
Pretoze f je stiCasne injekcia a surjekcia, pre kazdé y € Y existuje prave jedno r € X

také, ze y = f(x), resp. (z,y) € f.
Maéame teda zobrazenie g: X — Y. Priamo z jeho definicie vyplyva platnost ekvivalencie

gly) == & y = f(x),

z ktorej rovnakym spdsobom ako v predchddzajicom dokaze dostaneme, Ze g je inverzné
zobrazenie k zobrazeniu f. O

Tvrdenie 2.2.17. Nech f: X =Y ag: Y — Z su bijekcie. Potom
(fHt=r
(gof) ™t =flog}

Dékaz. Pouzitim definicie inverzného zobrazenia pre zobrazenie f mame f~lo f = idx a
fo f~! =idy. To ale presne hovori, Ze f je inverzné zobrazenie k f~1.
Podobne vidime, Ze

(F g™ olgof)=folg og)of=f " oidyof=f"of=idy.

Analogickym sposobom overime, Ze (g o f) o (f = o g~!). Tym sme vlastne overili obe pod-
mienky z definicie inverzného zobrazenie k g o f. O

Désledok 2.2.18. Ak f je bijekcia, tak aj f~' je bijekcia.

2.2.3 Vzor a obraz mnoziny*

Definicia 2.2.19. Nech f: X — Y je zobrazenie, A C X, B C Y. Mnozinu
fIA] ={f(a);a € A}

nazyvame obrazom mnoziny A v zobrazeni f. Mnozinu

f7H(B) ={zx € X; f(z) € B}
nazyvame vzorom mnoziny B v zobrazeni f.
Cvicenia
Uloha 2.2.1. Dokazte: Ak go f je surjekcia, tak aj ¢ je surjekcia. Plati aj opa¢né implikacia?
Musi byt f surjekcia?
Uloha 2.2.2. Dokézte: Ak go f je injekcia, tak f je injekcia.
Uloha 2.2.3. Dokézte: Ak go f je bijekcia, tak f je injekcia a ¢ je surjekcia.

Uloha 2.2.4. Nech f: X — Y je zobrazenie a X # () (t.j. X je neprazdna mnozina). Potom:
a) f je injekcia prave vtedy, ked existuje g také, ze go f = idx.

b) f je surjekcia préave vtedy, ked existuje g také, ze fo g =idy.

¢) K zobrazeniu f existuje inverzné zobrazenie préve vtedy, ked f je bijekcia. (Tym sme

znovu dokézali tvrdenie [2.2.16])
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Uloha 2.2.5. Nech f: X =Y, ¢: Y — X, h: Y — X st zobrazenia. Ak ¢ aj h st inverzné
zobrazenia k f, tak g = h.

Uloha 2.2.6. Nech M, N st koneéné mnoziny, M méa m prvkov a N mé n prvkov. Kolko
existuje zobrazeni mnoziny M do mnoziny N7

Uloha 2.2.7. Nech A je koneéna mnozina a f: A — A je zobrazenie. Dokazte:
a) Ak f je injekcia, tak f je bijekcia.
b) Ak f je surjekcia, tak f je bijekcia.

Uloha 2.2.8. Dokézte: Zobrazenie f: X — Y je surjekcia prave vtedy, ked pre kazdd mno-
zinu Z a vSetky zobrazenia g,h: Y — Z plati: Ak go f = ho f, tak g = h.

Uloha 2.2.9. Dokézte: Zobrazenie f: X — Y je injekcia prave vtedy, ked pre kazdt mnozinu
Z a vSetky zobrazenia g,h: Z — X plati: Ak fog= foh, tak g = h.

Uloha 2.2.10". Dokaite: f[AU B] = f[A]JU f[B], f"{(AuB) = f~}(A) U f~1(B).

Uloha 2.2.11%. Ktoré z nasledujtcich tvrdeni platia a ktoré neplatia? Zdévodnite.
a) f[ANB] = f[A]N f[B]
b) fl[ANB] C f[A]N f[B]

c) fIANB] D flA]N f[B]

d) f7HANB) = fHA) N fH(B)
e) fH(ANB) C fH(A) N f~1(B)
f) f7H(ANB) D f~HA) N fH(B)
g) flfY(B) =B

h) f[fH(B)] c B

i) fTH(fA]) = A

) FHSIA) c A

k) go flA] = g[f[Al]l

Uloha 2.2.12%. Ak X je mnozina, tak P(X) budeme oznacovat mnozinu vietkych jej pod-
mnozin. Nech f: X — Y je zobrazenie a g: P(X) — P(Y) je zobrazenie definované tak, ze
g(A) = f[A] pre Iubovolnti podmnozinu A C X. Dokézte, Ze f je prosté prave vtedy, ked g
je prosté.

2.3 Permutacie

V tejto podkapitole sa budeme zaoberaf istym typom zobrazeni, ktory budeme v dalsich
dastiach vyuzivat.

Definicia 2.3.1. Ak M je konefnd mnozina, tak bijekciu ¢: M — M budeme nazyvat
permutdciou mnoziny M.

My sa budeme zaoberat (pre zjednodusenie) len permutéciami mnoziny {1,2...,n}, kde
n je prirodzené ¢islo. (Kazda koneéntt mnozinu M vieme oéislovat ¢islami od 1 po n, kde n
je pocet prvkov mnoziny M.)

Zo strednej skoly (z kombinatoriky) poznéte termin permutécia v zmysle preusporiadanie
nejakej (konefnej) mnoziny. Je to v istom zmysle, to isté, ¢o definujeme tu — zobrazenie

z mnoziny {1,2,...,n} vlastne urcuje nejaké poradie prvkov tejto mnoziny, ¢ize skutoc¢ne
zodpovedd nejakému jej preusporiadaniu.
Nie je tazké si uvedomit, Ze podet permutacii mnoziny {1,...,n} je prave n! = n.(n —

1).(n —2)...2.1. Mame totiz prave n moznosti, ako mozeme vybraf prvok ¢(1). Pri vybere
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Obr. 2.7: Permutacie 7 a ¢

prvku (2) vSak uz nemozeme pouzit ten isty prvok ako v prvom pripade (inak by zobrazenie
© nebolo injektivne), teda ndm zostéava prave (n — 1) moznosti. Pre vyber obrazu dalsieho
prvku je uz iba (n — 2) moZnosti, atd.

Permutéciu ¢: {1,...,n} = {1,...,n} budeme zapisovat v tvare
( 1 2 ....on )
e(1) ©(2) ... p(n) ) >
Cize pod kazdé ¢islo 1,2, ..., n zapiSeme jeho obraz v permutacii (.
Napriklad permutéciu na mnozine {1,2,3}, pre ktora ¢(1) = 1, ¢(2) = 3 a ¢(3) = 2

zapiSeme ako (123), identickd permutéciu zapiSeme ako (13 3). (Budeme ju tiez oznacovat

id, kedze ide o identické zobrazenie.)

Niekedy sa kvoli struc¢nosti pouziva oznacenie, kde sa vynechd prvy riadok obsahujtci
¢isla 1,2,...,n. (Napriklad [BJ] pouziva iba jednoriadkové oznadenie. Véaésina knih s touto
tématikou pouZiva jednoriadkovy aj dvojriadkovy zépis — podla toho, ktory sa prave hodi.)
My sa budeme pridrziavat oznacdenia, ktoré sme zaviedli, z toho dovodu, Ze spominané zjed-
nodusSenie by sa mohlo pliest s ozna¢enim pre cykly, o ktorych sa viac dozviete na predmete
algebra v 3. ro¢niku alebo v c¢asti|2.3.1

Dalsou viyhodou dvojriadkového zépisu je, Ze ho méZeme pouzit pre fubovolni mnozinu —
jednoriadkovy zdpis mozeme pouZzit ak mdme na mnozine M nejaké prirodzené usporiadanie,
vdaka ktorému vieme prvy riadok jednoznacne doplnit.

Z tvrdenia[2:2.13| vyplyva, zZe zlozenim dvoch permutacii opit dostaneme permutéciu. Pri
skladani permutacii (a takisto pri skladani zobrazeni) budeme ¢asto vynechéavat znak o, teda
piSeme 7 namiesto p o T.

Ak napriklad ¢ = (323), 7 = (133%), tak o7 = (123), 7o = (3%3). Vidime, Ze
skladanie permutéacii vo vseobecnosti nie je komutativne.

Skladanie permutécii 7 si modzeme predstavit tak, Ze lavii permutaciu napiSeme pod
pravi a preusporiadame stipce dolnej permutacie tak, aby jednotlivé ésla sthlasili.

(123
— TTW o er-ag

5
p=(%3

Permutécie ¢ a 7 st zndzornené na obrazku [2.7]

To isté mozeme inak vyjadrif tak, ze ¢isla, ktoré st v dolnom riadku v zapise lavej per-
mutacie, napiseme do dolného riadku vyslednej permutacie v takom poradi, aké udava prava
permutécia (tretie, druhé, prvé). Cize ¢islo 3, ktoré je na prvom mieste v permutécii 7 udava,
Ze na prvom mieste vo 7 permutécii bude tretie ¢islo z ¢, ¢ize 1, 2 na druhom mieste v 7
urcuje, ze na druhom mieste bude to, ¢o je na druhom mieste vo ¢, t.j. 2 a posledné jednotka
uréuje, ze na tretom mieste ma byt 2.

Pozor!ll V [KGGS] je skladanie zobrazeni (a teda aj skladanie permutécii) definované
v opacnom poradi, ako sme ho definovali my.
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Obr. 2.8: Priklad permutéacie 5-prvkovej mnoziny. Vidime, Ze z kazdého prvku vychadza aj
do kazdého prvku vchadza prave jedna Sipka.

Inverzné zobrazenie k permutéacii je permutécia. Vypoéitat ju mézeme jednoducho takym
sposobom, Ze vymenime riadky a preusporiadame stlpce do pozadovaného tvaru. Z ¢ =

(123%) tak dostaneme X
e =(133)=(313).
Ak ¢ je permutécia, tak namiesto ¢ o ¢ budeme pisat ¢? a podobne namiesto @ o...0 ¢
—_———
n-krat
pouzivame ™.
Matematicky spravnejSie by bolo povedat, ze ¢" definujeme matematickou indukciou:
1° ¢% = id, p' = ¢
20 SDnJrl =0 o (Pn
Priklad 2.3.2. Uvazujme permutéciu ¢ = (133 42) mnoziny {1,2,3,4}. Poktsme sa vypo-
¢itat permutaciu °°.
Lahko zistime, Ze

e'=p=(}123%)
P =pop=(123%)
PP =pop®=(123%)

Dalsimi vypoétami by sme zistili, Ze sa stale budi opakovat tieto 3 permutacie. (MoZeme
to dokézat matematickou indukciou.) Z toho dostaneme ¢°0 = p316+2 = 2 = (1]
(Vlastne sme vyuzili vztah o™ = (¢™)", ktorého dokaz sme ponechali ako cvic¢enie v
2.3.41)

2.3.1 Rozklad na stéin disjunktnych cyklov*

Uvedieme jednu nepovinnu podkapitolu — nebude odprednasand na tejto prednaske. Mdze
byt pre Vas uZitocné z toho dévodu, Ze sa o tychto veciach budete uéif neskor — mozete sa
k nej vratit vtedy — ale aj preto, ze ak si ju pozriete, mdzeme Vam pomdct pri vypoctoch
s permutaciami.

Ak sa pozrieme na permutéciu na obrazku vidime, Ze na tomto obrazku sa po jednot-
livych sipkach z prvku 1 dostaneme do prvku 4 a potom naspit znovu do prvku 1. Podobne
z prvku 2 sa dostaneme do 3 a 5 a potom opit do 2.

Toto musi platit pre lubovolni permutéiciu. Ak zaéneme s lubovolnym prvkom, opakova-
nym aplikovanim tej istej permutacie po koneénom pocte krokov dostaneme znovu ten isty
prvok. Dévodom je, ze mame len konecény pocet prvkov — teda po istom case sa niektory
prvok zopakuje. Ak by to bol iny prvok, ako ten z ktorého sme zacali, dané zobrazenie by
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nebola bijekcia. (Podrobnejsie tento argument vysvetlime v dokaze tvrdenia ) Vdaka
tomu moézeme kazdi permutdciu rozdelif na cykly.

Cel4 tato Cast je venovana spdsobu ako mozeme prave uvedeny jednoduchy fakt formélne
zapisat a dokéazat. Tiez si povieme, preco je tento poznatok uzitocény.

Najprv potrebujeme zaviest pojem cyklu.

Definicia 2.3.3. Permutéciu ¢ koneénej mnoziny M nazveme cyklus, ak existuja prvky
ai,as,...,ax také, ze
Sﬁ(az) = Q41 pre L= 1723"'7k7 1,

plar) = a1,
¢(a) = a pre ostatné prvky a # a;.

Pre cyklus tohoto tvaru budeme pouZivat zapis (ajas ... ag).
V definicii cyklu priptstame aj nulovy pocet prvkov. Prdzdny cyklus, ktory oznacujeme
(), sa rovnd identickej permutécii.

Vsimnime si, ze zapis pomocou cyklov mdZeme pouzit pre lubovolnt mnoZinu. Tento zapis
vSak neidentifikuje mnozinu, ktorej permutaciu robime — t4 musi byt zadana zv1ast.

Priklad 2.3.4. Uvazujme permutéicie mnoziny {1,2,3,4,5}

Zapis ¢ = (14) oznacuje permutéciu s vlastnostou p(1) =4 a p(4) = 1, ktora prvky 2, 3
a 5 nemeni (teda ¢(2) =2, ¢(3) =3, p(5) =5).

Zapis 7 = (235) znamend permutaciu urcent predpisom 7(1) = 1, 7(2) = 3, 7(3) = 5,
7(4) =4, 7(5) = 5.

Vsimnime si, Ze ten isty cyklus moze byt zapisany viacerymi spoésobmi: 7 = (235) =
(352) = (523).

Priklad 2.3.5. Vieme, Ze inverzné zobrazenie k permutdcii je tiez permuticia. Ak méme
cyklus ¢ = (ajaz . ..ay), tak inverzna permutécia je tiez cyklus ¢! = (anan_1...a1). Zod-
poveda to tomu, ze poprechadzame po tych istych Sipkach tvoriacich cyklus, ale v opa¢nom
poradi.

Pre cykly z predchadzajiceho prikladu mame ¢t = (14) a 771 = (253).

Definicia 2.3.6. Dve permuticie ¢ a 7 tej istej mnoziny M nazveme disjunktné, ak pre
kazdy prvok a € M plati ¢(a) = a alebo 7(a) = a. (Teda kazdy prvok zostédva nezmeneny
pri aspon jednej z tychto dvoch permutécii.)

Speciélne, dva cykly (ajas . .. ay) a (b1bs . .. b) st disjunktné, ak plati rovnost {ay, as, . .., ax}N
{blvan v abl} = (Z)

Nasledujtca lema hovori, ze poradie disjunktnych permutécii mézeme pri skladani vyme-
nit — disjunktné permutécie komutuja.

Lema 2.3.7. Ak ¢ a 7 su disjunktné permutdcie, tak
poT=To.

Dokaz. Sta¢i priamym vypoctom overit, Ze permutéicia na lavej aj pravej strane rovnosti
nadobuda rovnaké hodnoty.
O

Tvrdenie 2.3.8. KaZdi permutdciu moZno zapisat ako zloZenie disjunktnich cyklov. Tento
zdpis je jednoznaéng aZ ma poradie cyklov (a vynechanie prdzdneho cyklu). Nazgjvame ho
rozklad permutéacie na stcin disjunktnych cyklov.
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Doékaz. Uvazujme Tubovolni permutaciu ¢ mnoziny M.

Existenciu rozkladu permutacie ¢ na stéin disjunktnych dokdzeme indukciou vzhladom
na pocet prvkov mnoziny M. Pre jednoprvkovi mnozinu mame jedini mozndi permutaciu
idps, ktord sa rovna prazdnemu cyklu.

Predpokladajme teraz, ze M mé n prvkov a pre lubovolni mnozinu s menej ako n prvkami
tvrdenie plati. Zoberme teraz Iubovolny prvok a € M. Polozme a1 = a, a;11 = p(a’) pre
vsetky ¢ = 1,2, .... Nech k je najmensie ¢islo také, ze k > 1 a ag41 = a. UkdZeme najprv, ze
také ¢islo musi existovat.

PretoZe mnozina M je konefnd, musia sa niektoré prvky v postupnosti (a;) opakovat,
t.j. existuji nejaké ¢isla s vlastnostou as = a; a s # t. Tvrdime, Ze ak s je najmensie
mnozné takéto ¢islo, tak s = 1. Skuto¢ne, v opa¢nom pripade méme @(as—1) = w(at—1) a
z injektivnosti zobrazenia ¢ dostaneme as_1 = a;—1.

Zistili sme, Ze existuje aspon jedno ¢islo s horeuvedenymi vlastnostami, preto mozeme
definovat k ako najmensie éislo, ktoré m4 tieto vlastnosti. Pomocou neho definujeme cyklus

T = (a1a2 e ak).

Polozme dalej 1) = 77 1. Ukazeme, 7e permutacie ¢ a 7 st disjunktné a Ze ¢(a) = a.

Skutoé¢ne, pre Tubovolny z prvkov ay,as,...,ax_1 plati ¢(a;) = a;r1 a 771 (ai1) = as,
teda ¥(a;) = 77 1(p(a;)) = a;. Podobne mdzeme overit, Ze v (ax)invt(p(ag)) = 77 1(a1) = ay.
Vidime, ze permutécia ¥ nemeni ziadny z prvkov, ktoré meni cyklus 7 teda tieto permutécie
st disjunktné. Specialne, v nemeni prvok a; = a.

Teraz si sta¢i uvedomit, Ze ¢ (resp. ziZenie tohoto zobrazenia) modzeme chépat ako per-
mutaciu mnoziny M ~{a; ...ax}, ktord ma menej prvkov ako mnozina M. Podla indukéného
predpokladu teda existuje rozklad ¢ = 1179 ... 73 tejto permutécie na disjunktné cykly. Potom

-1

o=17(TTp)=TV=7T1...7

je rozklad permutacie ¢ na disjunktné cykly.
Jednoznaénost. Predpokladajme, Zze méame 2 rozklady

R

tej istej permutacie na disjunktné cykly, pricom v rozkladoch sa nevyskytuje prazdny cyklus.
Postupujme indukciou vzhladom na s.

Ak s = 0, teda na lavej strane rovnosti je identita, musi byt aj podet disjunktnych
cyklov na pravej strane nulovy. V opa¢nom pripade by sme mali na pravej strane aspon
jeden neprazdny cyklus, teda permutacia na pravej strane by menila aspon jeden prvok, ¢ize
permutacia na pravej strane by nebola identita.

Predpokladajme teraz, ze s > 0, ¢ize dana permutécia nie je identita. Nech a je nejaky
prvok, ktory tato permutacia meni. Tento prvok sa musi vyskytovat v aspon jednom z cyklov,
stcasne z disjunktnosti vyplyva, Ze sa nemoze vyskytovat vo viacerych cyklov. Teda prvok a
sa vyskytuje prave v jednom z cyklov vystupujtcich na lavej strane rovnosti, podobne v prave
jednom z cyklov na pravej strane. Bez ujmy na vSeobecnosti (cykly moZeme poprehadzovat)
predpokladajme, Ze su to cykly ¢; a 71. Potom dostaneme ¢;(a) = ¢(a) = 11(a), podobne
©3(a) = p?(a) = 12(a) atd. Cize vietky prvky vyskytujtice sa v cykle o1 sa zobrazia rovnako
aj cyklom 71 a obratene. Plati teda ¢ = 71. Z toho dostaneme rovnost s ... = s ... ;.
Pre tieto cykly uz moézeme pouzit indukény predpoklad. O

Priklad 2.3.9. Pre permutéciu ¢ = (}3 34 2) (obrazok[2.8) dostaneme rozklad ¢ = (14)(235).
Z toho vieme hned zistit aj ¢! = (14)(253).
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Rozklad na stéin disjunktnych cyklov méze byt uzitoény pri vypocte radu permutécie.

Definicia 2.3.10. Ak ¢ je permutacia koneénej mnoziny M, tak rdd permutdcie ¢ je naj-
mensie prirozdené ¢islo n > 1 také, ze

Qon = idz\/j.
Napriklad v priklade sme zistili, Ze rdd permutécie p = (123 4%) je 3.
Lema 2.3.11. Rdd cyklu je rovny jeho dlzke, t.j. ak ¢ = (a1 ...a,), tak rdd ¢ je rovny n.

Dékaz. Pre k = 2,....,n — 1 je ¢*(a1) = ax_1 # a1. Az pre k = n prvykrat dostaneme
©*(a1) = a;. Uplne rovnaké zdovodnenie prejde aj pre ostatné prvky cyklu, ¢ize mame
©" = id a navySe n je najmensie ¢islo z mnoziny {1,2,3,...} s touto vlastnostou. O

Veta 2.3.12. Rdd permutdcie je najmensi spoloéngj ndsobok dlZok disjunktnych cyklov, ktoré
vystupuju v jej rozklade.

Dokaz. Nech p =71 ...7,, jerozklad permutécie na ¢ na disjunktné cykly. Pretoze disjunktné
cykly komutuji, mocniny permutacie ¢ mozeme vyjadrit ako

=TT
Pritom permutécie 77, ..., 7% st opét disjunktné. Z toho vyplyva, Ze aby sme dostali identické
zobrazenie, musi pre kazdé ¢ = 1,2, ..., m platit 7/* = idj;. To nastane prave vtedy, ked n je

nasobkom radu 7; (pre vSetky 7). Teda najmensie mozné n s takouto vlastnostou je najmensi
spolo¢ny nasobok réddov jednotlivych disjunktnych cyklov. Podla lemy [2.3.11| st to presne
dlzky jednotlivych cyklov. O

Cvicenia

Uloha 2.3.1. Uvazujme o permutéciach na mnozine M = {1,2,3,4,5}. Ak4 je inverzna per-

fciaku: (12345) (12345 (12345 - S 5 Lt Stand
mutaciaku: (12332),(12323), (5% )? Urobte aj skasku spravnosti, t.j. po vypocitani

452
¢t overte, ¢l o7l =gt =id. [(13353), (1335%), (33%33)]
Uloha 2.3.2. M = {1,2,3,4}. Vypocitajte: (1335)(1234)(1734%). Uréte inverzni per-
mutaciu k vysledku.
Uloha 2.3.3. Comu sa rovna ¢'2% ak p = (1334)?
Uloha 2.3.4. Matematickou indukciou dokézte, ze "™ = @™ 0 @™, "™ = (p")™.
Uloha 2.3.5%. Vyslovte a dokéZte zovieobecnenie lemy pre lubovolny pocet permuté-
cii.

Uloha 2.3.6%. Pre dané permutécie uréte rad, a rozklad na disjunktné cykly:

p=(33457), 7=(37953), v =(53753)-

Dalej vypocéitajte permutacie @7, =1, 771, =L
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Kapitola 3
Grupy a polia

Nagim cielom je dostat sa k definicii vektorového priestoru a linedrneho zobrazenia. Ich do-
lezitost je v tom, Ze stt vhodnym aparatom na popis linedrnych javov.

Predtym nés ale caka este velmi dlha cesta, na ktorej sa vSak nauéime velmi vela uzi-
toénych veci. Na definiciu vektorovych priestorov pouzijeme pojem pola. Na definiciu pola
pouZijeme pojem grupy. A navyse, predtym neZ sa dostaneme k definicii grupy, potrebujeme
uviest niektoré zakladné poznatky o bindrnych operaciach.

Tato dlhéa cesta k definicii vektorového priestoru je cenou za to, Ze chceme vektorové
priestory definovat v ¢o najviicsej obecnosti — budeme pracovat s vektorovymi priestormi nad
Tubovolnym polom. Keby sme sa rozhodli pracovat iba s vektorovymi priestormi nad polom
realnych ¢isel, mohli by sme si tito ndmahu usSetrit — len by sme struéne zopakovali vlastnosti
readlnych ¢isel a hned by sme zadefinovali vektorovy priestor. (V niektorych uéebniciach sa
takto aj naozaj postupuje.)

Vyhoda tohoto postupu je v tom, Ze dostaneme vSeobecnejsie vysledky. Dalsi, vobec nie
zanedbatelny, prinos je, Ze sa naudite mnohé uzitocné veci a zvyknete si na axiomaticky
pristup k definovaniu novych pojmov a dokazovaniu ich vlastnosti.

3.1 Binarne operacie

Hlavnym cielom tejto kapitoly je zadefinovat grupy a polia. Hoci najéastejsie budeme pracovat
s realnymi a komplexnymi ¢islami, je uzitoéné uvedomit si, Ze tvrdenia, ktoré dokdzeme budi
platit pre Tubovolné pole. Aby sme v8ak vobec mohli zaviest pojmy grupa a pole, potrebujeme
najprv vediet, ¢o si to bindrne operacie.

Definicia 3.1.1. Bindrna operdcia * na mnozine A je zobrazenie z mnoziny A x A do A.
Namiesto *(a, b) budeme pouzivat oznadenie a * b, tento zapis budeme niekedy skracovat
ako ab.

Opit, podobne ako pri zobrazeniach, mdZeme bindrnu operéciu chdpat ako predpis, ktory
vSsak v tomto pripade priradi dvom prvkom z mnoziny A priradi nejaky prvok z tej istej
mnoziny. Takisto zapis a % b resp. ab zodpoveda tomu, na ¢o sme zvyknuti pri binarnych
operaciach, s ktorymi sme sa stretli doteraz, ako je s¢itovanie a nasobenie.

Tiez si v§imnime, Ze v definicii vystupuji usporiadané dvojice (prvky mnoziny X x Y),
teda vysledok operacie a * b a b * a nemusi predstavovat ten isty prvok.

Priklad 3.1.2. Operacie + a - st binarne operécie na mnozine R redlnych ¢isel.
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Opericia - je bindrna operdcia na mnozine R ~\ {0}, pretoZze nulu nemozeme dostat ako
st¢in dvoch nenulovych ¢isel. Naopak, + nie je bindrna operéacia na R~ {0}, lebo —1+1 =0,
teda dvom ¢islam z mnoziny R~ {0} opericia + priradi ¢islo, ktoré do tejto mnoziny nepatri.

Operacie + aj - st bindrne operacie na mnozine RT. Na mnoZine R~ predstavuje +
binarnu operaciu, - vSak uz nie je binarna operacia na tejto mnozine.

Priklad 3.1.3. Ako dalsi priklad definujme operaciu ¢ na mnozine Z5 = {0, 1, 2, 3,4} takto:
a®b takto: a®b = (a+b) mod 5. Opericia mod tu predstavuje zvySok (v tomto pripade
po deleni piatimi). Napriklad 1®2=3,2®3 =0, 3® 3 = 1 (¢isla najprv s¢itame a potom
urobime zvysok po deleni 5).

Podobne mozeme definovat bindrnu operaciu @ ako a ® b = (a.b) mod 5.

Binarnu operaciu na koneénej mnozine mézeme tiez urcit tabulkou: (do riadku a a stipca
b pisSeme vysledok operécie a @ b.)

®|0 1 2 3 4 ©l0 1 2 3 4
0j0 1 2 3 4 00 0 0 0 O
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

Podobné operacia by sa dala definovat aj pre lubovolné prirodzené ¢&islo n > 2. S mno-
Zinami Z,, = {0,1,...,n — 1} a bindrnymi operdciami @ a ®@ (¢iZe s¢itovanie a ndsobenie
modulo n) sa v priebehu tejto predndsky stretnete este dost casto.

Priklad 3.1.4. Binarna operécia nemusi byt vzdy dané predpisom — ak ide o koneéntt mno-
Zinu moze byt zadand tabulkou. (Dalo by sa povedat, Ze tabulka bindrnej operécie vlastne
do istej miery zodpoveda zobrazeniu definovanému réznymi predpismi pre rézne pripady. Tu
vSak st jednotlivé Casti definiéného oboru len jednoprvkové.)

Napriklad mozeme definovat takto bindrnu operaciu A na mnozine {0, 1, 2}:

A0 1 2
0]0 1 2
110 1 2
210 2 1

Teraz sa budeme zaoberat niektorymi zdkladnymi vlastnostami bindrnych operacii. Aby
sme si ich lep$ie ozrejmili, pre kazdu z nich overime, ¢i tito vlastnost maju binarne operécia
+ a - na mnoZine R, @& na mnoZine Zs a operacia /A z prikladu [3.1.4

Vlastnosti, ktoré budeme definovat budi komutativnost, asociativnost, existencia neut-
ralneho prvku a existencia inverzného prvku. Pri overovani, ¢i uvedené binarne operacie maju
tato vlastnost, postupne vyplnime nasledujicu tabulku

NP | K| A|IP

(R, +)
(Rv )
(Zs5,®)
(Z37 A)

Definicia 3.1.5. Nech * je bindrna operacia na mnozine M. Hovorime, ze e € M je neutrdlny
prvok operacie x, ak pre vsetky m € M plati

exm=ms=*zxe=m.
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Zo strednej skoly vieme, ze 0 +m = m 4+ 0 = m, 1.m = m.1 = m. To znameni, ze 0 je
neutralny prvok pre operaciu + a 1 je neutralny prvok pre operéciu - na mnozine R. Pretoze
rovnost 0 +m = m + 0 = m zostane v platnosti aj ked zo vSetkych prvkov urobime zvySok
po deleni 5, 0 je aj neutralnym prvkom operacie & na mnozine Zs.

Prv neZ sa pozrieme na operéaciu A\, skisme si ozrejmif ako sa prejavi existencia neut-
ralneho prvku na tabulke bindrnej operacie. Rovnost e x m = m znamen4, Ze v riadku e sa
vyskytnt rovnaki prvky ako v hlavicke tabulky. To isté, ale pre stipce, vypljva z rovnosti
m e = m. Skuto¢ne, mézeme si viimnat v tabulke operécie @ na Zs, ze v riadku 0 a v stipci
0 sa opakuju prvky 0,1,2,3,4. Ak sa v pripade operéacie /A pozrieme na riadky, moZnymi kan-
didatmi by boli prvky 0 a 1. Ani v jednom z tjchto pripadov to vSak neplati pre stipce. Teda
tato operacia neméa neutralny prvok.

NP | K|A|IP
(R,+) | 0
(R7') 1
(Zs, ®) 0
(Z33A) X

Teraz si dokdZeme, Ze bindrna operdcia nemdze mat viac ako jeden neutrlny prvok.
Sposob dokazu je typicky pre pripad, ked chceme dokazat, Ze nejaky objekt je danou vlast-
nostou jednoznac¢ne urceny. Pri dokaze tvrdeni takéhoto typu sa velmi ¢asto postupuje tak,
ze uvazujeme dva objekty, ktoré maju tito vlastnost a snazime sa dokazat, Ze sa rovnaju.

Tvrdenie 3.1.6. Ak md bindrna operdcia * na mnoZine M neutrdlny prvok, tak tento ne-
utrdlny prvok je jeding.

Dokaz. Nech eq, e st neutralne prvky operacie *. Potom

) (2)
€] — €1 X €y = €2,

pri¢om rovnost (1) plati vdaka tomu, Ze e; je neutrélny prvok a rovnost (2) plati vdaka tomu,
7e ey je neutralny prvok. O

Definicia 3.1.7. Binarna operacia * na mnozine M je komutativna, ak pre vsetky x,y € M
plati
THY =y *T.

Komutativnost vlastne znamené, ze mozeme dvojice prvkov vymietiaf. VAcsina operécif,
s ktorymi budeme pracovat, je komutativna.

Opit operacia + a - na R st komutativne. V pripade operacie @ si staéi uvedomit, ze
rovnost © + y = y + x sa zachové, aj ked urobime zvySok modulo 5, teda dostaneme

(x+y) modb=(y+z) mod?5,
rdy=y>dx.

Operéacia A nie je komutativna. Staci si vSimnat, Ze

0A2 # 20,
2 £ 0.
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NP | K|A|IP
(R,+) 0 |V
(R,-) 1 |V
(Zs,®) | 0 |V
(Z3, ) | x | x

Opit je uzitoéné si vSimnut, ako sa komutativnost prejavi na tabulke bindrnej operécie.
Ak je bindrna operdcia komutativna, musi byt tabulka symetrickd podla hlavnej diagonély
(pretoze prvky x x y a y * x st na diagonédlne symetrickych poziciach).

* x Yy
T T
| |
| |
| |

R G )
| //
| '
| /

[
e
Y F--y*w

Obr. 3.1: Komutativnost a tabulka bindrnej operéacie

Definicia 3.1.8. Binarna operécia * na mnozine M je asociativna, ak pre vSetky x,y,z € M
plati
(zxy)*xz=uzx*(yx*z2).
Uzatvorkovanie v predchadzajicej rovnosti znamend, ktorti operaciu robime ako prva.
Formalne sa moZeme na asociativny zdkon pozerat ako na ,,prehadzovanie zatvoriek*.

(zxy ) * 2
N N

Niekedy, v zlozitejsich vyrazoch, aby sme znazornili, kde presne sme pouzili asociativny
zdkon, pod¢iarkneme na lavej strane rovnosti tie zatvorky, ktoré , prehadzujeme®.

(xxy)xz=xx*(y=*2).

Vlastnost asociativnosti vlastne hovori to, Ze nezédlezi na uzitvorkovani, inak povedané
z4pis x * 1y * z predstavuje ten isty prvok, bez ohladu na to, aké uzatvorkovanie zvolime. Preto
zatvorky mozeme vynechdvaf.

Hoci vlastnost asociativnosti tak, ako sme ju definovali, hovori len o tom, Ze zatvorky
mozeme vynechat, ak ide o stéin 3 prvkov, nie je fazké si uvedomit, ze to plati aj pre viac
prvkov. K tomuto faktu sa este vratime na konci tejto podkapitoly.

O operaciach + a - vieme, Ze su asociativne. Pre operaciu & moézeme pouzit podobnii
avahu ako pri komutativnosti. Ked si v§imneme, Ze

2A(0A2) = 2A2 =1,
(2A0)A2 = 0A2 = 2,

vidime, Ze operacia A\ nie je asociativna a mozeme doplnif dalsi stipec nagej tabulky.
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NP |K|A|IP
R,+) | 0 | v |V
(R,-) 1 |V |V
(Zs,®) | 0 | v |V
(Zs,N) | x | x| x

Teraz nasleduje definicia inverzného prvku. O inverznom prvku mé zmysel hovorit iba
vtedy, ak ma bindrna operacia neutralny prvok.

Definicia 3.1.9. Nech * je bindrna operacia na mnozine M. Nech a € M a nech e je
neutralny prvok operacie x. Prvok b € M je inverzny k prvku a, ak plati

axb=bxa=-cec.

Vsimnite si, Ze v definicii s obe rovnosti, axb = e aj bxa = e! (Samozrejme, ak je operacia
x komutativna, stacilo by ndm pozadovat len jednu z nich. Preto aj v prikladoch, ked budeme
overovat existenciu inverzného prvku nejakej bindrnej operacie, o ktorej uz budeme vediet,
7e je komutativna, ulahéime si pracu tym, Ze budeme dokazovatf len jednu z uvedenych
rovnosti, druhd z nej vyplynie automaticky. Ako sme uz spomenuli, najcastejSie budeme
pracovat s komutativnymi bindrnymi operaciami.)

Priklad 3.1.10. Pre operaciu + plati
a+ (—a) =0=(—a)+a,

teda Tubovolny prvok a € R mé inverzny prvok a je to prvok —a. (Ako sme spomenuli pred
chvilou, pretoZe tato operéacia je komutativna, sta¢i vlastne overovat len jednu z uvedenych
rovnosti.)

Podobne pre komutativnu operaciu - bude inverznym prvkom ku a # 0 prvok é, lebo

a-—=1.
a
Cislo 0 nemé v tejto operacii inverzny prvok, lebo 0.b = 0 pre Iubovolné b € R.

V pripade mnoziny Zs a operacie @ plati 0 0 =164 =2 ® 3 = 0, teda ku kazdému
prvku sme nasli inverzny prvok. (Vsimnime si, Ze inverzny prvok k a je prave zvySok éisla
—a po deleni 5. Vedeli by ste tento fakt zdovodnit?)

Pre operaciu A nemd zmysel hovorit o inverznom prvku, lebo tito operacia nemé ani
neutralny prvok. Teraz uz teda mozeme konecne vyplnit celil nasu tabulku.

NP | K| A P
R,+) | 0 | v |V —a
(R,-) 1 |V [V [iprea#0
(Zs,®) | 0 |V |V v
(Zs,N) | = | x| % X

Tvrdenie 3.1.11. Nech * je asociativna operdcia na mnozine M a * md neutrdlny prvok e.
Ak existuje inverzny prvok k a, tak je jednoznacne urceny.

Dokaz. Predpokladajme, Ze b; a by st inverzné prvky ku a. Postupnymi tpravami nasledu-
jucej rovnosti (ktord vyplyva z asociativnosti) dostaneme

by * (a*bg) = (b1 * a) = by
bl*eze*bg

b1 = by
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Pretoze pre asociativnu operaciu je inverzny prvok jednoznac¢ne uréeny prvkom a, mézeme
preii zaviest oznacenie. Budeme ho oznacovat a!.

V tabulke bindrnej operacie vieme inverzny prvok najst tak, ze v riadku a vyhladdme
stipec, kde sa vyskytuje neutralny prvok. To isté urobime v stipci a — najdeme riadok,
v ktorom je neutralny prvok. Ak sa najdeny riadok a stlpec zhodujt, tak sme nagli inverzny

prvok k a.

3.1.1 Zovseobecneny asociativny zakon*

Ako sme slibili, vratime sa na chvilu este k asociativnemu zédkonu. Pdjde nam o to, aby sme
si uvedomili, Ze pre asociativnu operdciu mozeme skutoéne vynechavat zatvorky, aj ked vo
vyraze vystupuje viac prvkov ako 3.

Najprv si to ukazeme pre 4 prvky a potom podame aj formalny dokaz, ze to plati pre
lubovolny pocet prvkov.

Na zaciatok sa pokiste ndjst vSetky mozné uzdtvorkovania vyrazu aobocod. V nasledujtcej
tlohe si mozete overit, ¢i ste skuto¢ne nasli vSetky.

Pokuste sa potom pomocou asociativneho zdkona odvodit, Ze vSetky tieto vyjadrenia sa
rovnaju. (MozZnosti ako to dokazovat je velmi vela, jednu najdete v nasledujicej tilohe.)

Priklad 3.1.12. Dokéazte, Ze ak o je bindrna opericia na mnozine A a o je asociativna, tak
Tubovolné uzatvorkovanie vyrazu a o b o c o d predstavuje ten isty prvok.
Vsetky mozné uzatvorkovania stﬂ

(1) )
(2) ac(bo(cod))
533 (aob)o(cod)

(5) (ao(boc))od
S1 to skutoéne vsetky mozné uzatvorkovania — najprv sme uviedli tie, kde sa ako poslednda
operécia vykona vyndsobenie prvkom a zlava, vyraz (3) predstavuje jediné uzatvorkovanie,
kde st prvky rozdelené na dve dvojice a vyrazy (4) a (5) su tie uzatvorkovania, kde sa ako
posledné vykona vynasobenie prvkom d.

Podla asociativneho zédkona plati

(boc)od=bo(cod).
Ak vynésobime tuto rovnost zlava prvkom a, dostaneme
ao((boc)od) = ao (bo(cod),

¢o je vlastne rovnost (1) = (2).

Podobne, ak pouzijeme asociativnost pre prvky a, b, ¢ a vzniknutt rovnost vynisobime
sprava prvkom d, dostaneme (4) = (5).

Dvojnasobnym pouZitim asociativneho zdkona (podéiarknutim st zvyraznené zétvorky,
ktoré sme v prislusnej rovnosti ,prehodili“) dostaneme

ao(bo(cod))=(aob)o(cod)=((aob)oc)od,

¢o je vlastne rovnost (2) = (3) = (4).

Spojenim vsetkych tychto rovnosti dostaneme, ze vsetky uvedené vyrazy sa rovnaju.

1V pripade, 7e vam vysiel iny poéet alebo iné uzatvorkovania, sktste si ozrejmit ¢o presne rozumieme pod
uzatvorkovanim — je to taky zapis, ktory jednoznacne urcuje poradie vykonanych operacii. Pritom poradie
prvkov a, b, ¢, d nesmieme prehadzovat.
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Predchédzajici priklad by vas sndd mohol presvedéit o tom, Ze niec¢o podobné plati aj
pre uzatvorkovanie fubovolného po¢tu prvkov. Ale vobec nie je jasné, ako by sa takéto nieco
dalo dokézat. To si ukdzeme v nasledujicom (nepovinnom) dokaze.

Tvrdenie 3.1.13 (Zovseobecneny asociativny zakon). Nech - je asociativna bindrna operdcia
na mnozine A. Potom sucin ai * as * - -+ % a, nezavisi od sposobu uzdtvorkovania.

Dokaz. Tvrdenie budeme dokazovat tplnou indukciou vzhladom na n. Pri dokaze budeme
postupovat tak, Ze si vyberieme jedno uzatvorkovanie, konkrétne a;*(as*(ag*. .. (ap—1*ay))),
a budeme sa snazif dokézaf, Ze vSetky ostatné mozné uzatvorkovania predstavuju ten isty
prvok.

1° Pre n = 2 mame jediné mozné uzatvorkovanie, preto tvrdenie plati.

2° Predpokladajme teraz, ze tvrdenie plati pre Tubovolny pocdet prvkov mensi ako n.

Ak méme nejako uzdtvorkovany vyraz aj xas *. . .*a,, si dve moznosti ako moze vyzerat.
Bud mé tvar

ay x (ag xag * ... xap)

nejako uzatvorkované

alebo
(a1 *...xag) * (a1 * ... % ap),

kde opét prva a druhd zatvorka mozu byt uzatvorkované fubovolnym spdsobom.
V prvom pripade, podla indukéného predpokladu

ag*ag* - *xap =ag* (ag - (ap_1*ay)).

(Inymi slovami, Tubovolné uzatvorkovanie n—1 prvkov as, as, . . ., a, sa rovné prvku uréenému
nami zvolenym usporiadanim.) Vynésobenim tejto rovnosti zlava prvkom a; dostaneme

a; * (ag xag * -+ *ay) =ay * (az * (ag * - * (ap_1 * an))).

Zostava nam este druhy pripad. V tomto pripade najprv pouzijeme indukény predpoklad
pre obe zatvorky

(ay # - ag)* (agp1 * - *ay) = (a1 % (ag * - *ag)) * (@ps1 * (Qpr2 * - *ap)).

Vyuzitim asociativnosti dostaneme

gal*(a2*~~~>i<ak))*(ak+1*(ak+2*~-~*an)) =ay*((ag*- - *xag) * (agt1 * (Qgro* - xap))),

¢im sme upravili dany vyraz na tvar sacinu prvku a; a nejako uzatvorkovanych ostatnych
prvkov (¢o je presne prvy pripad, ktory sme uz vyriesili).

Teraz teda opéf stac¢i pouzif indukény predpoklad na prvky v zatvorke a dostaneme
pozadovany tvar

ay * ((ag * -k ag) * (g1 * (a2 * - - *ap))) =ag * (ag * (ag * - * (ap_1 *x ap))).
O

Poznamka* 3.1.14. Ako zaujimavost mézeme spomentf, Ze podet uzatvorkovani n + 1
symbolov urcéuje n-té Catalanove ¢islo

c - 1 (2n>
n+1l\n




Doékaz tohoto faktu nie je jednoduchy. Pri niektorych odvodeniach uvedenej formuly sa pou-
Ziva rovnost

Cnt1 = i CiChs,
i=0

mozete sa skisit zamyslief nad tym, ¢ by ste ju vedeli odvodit. Stavisi tato rovnost s nejakym
sposobom (algoritmom) na vymenovanie vetkych moznych uzatvorkovani?

Cvicenia

Uloha 3.1.1. Vypiste vietky mozné bindrne operacie na mnozine {0,1}. Ktoré z nich st
asociativne, komutativne, maja neutralny prvok? Pre ktoré existuje ku kazdému prvku aj
inverzny?

Uloha 3.1.2. Na Z; = {0,1,2,3,4,5,6} definujme operacie & a ® podobne ako pre Zj
v priklade (Teda ako obvyklé s¢itovanie a ndsobenie, ibaZe po urobeni tejto operacie
urobime zvySok po deleni 7, ¢im dostaneme prvok zo Z7.) Zistite, ¢ st tieto operécie asocia-
tivne, komutativne, ¢i existuje neutralny prvok a ¢i ma kazdy prvok inverzny. Vedeli by ste
to v pripade operécie & najst inverzny prvok aj bez toho, ze by ste sktisali jednotlivé prvky?

3.2 Grupy

V tejto Casti sa koneCne dostavame k definicii grupy. Pre nas sice grupy posluzia len ako
pomocny aparat — na to, aby sme mohli jednoduchsie zadefinovat pojem pola a dokézat nie-
ktoré vlastnosti poli — od svojho vzniku sa tedria griup stala samostatnou, velmi rozsiahlou
matematickou disciplinou, zasahujticou do najrozli¢nejsich oblasti matematiky. Viac sa o gru-
péach dozviete na predmete algebra v druhom roéniku. (V pripade, Ze ste uz velmi netrpezlivi,
mozete si o nich dost vela precitat v [Kl [KGGS| [Z1].) Podobne aj o poliach sa v priebehu
Vasho stadia dozviete aj dalSie zaujimavé fakty, na tejto prednaske uvedieme len tie, ktoré
budeme potrebovat pri praci s vektorovymi priestormi.

Definicia 3.2.1. Dvojica (G, %), kde G je mnoZina a * je bindrna operacia na G, sa nazyva
grupa, ak

(i) operécia * je asociativna,
(ii) operécia * mé neutrdlny prvok, (neutrdlny prvok budeme spravidla oznacovat e)

(iii) ku kazdému prvku g € G existuje inverzny prvok vzhladom na opericiu . (Tento
inverzny prvok budeme oznacovat g~ 1.)

Poznamka 3.2.2. Pretoze pozadujeme existenciu neutralneho prvku e € G, z definicie grupy
automaticky vyplyva, Ze mnozina G je neprazdna, G # (.

Priklad 3.2.3. Na zéklade tabulky, ktort sme vyplnili v priklade vidime, ze (R,+)
aj (Zs, ®) st grupy.

Naopak, (R,-) nie je grupa, pretoZe 0 nemd inverzny prvok. V tomto pripade moZeme
situdciu zachranit, ak zmenime mnozinu, na ktorej budeme tito bindrnu operaciu uvazovat.
Tvrdime, ze (R ~\ {0}, ) je grupa.

O tom, Ze - je bindrna operécia aj na mnozine R \. {0} sme uZ hovorili v priklade
Neutralny prvok je 1, toto ¢éislo patri do mnoziny R \ {0}. Takisto asociativnost sa neporusi
pri prechode ku mensej mnoZine. Pretoze sme vynechali nulu, kazdy prvok a € R \ {0}, uz
teraz mé inverzny prvok I, ktory tiez patri do mnoziny R \ {0}.
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Definicia 3.2.4. Grupa (G, *) sa nazyva komutativna, ak operédcia * na G je komutativna.
(Tiez sa pouZiva termin abelovskd grupa.)

Nie kazda grupa je komutativna. Prikladom nekomutativnej grupy je grupa S, vsetkych
permutécii n-prvkovej mnoziny pre n > 3 (loha (3.2.2)).

Veta 3.2.5 (Zakony o kréteni). Ak (G,x*) je grupa, tak pre lubovolné a,b,c € G plati

axb=axc = b=c

bxa=cx*xa = b=c

Inak povedané, zakony o krateni hovoria, Ze v grupe mozeme kratit Tubovolnym prvkom
zlava aj sprava.

Dékaz. 7 rovnosti a * b = a * ¢ dostaneme vynasobenim prvkom a~! zlava

a s (axb)=a"tx(axc)
(atxa)xb=(a"txa)xc
exb=exc

b=c

(V jednotlivych krokoch sme vyuzili asociativnost, definiciu inverzného a neutralneho prvku.)
Implikicia b* a = c * a = b = c sa dokaze analogicky, ibaze prvkom a~! budeme nésobit
sprava. L]

Zakony o krateni moZeme zapisat aj v ekvivalentnej podobe (obmenend implikécia, pozri

priklad |2.1.11)):

b#c = axb#a*c
b#c = bxa#cxa

Skusme si premysliet, ako sa prejavia zakony o krateni v tabulke bindrnej operéacie. Prvky
tvaru axb, kde b € G, st prave prvky v riadku a. Zakon o krateni v tvare b # ¢ = a*b # a*c
teda znamend, Ze v roznych stipcoch riadku a sa objavia rozne vysledky operacie *. Inak
povedané, v ziadnom riadku sa nesmie viackrat vyskytnut ten isty prvok. Podobne, zdkon
o krateni zlava hovori, Zze v ziadnom stipci sa nezopakuje nijaky prvok viackrat.

Veta 3.2.6. Nech (G, *) je grupa. Potom pre lubovolné a,b € G plati
(ahHt=a
(axb) ™t =b"txat

Dékaz. Najprv pouzijeme dvakrat definiciu inverzného prvku. Inverzny prvok ! musi spliiaf
rovnost
(@) txat =e.

Definicia inverzného prvku pre ¢ nam dava
axa " =e.
Porovnanim tychto 2 rovnosti dostaneme

(a_l)_1 xa l=axa!
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a zo zakona o krateni vyplyva
(aHt=a.

Aj na dokaz druhej rovnosti chceme vyuzit zdkony o krateni. Z definicie inverzného prvku
mame

(axb) 1% (axb)=e.

Aby sme mohli vyuzit zdkon o krateni bolo by dobre, keby sme nejako upravili vyraz (b= x
a~1) x (a * b), tak sa poktisme upravit ho (budeme pouzivat asociativny zakon a definiciu
inverzného a neutralneho prvku).
gbil*cflz*(a*b) :bfl*(afl*ga*bz) =btx((atxa)xb)=btx(exb)=blxb=c¢
Zistili sme teda, ze (a*b)"1* (axb) = (b1 xa™!) % (a*b) a zo zékona o krateni potom
vyplyva
(axb) P =b"txat.
O

V predchadzajicom dokaze sme podrobne rozpisovali kazdé pouzitie asociativneho za-
kona. PretoZe sme uz v pouZivani asociativneho zdkona ostrielani, méZeme si pracu zjedno-
dusit vynechdvanim zatvoriek (ktoré si vieme na patriénych miestach domysliet) a uvedentt
upravu zapisat strucnejsie ako

b laxa tsxaxb=blrxexb=blxb=c.

Poznamka 3.2.7. Grupy, s ktorymi ste sa doteraz najcastejsie stretli, st asi (R,+) a (R~
{0}, ). Aj pre grupy vo vSeobecnosti sa velmi ¢asto zvykne grupova operécia ¢asto oznacovat
+ alebo -. Vtedy hovorime o aditivnom (pomocou znamienka +) alebo multiplikativnom
(pomocou -) zépise grupovej operacie.

Pri aditivnom zapise sa zvykne inverzny prvok zapisovat ako —a, pri multiplikativhom
ako a~! alebo aj % Takisto neutralny prvok sa v zavislosti od pouzitej symboliky niekedy
oznacuje ako 0 alebo 1.

Rozdiel medzi tymito dvoma druhmi zapisu sa napriklad prejavi aj vtedy, ak chceme
zapisat n-ndsobné pouzitie operacie na prvok a (pozri tilohu . Pri aditivnom zapise sa
spravidla pouziva symbol n X a, pri multiplikativnom a”.

My budeme pouzivat oznacenia tak, ako sme ich zaviedli v tejto kapitole. Teda ked bu-
deme pracovat s grupou vo vSeobecnosti, budeme neutrdlny prvok oznacovaf e a inverzny
prvok a~!. V pripade konkrétnych griip a hlavne v pripade poli a vektorovych priestorov, kde
sa priamo v definicii vyskytne bindrna operacia oznacovana ako + vSak uprednostnime adi-
tivny zapis. (V oboch spominanych definiciach na to vyslovne upozornime). Takisto budeme
pouzivat aditivny zépis pre grupu (Z,,®) a mnohé dalsie grupy, kde je prirodzené oznadit
grupovi operéciu znakom +. (Napriklad v tilohe kde sa zaoberame scitovanim funkcii,
je prirodzené oznacovat neutralny prvok znakom 0.)

Cvicenia

Uloha 3.2.1. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria vzhladom na dané operacie grupu? V ktorych
pripadoch je tato grupa komutativna?
a) (Z,-) (celé ¢isla s obvyklym nasobenim)
b) (R,-) (redlne ¢isla s obvyklym nésobenim)
)) ((R - {0}7 ')7 d) (C» +)? e) ((Ca ')7 f) ((C \ {O}a )
g

R?, +) (so s¢itovanim definovanym po zlozkach)

¢]
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h) R s operdciou x, axb=a+b—1

i) Mnozina vSetkych parnych celych ¢isel vzhladom na s¢itovanie.
j) Mnozina vSetkych nepéarnych celych ¢isel vzhladom na s¢itovanie.
k) (Zs,®)

Uloha 3.2.2. Tvoria vietky permutacie na kone¢nej mnozine M grupu? Je tato grupa ko-
mutativna? Urobte tabulku grupovej operacie v pripade M = {1, 2, 3}.

Uloha 3.2.3. Je (R, *), kde a*b = ab+a+b, grupa? Ak nie, vedeli by ste vynechat niektory
prvok a z mnoziny R tak, aby (R \ {a}, *) bola grupa?

Uloha 3.2.4. Nech G je mnozina vietkych funkcii f,,: R — R, ktoré st tvaru f,,(z) =
ax + b pre nejaké redlne ¢isla a,b € R. Tvori tato mnozina funkcii s operaciou skladania
grupu? Je mnozina {f,4;a,b € R,a # 0} s operaciou skladania zobrazeni grupa? Dostaneme
grupu, ak vezmeme len také a,b € R, Ze a = 17 V tjch pripadoch, ked dostaneme grupu, je
tato grupa komutativna?

Uloha 3.2.5. Nech G = {z € C: |z| = 1}. Je G s operaciou - (ndsobenie komplexnych &isel)
grupa? Ozna¢me C,, = {z € C: 2" = 1}. Je (C,, ) grupa?

Uloha 3.2.6*. Budeme uvaZovat o nasledujtcich operaciach s mnozinami:

AUB = {x;x € AV z € B} (zjednotenie)

ANB={x;x € ANz € B} (prienik)

A\ B ={x;x € ANz ¢ B} (rozdiel)

A+ B ={z;2 € Ao z € B} (symetrickd diferencia - ekvivalentne ju moézeme definovat ako
A+B=(A\B)U(B\A4))

Ak X je lubovolnd mnozina, P(X) ozna¢ime mnozinu vSetkych jej podmnozin. Potom U, N,
\, + st binarne operacie na P(X). Je P(X) s niektorou z tychto operacii grupa?

Uloha 3.2.7. Oznacme:

My ={f:7Z — Z; f je bijekcia}

My = {f € My; f(n) = n pre vetky celé ¢isla n az na koneény pocet}

Ms = {f € My; f(n) = n len pre koneény pocet n}.

Ktoré z mnozin M7, Ms, M3 tvoria grupu spolu s operaciou skladania zobrazeni?

Uloha 3.2.8. Nech G je mnozina vietkych zobrazeni f: R — R. Na tejto mnozine definujeme
operaciu & tak, ze (f @ g)(z) = f(x) 4+ g(z). Je G s touto operaciou grupa? Ak definujeme
(f o g)(x) = f(z) - g(x), bude (G,®) grupa? Ktoré funkcie treba vynechat, aby sme dostali
grupu?

Uloha 3.2.9. Nech M # () je mnozina a (G,o) je grupa. Nech H je mnozina vsetkych
zobrazeni f: M — G. Definujme na H bindrnu operéciu x tak, ze (f * g)(x) = f(z) o g(x).
Je (H,*) grupa?

Uloha 3.2.10. Na mnozine R" (teda na mnozine vsetkych usporiadanych n-tic realnych
¢isel) definujeme bindrnu operaciu + ako (z1,...,2n) + (Y1, -y Yn) = (X1 4+ Y1, -« -, T + Yn)-
Je R™ s touto operaciou grupa? (Pouzili sme symbol + v dvoch réznych vyznamoch — raz
ako operaciu na R™, ktord definujeme, a raz ako dobre zname scitovanie na mnozine R.
Keby sme chceli byt doésledni, zaviedli by sme novy symbol pre operdciu na R", napriklad
(1, Tn)®(WY1, - -y Yn) = (x14+Y1, - - -, Zn+Yn ). K tomuto problému — pouzivanie rovnakého
symbolu v roznych vyznamoch — sa este vratime.)

Uloha 3.2.11. Ak (G,0) je grupa a a € G je nejaky jej prvok, tak zobrazenie f,: G — G
definované ako f,(b) = a o b je bijekcia.
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Uloha 3.2.12. Nech (G, o) je grupa. Dokazte, Ze zobrazenie f: G — G definované ako
f(a) = a~?! je bijekcia.

Uloha 3.2.13*. Nech G je Iubovolnd mnozina a o je asociativna binarna operacia na G.
Potom G je grupa prave vtedy, ked pre Tubovolné a,b € G maju rovnice

aox=1>

yoa=>»b

riesenie v G (inymi slovami, pre Tubovolné a,b € G existuja x,y € G, ktoré spliaju tieto dve
rovnosti.)

Uloha 3.2.14*. Nech G je koneénd mnoZina a o je binarna operacia na G taka, Ze plati
asociativny zakon a zakony o krateni. Dokazte, ze G je grupa.

Uloha 3.2.15*. Dokéazte, Ze v koneé¢nej grupe, ktora ma parny pocet prvkov, existuje prvok
rézny od neutrdlneho prvku taky, ze a o a = e.

Uloha 3.2.16. Nech (G,*) je grupa a a € G. Potom pre Iubovolné n € N definujeme
matematickou indukciou prvok a™ nasledovne:
a®=e
a™tl =a" xa.
(Je to presne to, ¢o by sme intuitivne chapali pod zépisom g *a*...xa.)
n-krat

Tato definiciu moézeme rozsirit aj na zaporné éisla tak, Ze pre n € N polozime a™" =
(a=1)™. Tym je a™ definované pre lubovolné a € G a n € Z. (Vsimnite si, Ze to koresponduje
s oznac¢enim a1, ktoré pouzivame pre inverzny prvok.)

Dokazte, ze pre lubovolné a,b € G a m,n € Z plati:
a) am—i—n = a™ % CL",
b) (am)n — amn’
c)ak axb=0bxa, tak a” xb" = (a * b)",

Uloha 3.2.17. Nech kone¢nd mnozina G = {e,ay,...,a,} tvori s operaciou * komutativnu

grupu a e je jej neutralny prvok. Dokazte, ze (aj * ag * - - - * a,)? = e.

Uloha 3.2.18. Nech * je binarna operacia na mnozine A, taka, ze pre kazdé a,b, c € A plati
ax(bxc) = (ax*c)*bax mé neutrdlny prvok. Dokézte, Ze operacia * je komutativna a
asociativna.

Uloha 3.2.19. Nech (G, o) je grupa. Dokazte, ze ak x o v = z, tak = = e.

Uloha 3.2.20. Zistite, ¢ (RT x R,0), kde pre kazdé (a,b), (c,d) € RT x R (a,b)0(c,d) =
(2ac, b+ d) je grupa.

Uloha 3.2.21. Ak pre kazdy prvok x grupy (G, o) plati z o z = e, tak tato grupa je komu-
tativna.

3.3 Polia

V tejto podkapitole zadefinujeme polia. Zakladnymi prikladmi poli st redlne ¢isla, racionéalne

.....

znama.
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Vyhoda toho, ze sa budeme mnohé uzitocné vlastnosti tychto znamych ¢iselnych oborov
dokazat niekolkych jednoduchych zdkladnych axiém spoéiva v tom, Ze aj pre iné ¢iselné
mnoziny, ktoré spliiaji axiémy z definicie pola, budeme méct automaticky pouzif vietky
vysledky, ktoré si dokdzeme o poliach vo vSeobecnosti.

Definicia 3.3.1. Nech F' je mnoZina, + a - s binarne operacie na F'. Hovorime, Ze trojica
(F,+.-) je pole, ak

(i) (F,+) je komutativna grupa, jej neutralny prvok budeme oznacovat 0;

(ii) (F ~{0},-) je komutativna grupa, jej neutralny prvok budeme oznacovat 1;

(iii) pre Iubovolné a, b, c € F plati

a(b+ c¢) = ab+ ac,
(a +b)e = ac+ be.

(Tato vlastnost nazyvame distributivnost.)

Pre inverzny prvok v grupe (F,+) budeme pouzivat oznadenie —a, t.j. pre tato grupu
pouzivame aditivny zapis. Prvok —a nazyvame opacny prvok k prvku a.

Pre grupu (F~.{0}, -) budeme pouzivat multiplikativny zapis, teda inverzny prvok k prvku
a # 0 pola F vzhladom na operéciu - budeme znaéit a~!. Ak pouZijeme termin inverzny prvok
v stvislosti s polom a nespecifikujeme binarnu operéciu, mysli sa tym prave prvok a~!.

Namiesto b + (—c¢) budeme pouZivat struénejsi zapis b — c.

O operaciach + a - v poli F' budeme niekedy hovorit ako o s¢itovani a ndsobeni (stcte a
sucine), presne tak ako je to v najzakladnejsich prikladoch poli.

Aby bolo jasné, ktord operacia sa vykona najskor, mali by sme pouzivat zapis ako napri-
klad (a.b) + (c.d). Budeme pouzivat rovnaka konvenciu, akd je zauzivana pre redlne ¢éisla —
operacia - mé vyssiu prioritu ako operacia +, teda predchadzajuci zapis mozeme strucnejsie
zapisat ako ab + cd.

Priklad 3.3.2. (Q,+,), (R,+,-) a (C,+,-) st polia. Vlastnosti (i) a (i) sme overili v ¢asti
o grupéch (resp. v cviceniach za 1iou), zo strednej skoly vieme, Ze pre tieto ¢iselné obory plati
aj distributivnost.

Pole by sme mohli ekvivalentne definovat aj nasledujicim spoésobom. (VSimnite si, Ze
pojem grupy ndm umoznil tito definiciu zapisat ovela strucénejsie.)

Definicia 3.3.3. Pole je mnozina F, na ktorej st definované 2 binarne operécie + a - spliia-
jace:

(i) pre v8etky a,b,c € F plati a+ (b+¢) = (a+b) + ¢,
(ii) pre vSetky a,b € F plati a+b =0+ a,
(iii) existuje prvok 0 € F taky, 7e pre kazdé a € F sa a4+ 0 = q,
(v

(vi) pre vsetky a,b € F plati a.b = b.a,

)
)
)
(iv) ku kazdému a € F existuje b € F tak, ze a + b =0,
) pre vSetky a,b,c € F plati a.(b.c) = (a.b).c,

)

)

(vii) existuje prvok 1 € F taky, ze 1 # 0 a pre kazdé a € F sa a.1 = a,
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(viii) ku kazdému a € F, a # 0 existuje b € F tak, Ze a.b =1,
(ix) pre vsetky a,b,c € F sa a.(b+¢) =a.b+a.c.

Overenie ekvivalentnosti tychto 2 definicii ponechdvame ako cvi€enie (tiloha[3.3.1)). Mozno
vam pri tom pomozu niektoré zo zékladnych vlastnosti pola, ktoré odvodime v nasledujiicom
tvrdeni. (My budeme pouzivat definiciu Samozrejme, akondhle viete dokazat ekviva-
lentnost oboch definicii, mézete pouzivat ktortukolvek z nich.)

Tvrdenie 3.3.4. Nech (F,+,-) je pole. Potom pre a,b,c € F plat{

(vii) aa=a=a=0Va=1.
Dékaz. (i) Rovnost
04+0=0

vynésobime zlava prvkom a. Po pouziti distributivneho zdkona dostaneme

a.0 =a.(04+0) =a.0 +a.0
a.0=20

(V poslednej tiprave sme vyuzili zdkon o krateni — mozeme ho pouzit vdaka tomu, ze (F,+)
je grupa.)

Rovnost 0.a = 0 sa ukdZze takmer rovnako. (Prvkom a budeme nasobit sprava.)

Ak a aj b st rozne od nuly, tak tvrdenie vyplyva z komutativnosti grupy (F ~ {0},).
Pripad, Ze niektoré z nich je nulové, je vyrieseny v ({i).

Pouzitim distributivnosti a definicie opa¢ného prvku dostaneme

b+ (—a)b = (a+(—a))b=0b20
Teda (—a).b je skuto¢ne opa¢ny prvok k a.b, ¢ize naozaj plati

(—a).b = —(a.b).
Dvojnasobnym pouzitim rovnosti dostaneme
(—a).(-b) = —a.(-b) = —(—a.b) = a.b.

(V poslednej rovnosti sme pouzili fakt, ze —(—a) = a, ¢o je vlastne tvrdenie (a=1)~1 =

z vety prepisané do aditivneho zépisu.)
Fakt, Ze - je bindrna operacia na mnozine F' \ {0} (ktory je v definicii ukryty
v tom, ze (F' ~\ {0},-) je grupa) vlastne hovori, ze

a

a#0ANb#0=ab#0.
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7 tejto implikacie dostane tvrdenie ako obmenent implikéciu.
Z rovnosti ab = ac dostaneme

a(b—c)=ab—ac=0.

Pretoze a # 0, z vyplyvab—c=0ab=c.
Rovnost a.a = a mézeme upravit na tvar

a.a—al=0
ala—1)=0

Na zaklade potom dostaneme a = 0 alebo a = 1. O

Zistit, Ze racionalne, realne a komplexné é&isla spliiaju vlastnosti pola bolo pomerne jed-
noduché. Dalsim zékladngm prikladom pola bude pre nas pole (Z,, ®, ®), kde p je prvoéislo.
Teraz sa preto budeme venovat definicii operécii @ a ® na mnozZine Z,, a dokdZeme, Ze ak n
je prvocislo, tak to je skutoc¢ne pole.

Definicia 3.3.5. Nech n € N, n > 2. Mnozinu Z,, definujeme ako Z, := {0,1,...,n — 1}.
(Teda mnozina Z,, obsahuje vSetky mozné zvysky po deleni éislom n.)
Na mnozine Z,, zavedieme operacie & a ® predpisom

a®b=(a+b) modn,
a®b=(ab) mod n,

kde operdcia mod oznacuje zvySok po deleni ¢islom n (pozri dodatok .

Delenie so zvyskom poznéte zo strednej $koly, na pripomenutie si uvedme zopér prikladov.

Priklad 3.3.6. V tomto priklade budeme poéitat v Z;.

2064=6

3@ 6 =2, pretoze 3+ 6 =9 a zvySok 9 po deleni 7 je 2 (9 = 1.7+ 2).

203=6

204=1,lebo 24 =8a8=1.7+1 (Tym sme vlastne zistili, Ze 4 je inverzny prvok k 2
v poli Zz; ¢ize 271 =4 a471 =2))

36 =4, pretoze 3.6 =18 a 18 = 2.7+ 4

Poktisme sa vyréatat aj nejaky zlozitejsi vyraz ako napriklad
304®2) D50 (BdB6)=3060502=403=0.

Vsimnime si, Ze ten isty vysledok by sme dostali, keby sme najprv pouzili obvyklé scito-
vanie aj nasobenie a az na zaver urobili zvySok modulo 7.
3.(4+2)+5.(34+6)=36+59=18+45=63=9.7+0
Nie je to ndhoda — takto to funguje vzdy. Viac sa o tom mozete docitat v dodatku [A]

Ak budete maf na paméiti tato zédkonitost, moze vam to niekedy pomoct pri vypoctoch
operacii v Z,,. VyuZijeme ju aj v nasledujicom dokaze (povinnom pre tych, ktori si triafaji na
A-cko; jediné nérocnejsia Cast je tam dokaz existencie inverzného prvku — overenie ostatnych
podmienok by mal zvladnut kazdy).

Budeme potrebovat pripomentt aj pojem prvodisla, ktory poznate zo strednej skoly.

Definicia 3.3.7. Cislo n € N, n > 1, nazfvame zloZenym c¢islom, ak n = m.k pre nejaké
m,k € N také, ze 1 <m, k < n.

Ak n € N, n > 1, nie je zloZené, tak ho nazyvame prvocislo.

Cislo 1 nepovazujeme ani za prvocislo ani za zloZené é&islo.
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Inymi slovami, ¢islo n je prvodislo, ak nie je delitelné Ziadnymi inymi prirodzenymi ¢islami
okrem 1 a n. Napriklad 9 je zlozené ¢islo, lebo 9 je ndsobkom 3, ale 7 je prvocislo (&islo 7 nie
je delitelné nijakym mensim ¢islom okrem 1).

Veta 3.3.8. Ak p je prvocislo, tak (Zy,,®,®) je pole.
Doékaz. Overime podmienky (illiifiii) z definicie
(Zy,®) je komutativna grupa

Lahko vidno, Ze @ je bindrna operacia na mnozine Z,,.
Asociativnost: Pre lubovolné a, b, c € Z, plati
(a+b)+c=a+(b+¢)
((a+b)+¢) modp=(a+(b+c)) modp
(((a+b) modp)+c¢) modp=(a+((b+¢) modp)) modp
(a®b)@c=ad (bdc)
(Pri poslednej tprave sme vyuZili, Ze nezalezi na tom, Ze zvySok po deleni ¢islom p urobime

po kazdej operécii, alebo najprv urobime obvyklé séitovanie/nasobenie a az z takto ziskaného
vysledku urobime zvySok po deleni &islom p.)

Komutativnost:
a+b=b+a
(a+b) modp=(b+a) modp
adb=bDa
Neutrdalny prvok je 0.
a+0=a
(a+0) modp=a modp=a
a®0=a

Inverzng prvok k a je (—a) mod p, ¢ize zvySok ¢isla —a po deleni p. Skutoéne
a®(—a) modp=(a+((—a) modp)) modp=(a+(—a)) modp=0 modp=0.

Vsimnite si, ze sme zatial nikde nevyuzili predpoklad, Ze p je prvoéislo. Tato prva cast
tvrdenia teda plati aj pre zloZené ¢isla. Spominany predpoklad vSak budeme potrebovat
v nasledujucej casti dékazu.

(Z, ~ {0}, ®) je komutativna grupa

Pri dokaze asociativnosti, komutativnosti a existencie neutralneho prvku budeme postu-
povat takmer rovnako ako v predchadzajtcej ¢asti. V tomto pripade vSak budeme musiet dat
pozor aj na to, ¢i ® je skuto¢ne binarna operacia na mnozine Z, ~ {0}.

Bindrna operdcia: Chceme ukézat, ze ak a,b € Z, \ {0}, tak a ® b # 0. Ak by platilo
a®b=(a.b) mod p =0, znamena to, %e p | a.b (zvySok ¢isla a.b po deleni p je 0). Kedze p
je prvocislo, tak musi platit p | a alebo p | b. Lenze v mnozine Z, \ {0} = {1,2,...,p — 1}
nie je ziadny néasobok p.

Asociativnost:

a.(b.c) = (

(a.(b.¢)) mod p = (

(a.(b.c) mod p) mod p = (
a®(boc)=(

b
b).c) mod p
b mod p).c) modp

(a.
(a
a®b)oOc



Komutativnost:

a.b=b.a
(a.b) mod p=(b.a) mod p
a®b=b0oa
Neutrdlny prvok je 1:
al=a

(a.1) modp=a modp=a
a®l=a

Ezistencia inverzného prvku. V tejto Casti dokazu konecne vstipi do hry fakt, ze p je
prvocislo.

Nech a # 0. Chceme vediet, ¢i existuje b € Z,, také, ze a © b = 1. Najprv si vSimnime, Ze
pre k,l € Z, plati implikécia

a®k=a0l = k=1

(inak povedané, mozeme krétit nenulovym ¢islom.)

Ak (a.k) mod p = (a.l) mod p, ¢ize ak aj al dévaja rovnaky zvySok po deleni p, tak
plati p | a.(k — 1). Pretoze p je prvoéislo, nemé vlastnych delitelov, a teda musi delit bud a
alebo k—1. Pritom a # 0 a iné nasobky ¢isla p v Z,, uz nie si. Teda p | k—1. Pretoze k,l € Z,,
ich rozdiel je z mnoZiny {—(p — 1),—(p — 2),...,0,1,...,p — 2,p — 1}. V tejto mnozine je
jedinym nasobkom ¢isla p opéf nula, preto kK —1=0a k = 1.

Implikicia, ktort sme prave dokézali, ale znamené, ze a © k, kde k € Z,, nadobuda
p roznych hodnot. (NemoZze nadobudnitf rovnaka hodnotu pre dve rozne ¢isla k # k'.) Pre
vhodné ¢islo k € Z,, sa teda objavi kazda hodnota zo Z,, Specidlne aj 1, ¢o sme chceli dokazat.

Distributivnost:

a.(b+c¢) = ab+ ac,
(a.(b+¢)) mod p=(ab+ ac) mod p,
a®bdc)=a®bdade.

O

Vsimnite si, Zze sme v najdolezitejSej casti dokazu najprv dokazali zadkon o krateni a z neho
sme odvodili existenciu inverzného prvku. Tento postup suvisi s postupom, ktory sa dé pouzit
v tlohe [3.2.14] *.

Tiez si mézeme vSimnut, Ze dokaz je len existenény — ukédzali sme existenciu inverznych
prvkov, ale v dokaze sme neuviedli nijaky algoritmus, ako ich hladatf. Zatial teda budeme
postupovat tak, ze jednoducho vyskasame vSetky moznosti (priklad , ¢o nie je az také
hrozné, ked mé pole, ktoré skimame, mélo prvkov. Ind moznost, ako hladat inverzny prvok,
by bolo pouzitie malej Fermatovej vety (priklad. Neskor, v ramci predmetu algebra, sa
dozviete o Euklidovom algoritme na hladanie najvii¢sieho spolo¢ného delitela. Ten sa takisto
d4 pouzit na tento ucel.

Ak n je zlozené, (Z,,®,®) nie je pole.

Pozrime sa najprv na Z, s nadsobenim modulo 4.

Priklad 3.3.9. (Z4,®,®) nie je pole.
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w N = oG
o o o olo
W N = O
N O N O
=N W oW

Z tabulky si méZeme v§imnut, Zze neplati viacero vlastnosti pola:
e ku prvku 2 neexistuje inverzny prvok vzhladom na operaciu ©;

e plati 201 =203, teda v Z4 \ {0} neplati zadkon o krateni, ¢ize (Z4 \ {0},®) nie je
grupa;

e rovnost 2® 2 = 0 ukazuje, Ze v Z4 neplati tvrdenie [3.3.4)(vi).

Préve posledna zo spomenutych vlastnosti sa d4 pomerne jednoducho zovSeobecnit na
lubovolné zlozené éislo.

Priklad 3.3.10. Ak n je zlozené &islo, tak (Z,,®,®) nie je pole.

Ak n je zloZené, znamend to, ze n = m.k pre nejaké celé ¢isla m,k s vlastnostou 1 <
m, k < n. Specidlne to znamend, e m,k € Z, ~ {0}. Ak na obe strany rovnosti n = m.k
pouzijeme operaciu zvysok po deleni n, dostaneme

0=mok,

pricom m # 0 a k # 0. Teda aj v tomto pripade sme zistili, Ze neplati tvrdenie |3.3.4{vi) a
(Zy,, ®,®) nemoze byt pole.

Oznadenie @ a ® koreSponduje s nasou dohodou, Ze v poli budeme pouzivat aditivny zapis
pre operaciu + a pre operdciu - multiplikativny zépis. (Jediny rozdiel je, ze kvoli odligeniu
tychto operacii ich ddvame do krazku.) V stilade s touto dohodou budeme oznacovat inverzny
prvok k prvku a vzhladom na operaciu @ ako —a a inverzny prvok vzhladom na ® ako a!.

V nasledujiicom priklade sa budeme zaoberaf préve inverznymi prvkami vzhladom na
operacie @ a ® v poli Z,. (Pre jednoduchost si vyberieme p = 7.)

Priklad 3.3.11. Na zaklade dohody o oznadovani opacného prvku v Z; plati —1 = 6,
—2=5,-3=4,-4=3,-5=2,—6=1, —0 = 0. (Teda inverzny prvok k a € Z; je 7 — a.)
V predchadzajicom zapise —1 neznamend celé ¢islo —1 ale opacny prvok k prvku 1 € Z-.

Vyuzivanie opacnych prvkov moze niekedy zjednoduSif vypoéty s opericiami & a ©.

Naprikad v Z7; méame
306=30(-1)=-3=4.
(St¢in 3.(—1) sa vyrata lahsie ako 3.6. Je to len ilustra¢ny priklad — vyraznejsie zjednodusenie
to prinesie az vtedy, ked poc¢itame viacero operacii a vychadzaji tam vicsie ¢isla.) Iny priklad:
(203)0(203)=506=(-2)®(-1) =261 = 2. (Vyuzili sme Tvrdenie [3.3.4fiv). Pretoze
sme uz dokéazali, Ze Z; je pole, mdzeme pri vypoctoch pouzivat cokolvek, ¢o sme dokazali
o poliach vo vSeobecnosti.)

Videli sme, Ze ndjst opaény prvok v Z; je jednoduché. S inverznym prvkom je to o nieco
komplikovanejsie. Zatial jediny sposob, ako to moézeme urobit je vyskuSat vSetky moZnosti.
Sktisme napriklad vypocitat 3= v Z;. Kandidati na inverzny prvok st 1,2,3,4,5,6. Vypodi-
tame:

103=3
203=6
303=2
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403=5
503=1
Na piaty pokus sa ndm podarilo najst prvok, ktory ddva v staéin s trojkou rovny 1. Teda
prave tento prvok je inverzny k 3:
371 =5.
Ak by sme boli o nieo pozornejsi, mohli sme prestat uz po druhom kroku. V fiom sme
totiz dostali:
203=6=-1
z ¢oho vyplyva
1=-(203) =(-2)®3, ¢ize 371 = —2 = 5. (Takto to funguje aj vo vieobecnosti — vzdy
nam staci vyskasat iba prva polovicu moznosti, uréite sa tam vyskytne bud 1 alebo —1.)

Definicia 3.3.12. Ak n je celé ¢islo a a, b st prvky pola F, tak definujeme n X a takto:
0xa=0,

(n+1) X a=n x a+ a (zatial sme to indukciou definovali pre prirodzené &isla),

Ak n > 0 tak definujeme (—n) x a = —(n x a) (tym sme rozsirili definiciu aj na zaporné
¢isla).

Podobne definujeme pre a # 0:

a =1,

a"tl =a".q,

a=" = (a")"! (n>0).

Teda tvrdenie [3.3.4{(vii) by sme mohli zapisaf aj v tvare a> = a = a =1V a = 0.
(Namiesto a.a budeme stru¢nejsie pisat a?, pozri definiciu [3.3.12])
Predchadzajica definicia je prikladom definicie matematickou indukciou (poznamkal2.1.5)).

Menej formalne to moézeme vyjadrit akon xa=a+a+---+aaa”=a-a-----a.
n-krat n-krat

Nulu sme z definicie a™ vynechali preto, Ze by bol problém definovat 0% pre z < 0. Pre
prirodzené ¢isla je vyraz 0" zmysluplny.

Niektoré zakladné vlastnosti tychto dvoch operacii najdete v tlohe m (Viaceré z nich
pouzijeme v nasledujicom priklade.)

Priklad 3.3.13. Vypocitajme a® pre prvky a € Z;.

0°=0
15=1
26 — (23)2 — 12 =1
36 — (32)3 =923 =1
45 = (=3)0=3°=1
50 =(-2°f=20=1
66 =(-1)°¢=15=1
To, Ze pre vietky a # 0 sme dostali a® = 1 nie je ndhoda. Pre fubovolné prvoéislo v poli
Z, plati a?™! = 1 (pre nenulové a € Z,). Toto tvrdenie je zndme ako mald Fermatova

veta, stretnete sa s nim eSte viackrat. Najblizsie v rdmci predmetu elementarna tedria Cisel
(pozri |Cl kapitola 1.5]). Navod na iny dokaz tejto vety (vyuzivajici algebraické idey) najdete
v tlohe [3.3.14] alebo [KGGS| 174/9*].

Z rovnosti aP~! = 1 $pecialne vyplyva, ze v Z, plati a=* = aP~2.
Cvic¢enia

Uloha 3.3.1. Dokazte ekvivalenciu definicie 3.3.1] a[3.3.3]
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Uloha 3.3.2. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria spolu s obvyklym s¢itovanim a nasobenim
pole?

a) F={a+ibja e R,beR,b >0}

b) F={a+ibacQ,beQ}

c) F={a+ibjacZbeclZ}

d) F={a+0bV5a€Q,beQ}

) F = {a—l—fzbae@be(@}

) F = {a+ﬁ,ae@be(@}

g*) F={a+bV5acQbeQ}

)

Uloha 3.3.3. V poli Zs vyratajte 271 @4, (—2)® 4,271 ©3a 403" %L
Uloha 3.3.4. V Zjs vyratajte 22, (2714, 20 4713, (4©271)3, (-1)° 0 (4 ®371)2.

Uloha 3.3.5. Nech m, n st celé é&isla, a, b, by, ...,b, st prvky pola F. V tloh4ch f) az j)
predpokladéame, Ze a # 0. Dokéiteﬂ
a)ymxa+nxa=(m+n)xa
b) mxa+mxb=mx (a+b)
¢)mx(nxa)=(mn)xa
d) a.(n x b) =n x (a.b)

e) (m x a)(n x b) = (mn) x (a.b)
flmx(mxa)t=a!

g) a™.q” = am+n

h) a™.b™ = (a.b)™

j) a?* = (—a)?*

k)nx0=0

)1m =1

Uloha 3.3.6. V Iubovolnom poli F plati:

a+b=a+c=>b=c
(a+b)(c+d) =ac+ ad + be+ bd
—(—a)=a
—0=0
~(a+b) = (~a) + (-b)
(a —b)e=ac—bc
1#0
aa=1a=1Va=-1
a.(by+...4+b,) =abi+...+ab,

Uloha 3.3.7. Na mnozine Rt vietkych kladnych redlnych &isel zadefinujme operacie @ a ®
tak, Ze r Dy =z.y a x ©y = x¥. Ktoré z axiém pola splia (RT,®,®)?

Uloha 3.3.8. Nech F je pole a a € F. Definujeme zobrazenie f,: F — F tak, ze f,(b) = a+b.
Je f, bijekcia? Ak 4no, ako vyzerd zobrazenie f,1? Comu sa rovna f, o f5?
Dalej definujeme g,: F' — F pre a # 0 tak, Ze g,(b) = a.b. Je to bijekcia?

2Podulohy by mali byt usporiadané tak, ze ak v dokaze niektorej z nich potrebujeme nejaké pomocné
tvrdenie, mame ho uz dokazané v niektorej z predchadzajucich casti tejto tlohy. Ak by sa Vam zdalo, ze
poradie nie je spravne, ozvite sa mi. Mézeme sa spolu pozriet na to, ¢i som sa pomylil alebo ¢ je dé6vodom
odlisného poradia to, Ze sa to da dokazovat aj inak.
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Uloha 3.3.9. Nech na mnozine M = {0, 1} st operacie + a - dané tabulkami

+]0 1 -0 1
0fo 1 0f0 0
1|10 1|1 1

Ukézte, ze (M, +) a (M \{0}, -) st komutativne grupy a Ze plati distributivny zakon (a+b)c =
ac + be. Je (M, +, ) pole?

Uloha 3.3.10. Zistite, ¢ (R, +, ), kde + je obvyklé s¢itovanie realnych ¢isel a pre kazdé
a,b € R a*xb= —2ab, je pole.

Uloha 3.3.11. Na R x R definujeme operécie + a - takto:

a) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,b).(c,d) = (ac, bd),

b) (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+d) a (a,b).(c,d) = (ac — bd, ad + be).
Je potom (R x R, +, ) pole?

Uloha 3.3.12*. Pre ktoré prvky a pola Z; ma rieSenie rovnica 2?2 = a? Kolko je takych
prvkov v poli Zigg?

Uloha 3.3.13*. Dokéite, Ze:

a) V Tubovolnom poli plati (a+b)™ = am—i—(’f) xa™ b4 (’;) xa™ 2b2 4. .+ (mnzl)abm_l—l—bm.
(Stcet na pravej strane sa zvykne oznacovat takto: Y., (') x a™ *b*.)

b) V poli Z, plati: (a @ b)? = a” & bP.

Uloha 3.3.14*. Pomocou tlohy [3.3.13|sa dokazte matematickou indukciou vzhladom na a,
ze v Z,, plati rovnost a? = a (pre Iubovolné a € Z,). (Toto je vlastne ind formulacia malej
Fermatovej vety.)
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Kapitola 4

Vektoroveé priestory

4.1 Vektorovy priestor

Na strednej skole ste sa uz stretli s pojmom vektoru. Pracovali ste hlavne s vektormi v rovine
a v trojrozmernom priestore. Tieto vektory budu tvorit Specidlny pripad toho, ¢o budeme
nazjvat vektorovy priestor.

Na&s pristup bude opéit axiomaticky, ¢o ndm umozni pouiivat’ dokézané vysledky okrem

.....

i vdaka tomu, Ze budeme pracovat nad lubovolnym polom.

Definicia 4.1.1. Nech F je pole a V' # ) je mnoZina. Nech + je binarna opericia na V a
kazdej dvojici ¢ € F', @ € V' je priradeny prvok c.d € V, pricom plati pre Tubovolné c,d € F
aa,peV:

i)
(i) c.(@+f) = c.d + ¢,
(iit) (c+d).d = c.d + d.da,
(iv) (c.d).d = c.(d.d),
(v) L.a=a

Potom hovorime, ze V je vektorovy priestor nad polom F'.

Prvky mnoziny V budeme nazyvat vektory a spravidla ich budeme oznacovat gréckymi
pismenami a Sipkou. Pre prvky pola F' budeme niekedy pouzivat termin skaldry.

Vsimnite si, ze hoci pre nasobenie v poli F' aj pre nasobenie vektoru skaldrom pouzivame
rovnaky symbol, z toho, medzi akymi objektami sa tento symbol vyskytuje je jasné, ktoru
z tychto dvoch moznosti mame na mysli. (Dalo by sa povedat, Ze vlastnost z definicie
- 4.1.1 hovori o kompatibilite tychto dvoch operacii.)

Neutrélny prvok komutativnej grupy (V, +) budeme oznacovat 0a nazyvat nulovy vektor.

Inverzny prvok v grupe (V +) budeme oznacovat —& a nazyvame opacny vektor k vektoru
a. Vektor a — 5 =a+ (- B) sa nazyva rozdiel vektorov a a ﬁ

Priklad 4.1.2. Vektory v rovine so s¢itovanim a nésobenim ako ho poznite zo strednej
gkoly, tvoria vektorovy priestor nad polom R (obr. |4.1)).

47



QL
=)

Obr. 4.1: Operacie s vektormi v rovine

Priklad 4.1.3. Nech n € N a V = R", teda V pozostava z usporiadanych n-tic redlnych
¢éisel, kde n je nejaké prirodzené &islo. Potom R”™ je vektorovy priestor nad polom R.
Scitovanie vektorov a nasobenie skalarom definujeme po zlozkéach, ¢im sa mysli

(1,22, ) + (1,925 Yn) = (1 Y1, T2+ Y2, T + Yn)
(teda séitame prislusné stiradnice oboch n-tic)
e(x1, T2, ..., xy) = (cT1,CTa ..., CTy)

(kazdt stradnicu vyndsobime skaldrom c).

Sc¢itovanie a nasobenie pouzité na jednotlivych stradniciach je uz obvyklé séitovanie a
nésobenie realnych éisel (¢, x5 aj yx st redlne ¢éisla). E|

Aby sme ukézali, ze takto skuto¢ne dostaneme vektorovy priestor, treba overit podmienky
z definicie Princip overenia je v podstate rovnaky u vSetkych podmienok z tejto defini-
cie: aby sme overili rovnost dvoch n-tic, sta¢i overit rovnost na lubovolnej stradnici. Ked uz
pracujeme s niektorou konkrétnou stradnicou, dostaneme rovnost v poli R, ktorej platnost
vypljva z toho, ze R spliia definiciu pola.

Vlastnost (i) sme uz overovali v tlohe Pretoze dokazy ostatnych vlastnosti s
skuto¢ne velmi podobné, overme pre ilustriciu len vlastnost 7 definicie vektorového
priestoru. Majme teda fubovolny vektor & = (z1,...,z,) € R" a skalary ¢,d € F. Potom

(c+d)a=((c+d)z1,...,(c+d)zy,) = (cx1 + dx1, ..., cxyp + dx,) = cd + da.

(Rovnost medzi stradnicovymi vyjadreniami plati vdaka tomu, Ze c,d, z; st prvky pola R,
teda rovnost (¢ + d)x; = cx; + dx; vyplyva z distributivneho zdkona.)

V pripade n = 2 dostaneme vektorovy priestor R?, o je vlastne vektorovy priestor z pred-
chadzajiaceho prikladu v pripade, ze vektory v rovine zapiSeme pomocou suradnic.

Priklad 4.1.4. Nech V = {f: R — R}, teda V je mnozina vSetkych zobrazeni z R do R.
Tato mnozinu budeme obvykle oznacovat ako RE.
Pre f,g € V a c € R zadefinujeme séitovanie a nasobenie nasledovne:

(f +9)(z) = f(z) + g(z),
(c.))(x) :=c.f(x),

1Vsimnite si, ze symbol 4+ pouzivame v dvoch vyznamoch: na lavej strane rovnosti oznacuje operaciu na
mnozine R™ a na pravej strane rovnosti operaciu na R. Podobne aj - sa tu vyskytuje v dvoch rozlicnych
vyznamoch. Keby sme chceli byt velmi désledni, mali by sme pre operacie s n-ticami zaviest iné oznacenie.
S podobnou situaciou sme sa uz stretli aj v pripade nasobenia v poli a vo vektorovom priestore nad tymto
polom. Kvéli stru¢nosti a jednoduchosti oznadenia budeme ¢asto pouzivat zapisy takéhoto typu. Treba si na
to zvyknut.
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kde z € R. (Na vysvetlenie: v uvedenych rovnostiach st na lavej strane operacie, ktoré
definujeme. Na pravej strane rovnosti ide uz o obvyklé sc¢itovanie a ndsobenie realnych ¢isel —
vieme, ze f(z), g(x) € R. Tym, ze sme zadefinovali funként hodnotu v kazdom bode z € R, st
zobrazenia f + g,c.f: R — R jednozna¢ne uréené. Symboly + a - tu vystupuju opit v dvoch
roznych vyznamoch — podobne ako v predchadzajacom priklade.)

Inak mozeme predchadzajicu definiciu preformulovat tak, Ze v kazdom bode s¢itame
funkéné hodnoty resp. prenasobime funként hodnotu konstantou.

S tymito operaciami tvori mnozina R¥ vektorovy priestor. Dokaz tohoto faktu je do istej
miery podobny ako pre priestor R™. V tomto pripade pri dokaze vlastnosti vektorového pries-
toru overujeme rovnost funkcii, ¢im sa dostaneme k rovnosti funkcii po dosadeni lubovolného
z € R a ked uz pracujeme s funkénymi hodnotami, st to prvky pola R, ¢ize mdzeme vyuzit

vlastnosti pola (tiloha [4.1.4)).

f+y

3f

Obr. 4.2: Operécie v priestore R®

(V tomto pripade sme nepouzili oznacenie pomocou gréckych pismen, ale oznacenie, kto-
ré obvykle pouzivame pre funkcie. Tento priklad by mal ilustrovat, ze prvkami vektorového
priestoru skuto¢ne mozu byt najrozliénejsie objekty.)

Poznamka 4.1.5. Podobnym spdsobom ako pre redlne ¢isla by sme mohli definovat pre
vektorové priestory F™ a F¥ nad Iubovolnym polom F. Overenie, Ze st to naozaj vektorové
priestory by bolo takmer rovnaké ako v pripade F' = R. (VSimnite si, Ze sme nepouzili ziadnu
vlastnost, ktora by bola Specifickd pre R a neplatila v lubovolnom poli.) S priestorom F™ sa
eSte stretneme neskor.

Podobne ako v pripade poli budi nasledovat niektoré zakladné vlastnosti, ktoré sa daji
lahko odvodit priamo z definicie vektorového priestoru.

49



Veta 4.1.6. Nech V je vektorovy priestor nad polom F, c€e F ad € V.
0

Dokaz. (ED Ked rovnost 0 = 0 + 0 vynésobime vektorom &, dostaneme

0.6 = (0+0)a 2 o0a+0a

(Vyuzili sme aj vlastnost z definicie vektorového priestoru.) Zo zakona o krateni (v grupe
(V,+)) dostaneme 0.@ = 0.

@ Budeme postupovat velmi podobne, tentokrat skaldrom ¢ € F vynasobime rovnost
0=0+0a pouZijeme vlastnost 1' z definicie vektorového priestoru. Dostaneme

cG=c0+0) Q cited,

z ¢oho vyplyva (opit na zaklade zdkona o krateni v grupe (V, +)), Ze ¢.0 = 0.
H Nech c.&@ = 0 a ¢ # 0. Potom existuje k prvku c inverzny prvok ¢~!. Vynisobenim
uvedenej rovnosti prvkom ¢! zlava dostaneme

Pre prava stranu mame

podla prvej casti tejto vety. Dostali sme teda rovnost & = 0.
@ Jednoduchou tpravou dostaneme

Cvicenia

Uloha 4.1.1. Nech @ = (1,3,6), 3 = (2,1,5), ¥ = (4, —3,3). Vypoditajte 7@ — 35 — 27,
2@ — 33 + 7 vo vektorovom priestore R3. [(-7,24,21), (0,0,0)]

Uloha 4.1.2. Ukézte, Ze I je vektorovy priestor nad F.

Uloha 4.1.3. Nech V je mnoZina vSetkych postupnosti realnych ¢isel. Pre postupnosti a =
(an)22q a b = (b,)22, definujeme a + b = (an + b,)02 a c.a = (c.an)5%;. Overte, ze V' s
tymito operaciami tvori vektorovy priestor nad polom R.
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Uloha 4.1.4. Nech M je neprazdna mnozina, F' je pole. Potom mnozina vietkych zobrazeni
f: M — F so sCitovanim a nasobenim definovanym po bodoch (pozri priklad tvori
vektorovy priestor nad polom F. (Ak sa Vam zda tato tloha prili§ zlozit4, rieste ju iba pre
F=M=R)

Skuste si tiez uvedomit, Ze tymto sposobom sme st¢asne overili, Ze priestory F™ (priklad
a poznamka , FF (priklad a poznamka a postupnosti prvkov z F
(tloha tvoria vektorové priestory. (Postupnosti moézeme chapat ako zobrazenia z N do
F. Usporiadané n-tice mdézeme chépat ako zobrazenia z {1,2,...,n} do F.)

Uloha 4.1.5. Nech F je fubovolné pole a nech @ je Iubovolny prvok. Nech V = {ad}. Na
V zavedieme opericiu séitovania ako & + & = & a ndsobenie skaldrom c.d = & (pre kazdé
¢ € F). Dokéazte, ze V je vektorovy priestor nad polom F'.

Uloha 4.1.6. Overte, 7e Zy x Zs so s¢itovanim a nasobenim skaldrom definovanym po
zlozkach tvori vektorovy priestor nad polom Zs.

Uloha 4.1.7. Nech F je pole, V. = F". Definujeme (z1,...,2,) + (Y1,---,yn) = (21 +
Yy ooy Tn + Yn)s (X1, 2n) = (CT1, ..., CTy) P C, L1, .oy Ty Y1, -+, Yn € F. Potom V je
vektorovy priestor nad polom F.

Uloha 4.1.8. Kolko prvkov mé vektorovy priestor (Z3)"? Comu sa v tomto priestore rovna
a+a+ar

Uloha 4.1.9. Overte, Ze vietky zobrazenia f: (0,1) — R so s¢itovanim a nasobenim skala-
rom definovanym po bodoch tvoria vektorovy priestor nad polom R.

Uloha 4.1.10. Overte, Ze R je vektorovy priestor nad Q, C je vektorovy priestor nad R, C
je vektorovy priestor nad Q. Je C vektorovy priestor nad Z7

Uloha 4.1.11. Nech V je vektorovy priestor nad polom F, ¢,c1...c, € F, &,dy,...,d, € V.
Dokazte, ze potom plati ¢(@ +...d8,) = cd1 + ...+ clp, (1 +...+cx)d =c1a+ ...+ cd.
Comu sa rovnd (c1 + ...+ cx) (@1 + ... 0,)?7

Uloha 4.1.12. Dokazte, ze vo vektorovom priestore V' nad polom F pre kazdé &, 5 eV,

¢ € F plati: .

a) c(d—f) =cd—cB

b) ¢(—d@) = —ca

¢) (c—d)d =cd—da

d) (fc)(fo_i)ﬂ: ca -

&) 7 (@+8) =@ F)+7
f) —(@+p) = (=a) + (=p)

Uloha 4.1.13. Pre celé &islo n a vektor @ definujeme n x @ podobnym spdésobom, ako sme
definovali n x a pre prvok a nejakého pola F. Dokézte, Ze potom plati n x (c.@) = c.(n x &).

Uloha 4.1.14. Zistite, & R x R s operaciami + a - definovanymi tak, Ze (a,b) + (c,d) =
(a + ¢, b+ d) pre lubovolné (a,b),(c,d) € R x R a r.(a,b) = (ra,2rb) pre lubovolné r € R, je
vektorovy priestor nad R.

4.2 Podpriestory

Definicia 4.2.1. Ak V je vektorovy priestor nad polom F, S # () a S C V, tak S nazveme
podpriestorom (alebo tiez vektorovym podpriestorom) priestoru V, ak
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(i) pre Iubovolné &, Bes plati & + 5 es,
(i) pre Iubovolné & € S a c € F plati c.d € S.

Inymi slovami, podpriestor vektorového priestoru V' je takd podmnozina S, ktora je uzav-
retd vzhladom sc¢itovanie aj vzhladom na ndsobenie skaldrom.

Poznamka 4.2.2. Vsimnime si, ze kazdy podpriestor S priestoru V' musi obsahovat nulovy
vektor 0. Vyplyva to z toho, ze S # (), teda obsahuje aspon jeden vektor @. Z uzavretosti na
nasobenie skaldrom vyplyva, ze musi obsahovat aj vektor 0 = 0.4.

Priklad 4.2.3. Priamku v rovine, ktora prechadza pociatkom stradnicovej ststavy, mézeme
chapaf ako mnozinu vektorov (obrazok [4.3]). Tato mnoZina tvori jej vektorovy podpriestor.

A

Obr. 4.3: Priamka v rovine ako priklad vektorového podpriestoru

Priklad 4.2.4. Nech V =R3 a
S ={(z,y,2) e R*x+y+2 =0}
Potom S je podpriestor priestoru V. Overime podmienky z definicie podpriestoru.
Ak d = (z,y,2) € Sapf=(2,y, 2), znamena to, ze
r+y+z=0,
Z+y +2=0.
Sc¢itanim tychto 2 rovnic dostaneme

(z+a)+y+y)+(z+2) =0,

preto aj vektor a+f8 = (z+2',y+vy', z+2') splia podmienku, pomocou ktorej sme definovali
podmnozinu S.
Ak z + y + z = 0, tak prendsobenim konstantou ¢ dostaneme

cx+cy+cz=0,
teda c.d = (cx, cy,cz) € S.

Priklad 4.2.5. Ak V je Iubovolny vektorovy priestor, tak S = {6} je podpriestor priestoru
V.

Skutoc¢ne, jediny mozny stdet, ktory moézeme dostat z prvkov Sje0+0 = 0, a tato
mnozina je uzavretd aj vzhladom na nésobenie skaldrom, c. 0=0.

Lahko sa da overit aj to, ze V je podpriestor V, t.j. kazdy vektorovy priestor je podpries-
torom samého seba.
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Poznamka 4.2.6. Ak S je podpriestor vektorového priestoru V nad polom F, tak aj S
je vektorovy priestor nad F (s operaciami rovnako definovanymi ako v priestore V, inak
povedané, ,zdedenymi“ z V).

To nam déava dalSiu moznost, ako overit, Ze nejakd mnozina je vektorovy priestor nad
F. V pripade, Ze ide o podmnozinu nejakého iného vektorového priestoru (pre ktory sme uz
overili vSetky vlastnosti), sta¢i ndm len overit podmienky z definicie podpriestoru.

Pri vysvetleni, preco to plati, si mdzeme uvedomit aj o nieco vSeobecnejsie pravidla, ktoré
funguju pri overovani axiém nejakého tvaru. Chceme overit, ¢i S je vektorovy priestor — pri
tom méame overit viacero vlastnosti.

Ako prvé vlastnosti mame podmienky, Ze + je bindrna operdcia na S a nédsobenie mé
prvku ¢ € F a vektoru & € S priradif opéaf prvok z S. To zabezpecia podmienky ,
z definicie vektorového podpriestoru.

Dalsou podmienkou je, Ze (V, +) je komutativna grupa. PoZiadavku asociativnosti moézeme
zapisat v tvare . . B

(Va, 8,7 € S)(d + B) +7 =d+ (B+7).

Teda je to vyrok, ktory hovori, Ze pre vSetky prvky z S mé platit nejakd rovnost. Pretoze

ale uz vieme, Ze tato vlastnost plati pre lubovolné prvky z vi¢sej mnoziny V, tym skor musi
platit pre lubovolné prvky z jej podmnoziny S.

Analogicky argument samozrejme funguje aj pre kazda vlastnost, ktort mozeme zapisat
len pomocou vSeobecného kvantifikdtora a nejakej rovnosti. Vdaka tomu pre S nemusime
overovat ani vlastnosti (filliiilfivijv)) z definicie vektorového priestoru (definicia a komu-
tativnost operéacie +.

Ked overujeme existenciu neutralneho a inverzného prvku v (S,+), sme v trochu inej
situécii. Existenciu neutralneho prvku mozeme zapisat v tvare

(FgeS) (VaesS)e+d=a,

tentokrat v nasej podmienke vystupuje okrem vseobecného kvantifikatora aj existencény kvan-
tifikadtor. Z poznamky vieme, Ze 0 patri do S. Vieme, Ze 0 je neutralny prvok vo (V,+).
Teda splia podmienku

(Va@e S)0+d=a.

O podmienkach takéhoto tvaru sme sa pred chvilou uz presved¢ili, Ze sa dedia na podmnoziny.
Stcasne vieme, Zze 0 € S. Preto 0 je neutrdlny prvok aj v (S, +).
Existenciu inverzného prvku mozeme zapisat podmienkou

(V@ e S) (3 e S)a+ =0,

ktora hovori, Ze ku kazdému vektoru & ma existovaf inverzny prvok na s¢itovanie. Vieme vsak,
7e & mé inverzny prvok —a vo (V, +). Podobnym spdsobom, akym sme dokézali jednoznacnost
neutralneho prvku v tvrdeni by sme vedeli dokézat, Ze aj inverzny prvok v S musi
byt ten isty, ako inverzny prvok vo V. Teda jediné, o potrebujeme zistit, je ¢i aj vektor —a&
patri do S. To v8ak vyplyva z toho, ze —&@ = (—1).d, teda podla podmienky (i) patri do S.

Tvrdenie 4.2.7 (Kritérium vektorového podpriestoru). Nech V' je vektorovy priestor nad
polom F a S CV, S # (. Potom S je podpriestor V prdve vtedy, ked pre lubovolné ¢,d € F
a a, B eV plati

afes =  ca+dfes. (4.1)

Dokaz. Ako sme uz niekolkokrat spomenuli, ekvivalenciu 2 vyrokov mozeme dokézat tak, Ze
dokazeme implikicie oboma smermi.
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To, ze S je neprazdna, overovat nemusime, pretoze tdto podmienka sa vyskytuje v oboch
pripadoch.
- [=]Ak @, ﬁ € S, tak podla (i) plati c.ad € S a d. ﬁ € S. Z toho na zaklade 1'} dostaneme

ca + d,B eSs.
Ak mnozina S spliia podmienku 1} tak dosadenim ¢ = d = 1 dostaneme, ze S
spiha (). Ak zvolime d = 0, dostaneme podmienku . O

Dalsia vlastnost, ktora bude pre nas uzitoéna, je fakt, ze prienik dvoch podpriestorov
vektorového priestoru je opét podpriestor.

Veta 4.2.8. Ak S a T su podpriestory vektorového priestoru V, tak aj SNT je podpriestor
V.

Dékaz. Pretoze 0 € S aj0e T, plati§ €SNT,cize SNT #0.
Overime podmienku 1D Ak &, € SNT, tak plati ca + dB € S (lebo S je podpriestor
V') a stiéasne c@ + df € T (lebo T je podpriestor V). To znamend, ze c +df € SNT. O

Tvrdenia takéhoto typu sa jednoduchym spésobom daju rozsirit z dvoch objektov na
lubovolny koneény pocet. (Pokuste sa to overit podrobue.)

Dosledok 4.2.9. Nechn € N. Ak S1,Ss,..., S, su podpriestory priestoru V., tak aj (), S;
je podpriestor priestoru V.

Velmi podobnym spésobom, ako sme dokazali vetu|4.2.8] sa d4 overit, Ze podobné tvrdenie
plati aj pre nekone¢ne vela podpriestorov.

Veta 4.2.10. Nech I je lubovolnd mnozina a S; je podpriestor priestoru V pre kazdé i € I.
Potom aj (;c; Si je podpriestor priestoru V.

Dékaz”. Oznac¢me S = N;cs Si- Staci si uvedomit, ze vektor ¥ € S préve vtedy, ked pre
vsetky i € I plati ¥ € S;. Na zéklade toho dostaneme

afesS = (VieDafes = (Vieleci+dBeS; = ca+dies.
Podla tvrdenia m je teda S vektorovy podpriestor priestoru V. O

Cvicenia
Uloha 4.2.1. Podrobne dokéizte dosledok m

Uloha 4.2.2. Dokézte, Ze mnozina vSetkych funkcii f: R — R, ktoré st tvaru a + bcosx +
csinz pre nejaké a, b, ¢ € R tvoria vektorovy podpriestor priestoru vsetkych realnych funkcii
RE.

Uloha 4.2.3. Ktoré z tychto mnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru R3?
)M {(371,1‘2,.733)€R3 xr1 GZ}

{(:El,xg,wg) € R3; X1 = 0}
(

b) M
c) M ={(z1,22,23) € R?’;xl =0Vay =0}
d) M = {(thg, 3) S R3;3$1 +4(E2 = ].}
e) M = {(3?1,1}2, 3) S R3;7$C1 — Ty = 0}
f) M = {(.’L‘l,l‘g, 3) S R?’;l‘l + x5 = 1‘3}
g) M = {(z1,22,23) € R |21] = |22|}
h) M = {(21, 22, 73) € R* 21 4 29 + 23 > 0}
i) M = {(z1,72,73) € R®22) = —19 = 23}
j) M = {(21,72,73) € R® 11 + 29 + 23 = 0}.
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Uloha 4.2.4. Ktoré z tychto podmnoZin tvoria vektorovy podpriestor priestoru realnych
funkcii R®?

a) funkcie f: R — R s vlastnostou 2f(0) = f(1)

b) nezdporné funkcie

¢) funkcie f: R — R s vlastnostou f(1) =1+ f(0)

d) funkcie f: R — R s vlastnostou (Vz € (0,1))f(z) = f(1 —x)

e) ohrani¢ené funkcie f: R — R

f) spojité funkcie f: R — R

h) funkcie f: R — R také, Ze existuje konecnd mlgrolo f(z)

i*) funkcie f: R — R také, ze existuje koneéna alebo nekonedéna Ilgrolo f(z).

Uloha 4.2.5. Overte, &

a) mnozina v8etkych polynémov s redlnymi koeficientami,

b) mnozina vSetkych polynémov s redlnymi koeficientami stupna najviac n,

¢) mnozina vSetkych polynémov parneho stupiia,

d) mnozina vSetkych polynémov stupiia prave n

st vektorové priestory. S¢itovanie a nasobenie skalarom definujeme rovnako ako pre redlne
funkcie.

. », . » . . » » . t4
4.3 Linearna kombinacia, linearna nezavislost

4.3.1 Linearna kombinacia a linearny obal

Definicia 4.3.1. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Hovorime, Ze vektor & je
linedrnou kombindciou vektorov a1, da,...,d,, ak existuju skalary ci,co,...,c, € F také,
ze
A = c10q + calig + - - - + Cp0p,.
Skalary ci,ca, ..., c, nazyvame koeficienty linedrnej kombindcie.

Priklad 4.3.2. (1,0) 4+ (0,1) = (1,1), teda vektor (1,1) je linedrna kombinacia vektorov
(1,0) a (0,1) v R%

2.(1,0,0) + 3.(0,1,0) = (2,3,0), teda vektor (2,3,0) je linedrna kombinacia vektorov
(1,0,0) a (0,1,0) v R3,

Tvrdenie 4.3.3. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Ak di,ds,...,d, € V, tak
mnozina

M ={c1@d) + c2da+ -+ cdy;n €N e F,a; €V prei=1,2...,n}

je podpriestor vektorového priestoru V.

Tento podpriestor nazyvame linedrny obal vektorov dy,ds,...,d, alebo podpriestor ge-
nerovany vektormi a1, ds, ..., d,. Oznacujeme ho
M =: [d1,ds, ..., 0]
Ak plati [0, da,...,d,] = V, hovorime, Ze vektory d&i,ds,...,0, generuju vektorovy
priestor V.
Definicia mnoZiny [d1, &g, . . ., &) vlastne hovori, ze [d1, da, . .., d,] je mnozina vSetkych
linearnych kombinécii vektorov dy, ds, ..., dy.
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Dokaz. Aby sme dokézali, ze M je podpriestor vektorového priestoru V, sta¢i ndm overit, ze
tato mnozina je uzavreta na scitovanie a skaldrne nasobky.
Ak mame dva vektory

A= c101 + caliag + - - - + ¢, 0y,

B =diay +dgdia + - - - + dpay,

tak aj vektor 62+ 5: 010_21 —+ 02&2 + -4 Cn&n + dl&l + dQ&Q + 4 dn&7l = (Cl —+ dl)O_Zl —+
(c2+d2)d1 + -+ (¢ + dy)d,, mé tvar, aky pozadujeme v definicii mnoziny M. Takisto pre
¢ € F dostaneme

cd = c(e1@y + cada + -+ - + cp@ly) = cc1dy + ceadiy + + -+ + cepdly,
¢ize aj vektor ca patri do M. O

Priklad 4.3.4. Pre vektorovy priestor R? plati R® = [(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)].

Skutoéne, lubovolny vektor (z,y, z) € R3 sa d4 vyjadrit ako linedrna kombinécia x.(1, 0, 0)+
v.(0,1,0) + 2.(0,0,1).

Podobne sa da dokazat, ze [(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)] =R".

Na vygenerovanie podpriestoru S = {(z,y, ) € R3; x+y+2z = 0} dokonca stacia 2 vektory.
Vsimnime si, ze rovnica x +y+ 2z = 0 je ekvivalentna s rovnicou z = —x —y, teda podpriestor
S moZeme zapisat aj v tvare S = {(z,y, —x — y); z,y € R}. Teraz uz vidime, ze kazdy vektor
z S sa dé zapisat ako linedrna kombinicia (z,y, —x — y) = =.(1,0,—1) + y.(0,1,—1) a plati
S =[(1,0,-1), (0,1, —1)].

Vsimnime si, Ze kazdy podpriestor, ktory obsahuje vektory &, ds, . .., @, musi obsahovat
aj vetky ich linedrne kombinacie (pretoZe ich vieme dostat opakovanim séitovania a ndsobe-
nia skaldrom a na tieto 2 operacie st podpriestory uzavreté). Teda podpriestory st uzavreté
vzhladom na linedrne kombinécie vektorov. Toto tvrdenie sformalizujeme a dokdZeme v na-
sledujticej leme.

Lema 4.3.5. Ak dy,ds,...,dy, € S, kde S je podpriestor vektorového priestoru V nad polom
F, aj ich lubovolnd linedrna kombindcia c1d1 + cada + « - - + ¢, @, patri do podpriestoru S.

Dokaz. Chceme ukazat, Ze Tubovolné linedrna kombinacia ¢1 @y + cadis + - - - + ¢y, patri do
S. Budeme postupovat indukciou vzhladom na k.

1° Pre k = 1 prakticky niet ¢o dokazovat. (Dokazovany vyrok pre k = 1 je & € S =
caefS.)

Pre k = 2 dostaneme tvrdenie a1, ds € S = 11 + c2ds € S, ktoré vyplyva z kritéria
vektorového podpriestoru (tvrdenie [4.2.7)).

2° Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre linearnu kombinaciu k vektorov. DokézZeme, Ze
plati aj pre (k + 1) vektorov.

c10 + c2da + -+ - + Cpp10p41 = (€101 + 2 + - -+ + ) + Chg 1041 €S

es

PodTla indukéného predpokladu linedrna kombinécia k vektorov (prva zatvorka) patri do S a
po pripo¢itani vektora cyy1dk41 (ktory tiez patri do S) dostaneme opit vektor z S. O

Veta 4.3.6. Ak d1,ds,...,0, € S, kde S je podpriestor vektorového priestoru V nad polom
F, tak [d1,ds,...,4,] € S.

Dokaz. Vyplyva z predchédzajicej lemy. O
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Poznamka 4.3.7. Predchddzajica veta hovori, ze podpriestor [@1,ds,...,d,] je najmensi
podpriestor priestoru V', ktory obsahuje vektory a1, ds, ..., dy,.

Pod slovom najmensi tu rozumieme, ze ak S je taky podpriestor V, ze a1, ds,...,0, € 5,
tak [@1,ds,...,d,] C S. (Casto sa pouziva aj termin najmensi vzhladom na inkliziu.)

Tento podpriestor je prienikom vSetkych podpriestorov V', ktoré obsahuja vektory @y, da, . .., ay,.
Pretoze prienik podpriestorov je opét podpriestor (Veta dostaneme takto podpriestor
priestoru V. Pretoze sme urobili prienik vSetkych podpriestorov, je takto ziskany prienik
najmensi podpriestor vzhladom na inkliziu, ktory obsahuje a1, ds, ..., dy,.

Veta 4.3.8. Nech dy,ds,...,d, € V, 5 €V, kde V je vektorovy priestor nad polom F.
Potom (3 je linedrnou kombindciou vektorov dy,ds, ..., d, prdve vtedy, ked
aq,Q2, .. 7&77,] = [071’0_227' .. 70_2naﬁ}'

Dokaz. Chceme ukézat rovnost 2 mnoZin — to modZeme dokazovat tak, Ze dokdZeme obe
inklazie. Pritom inkltzia [a7,ds,...,d,] C [@1,ds,...,4y, 0] je zrejma. Opacnd inklazia
vyplyva z toho, ze ak mame nejaky vektor ¥ € [a1, da, ..., &y, 5], o znamens, ze

v = c101 + c2dy + -+ - + cpdy +cff
pre nejaké cq, co, ..., ¢y, c € F aak vieme, Ze 3 je linedrna kombinacia vektorov dy, ds, . .., iy,
éize
B =didy + dodis + - - + dpdiy
pre nejaké dy,ds, ..., d,, tak ipravou dostaneme
’? = 61&14*020724*' . '+Cn62n+0d1621+6d20_22+' . '+Can_2n = (cl+cd1)&1+(62+cd2)&1+. . .+(cn+cdn)52n,
¢o znamena, ze
5 € [d1,d,...,d,].

(Struéne Linedrna kombin4cia linedrnych kombindcii je opét linedrna kombinAcia.)
Podla predpokladu B € [d1,da,...,0,], teda B je linedrna kombindcia vektorov
Oé1,0£2,...,0{n. O

4.3.2 Linearna nezavislost
V tejto podkapitole zadefinujeme pojem, ktory bude pre nds v dalSom Stidiu velmi dolezity.

Definicia 4.3.9. Nech V je vektorovy priestor nad polom F'. Vektory &, ..., &, si linedrne
zavislé, ak existuju cy,...,c, € F, ktoré nie st vsetky nulové a plati

010_21+"'+Cn0_2n:0.

(Strucne: 0 je nenulovou linedrnou kombinéciou vektorov dy, ..., dy.)
V opac¢nom pripade hovorime, ze vektory ady, ..., a, linedrne nezdvislé.

Priklad 4.3.10. Najprv sa pozrime na niektoré $pecidlne pripady. Ak n = 1, teda ak médme
len jediny vektor &, tento vektor tvori linedrne zavislit mnozinu prave vtedy, ked @ = 0
(vyplyva to z vety |4.1.6] - .

Ak n = 2, ¢ize mame 2 Vektory aa B ; tak st linedrne zavislé prave vted ked jeden z nich
je nasobkom druhého, ¢ize @ = c. 5 alebo 6 = cd@ pre nejaké ¢ € F (tloha|4.3.8]).

Vektory (0,1), (1, 0), (1,1) € R? st linearne zavislé, lebo 1.(0,1)+1.(0,1)—1.(1,1) = (0,0).
(Nulovy vektor v R? je (0,0).)
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Ekvivalentne mozeme linearnu nezavislost definovat tak, ze vektory &y, ..., &, su linearne
nezavislé prave vtedy, ked plati implikacia

01&1+CQ&2+"'+Cn&n:6 = co=cp=...=c¢c, =0. (42)

Tato formulacia linearnej nezavislosti bude pre nas ¢asto vyhodnejsia pri overovani, ¢i nejaké
vektory st linedrne nezavislé.

Priklad 4.3.11. Vektory (1,0), (0,1) vo vektorovom priestore R? st linearne nezavislé. Sku-
tocne, z rovnosti ¢1(1,0) + ¢2(0,1) = (¢1,¢2) = (0,0) vyplyva ¢; = ¢ = 0.

Poznamka 4.3.12. Aby sme si ozrejmili, Ze uvedené dve definicie linearnej nezéavislosti su
skuto¢ne ekvivalentné, potrebujeme si najprv pripomentt, ako sa neguji vyroky s kvantifi-
katormi ]
Pre negécie vyrokov s kvantifikdtormi platia dve jednoduché pravidld (pozri[2.1.5)):
—[(Vz) P()] & (F2)(~P(2)),
SE)P@)] e (Va)(-P@).
(Teda existencny kvantifikitor sa men{ na vSeobecny a obratene a vyrok pod kvantifikdtorom
sa zneguje.)
My by sme radi overili, ¢i (4.2) je skuto¢ne negiciou definicie linedrne zavislych vekto-
rov. Pokisme sa teda najprv prepisat definiciu linearne zavislych vektorov. (Snad jedinym

drobnym problémom je, ako zapisat, Ze aspoil jeden zo skaldrov cy,...,c, € F je nenulovy.)
Spominanti definiciu by sme mohli zapisat takto

(Fetyooyen € F)[e1@1+ -+ cp@n =0A(c1 20V ea A0V ... Ve, #0)].

Teraz uz pouzitim pravidiel o negovani vyrokov s kvantifikitormi a de Morganovych
zékonov dostaneme

(Ver,oooyen € F)e1dy + -4+ ¢ 20V (1 =0Aca=0A ... Ac, =0)].

Ked si uvedomime, ze =P V @ je vlastne iny zapis implikidcie P = @ (inak povedané,
(=P V Q) & (P = Q) je tautoldgia, pozri tlohu [2.1.1)) vidime, Ze sme dostali

(VneN)(Ver,...,en € )11+ +cpdn=0=c1=ca=...=¢, =0),
¢ize implikaciu (4.2)).
Nasledujtce vysledky buda pre nas velmi uzito¢né v nasledujtcej podkapitole.

Veta 4.3.13. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Nech n je prirodzené éislo, n > 2
adi,...,a, € V. Vektory di,...,d, si linedrne zdvislé prdve vtedy, ked niektory z nich je
linearnou kombindciou ostatnych.

Dokaz. Ak sa vektory &y, ..., d, linedrne zavislé, znamena to, Ze plati rovnost

Cl&l+"'+cn&n:0

2Ako sme si uz kedysi povedali, kvantifikdtory st len spésobom na zéapis istého druhu vyrokov. Tu sice
odvodime ekvivalenciu tychto 2 definicii pomocou formélnych pravidiel pre pracu s kvantifikatormi, je to vsak
presne to isté, o dostaneme aj logickou tvahou, kvantifikdtory nam poslizia len na strucnejsi, jednoduchsi
a prehladnejsi zapis tychto uvah.
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pre nejaké ci, ..., c, € F, ktoré nie st vietky nulové. Zvolme si niektory nenulovy index ¢; #
0. PretozZe ¢; # 0, existuje inverzny prvok cjl. Upravou predchadzajicej rovnosti dostaneme

—CiQj =C101 + -+ G101 + Cip1 Qg1 T+ CrQp
~ 1 - ~1 - —1 - 1 -
—Q =¢; €101 + ¢ G101 + ¢ Cip1 Q1 + - 6 T Cpaly

—1_ = —1 N -1 N -1 -
i €101 — ... —C Ci—104_1 —C; Cip10441 — ... — C; Cplp

&
Il
\
o

Teda @; je linedrna kombinacia ostatnych vektorov.
Bez ujmy na Véeobecnostiﬂ nech vektor, ktory je linearnou kombinaciou ostatnych,
je vektor @;. To znamena, Ze
ay = Cplip + -+ + cpliy,

Cize

—1l.a7 + coda + - -+ 4+ ¢y = 0.
Zistili sme, ze 0 sa d4 ziskat ako linedrna kombinacia vektorov @y, ..., &,, pricom hned prvy
koeficient —1 je nenulovy. O

Veta 4.3.14. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Nech di,...,d, € V st vektory
také, e ay # 0. Vektory di,...,d, si linedrne zdvislé prdve vtedy, ked miektory z nich je
linedrnou kombindciou predchddzajucich.

Dékaz. Implikacia vyplyva z predchadzajtcej vety.
Implikaciu dokézeme velmi podobnym sposobom ako v predchidzajicom dokaze.
Ak vektory djy,...,d, st linedrne zavislé, znamen4 to podla (4.2), Ze

101+ +cpa, =0

pre nejaké ci,...,c, € F, priCom aspoii jedno ¢;, i € {1,2,...,n} je nenulové.
Nech k € {1,2,...,n} je posledny index z tejto mnoziny, pre ktory je ¢ nenulové. (Taky
index existuje, pretoze mnozina {1,2,...,n} je koneéna. NavySe, plati k > 2, pretoze &; # 0.)

Potom predchadzajtcu rovnicu mézeme prepisat do tvaru
181 + coly + -+ cpdp =0
a upravou dostaneme
CrOp = —C101 — Co0lg — +++ — Cl—10—1.

. . .. , 1 , ., , P —1
Pretoze ¢, # 0, existuje inverzny prvok ¢, ~. Ked predchadzajicu rovnost prendsobime ¢,
dostaneme

N -1 = B —1 -

Qp = 7Ck C1xp — Ck Collg — =+ — Ck Ce—10k—1,

teda @ je skutocne linedrnou kombinéciou predchadzajucich vektorov. O

Nasledujica veta bude klucova pri definovani dimenzie vektorového priestoru v nasledu-
jacej kapitole.

3Frazu ,bez ujmy na vSeobecnosti nijdete v matematickych textoch dost &asto. Mysli sa tym, Ze po-
uzijeme dodatoény argument, ktory moéze o nie¢o zjednodusit zapis dokazu alebo dokaz, ale je zrejmé, ze
analogicky dokaz by platil aj bez tohoto predpokladu. Napriklad v tomto pripade nam vyber vektora &
umozni jednoduchsi zapis a navyse vSeobecnu situdciu vieme previest na tento pripad vhodnym preéislova-
nim vektorov. In4 moznost by bola postupovat podobnym postupom ako v predchadzajicej ¢asti dokazu,
znamenalo by to vsak o nieco komplikovanejsi zapis.
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Veta 4.3.15 (Steinitzova veta o vymene). Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Ak

V =[ads,...,d,] (vektorovy priestor V je generovany vektormi &i,...,d,) a 51, . ,55 eV
st linedrne nezdvislé vektory, tak

(i) s <m,

(ii) z vektorov &i,...,d, sa dd vybrat n — s vektorov, ktoré spolu s vektormi Bi,...,Bs

generuju V.

Dokaz. Matematickou indukciou vzhladom na s.
1° Najprv uvazujme pripad, ze s = 1. Vektor (; je linedrne nezavisly, teda nenulovy.

Pretoze 51 € V, je vektor (§; linedrna kombindcia vektorov ay,...,d,. To znamena, ze
vektory fBi1,d1,...,0, su linedrne zévislé. Preto niektory z nich je linedrnou kombindciou

predchadzajucich. Pritom to neméze byt vektor 51, lebo 51 £ 0.

Ak @; je linedrna kombindcia predchadzaJucmh vektorov, tak podla vety - V =
@1,y ] = [5G0,y @] = [B1, @1,y @1, @iy - @) .

Pretoie V =ldy,...,d,] obsahuje aspofljeden nenulovy vektor 31, plati V # {0} an > 1.

2° Predpokladajme, Ze tvrdenie patri pre ¢islo s. Budeme sa snazit dokézat, Ze plati aj
pre s + 1.

Méme teda danych s+1 linedrne nezévisl)'fch vektorov 51, ceey ﬂs+1 € V. Podla induk¢ného
predpokladu vieme vektory f1, ..., Bg doplnit n — s vektormi spomedzi vektorov aq,...,d,

tak, aby generovali cely priestor. DaleJ plati s < n.

Predpokladajme, ze by platllo s = n. To by znamenalo, %e (podla indukéného predpo-
kladu) sa daju vektory ﬁl, e ,BS doplnit n — s = 0 vektormi, ¢ize V = [ﬂl, e ,ﬁs] Pretoze
gs+1 € [51, e ,55], vektor ESH je linedrna kombinécia vektorov ﬂl, ce BS, ¢o je spor s tym,
ze vektory 51, . ,ﬁgﬂ st linedrne nezavislé. Musi teda platit s < n, ¢ize

s+1<n.

Bez ujmy na vSeobecnosti mdZzeme predpokladat, Ze vektory, ktorymi mozeme doplnit
b1y, ES st vektory dy, ..., d,—s. (Taktto situdciu vieme dosiahnut vhodnym preéislovanim
vektorov dy, ..., d,.) Plati teda B;H eV = [51, . ,55, 1y .y Qs

Z toho vyplyva, ze vektory ﬁl, .. .,554_1,&1, ..., 0np_g s linedrne zavislé, ¢ize niektory
z nich je linedrnou kombindciou predchédzajicich vektorov. Nemdze to vsak byt ziadny z vek-
torov 51, . ,gs+17 lebo tieto vektory st linedrne nezavislé. Musi to byt niektory z dy, ..., @n_s,
bez ujmy na vSeobecnosti nech je to @,_s. Z vety potom dostaneme

V= [/817'"7/88-"-130_217"'7&71—8] = [ﬂl;-"aﬂs-‘,-lvo_zl"" ao_zn—(s-‘rl)]'
O

7 dokazu modzeme vidiet, preco sa predchadzajica veta nazyva veta o vymene. V induké-
nom kroku sme vymenili jeden z vektorov &, ..., d, za vektor ES+1.

Vsimnime si, ze na konci predchadzajiceho dokazu moéze nastat aj situdcia n = s + 1,
vtedy zapis d1,...,d,_(s+1) predstavuje 0 vektorov. Mozno trochu neobvykly zapis — ale
dé sa lahko si uvedomit, Ze pripad n = s + 1 by fungoval v podstate rovnako. (Nie s tam
problémy s tym, ze by sme uvazovali linedrny obal prazdnej mnoziny vektorov — st tam totiz
aj vektory f1,...,Bst1.)

Podobne podmienka n > 2 vo vete [4.3.13 a podmienka @; # 0 vo vete [4.3.14| sltzia préave
nato, aby sme sa vyhli pripadu, Zze v dokaze (alebo uz priamo v tvrdeni vety) sa vyskytne

linedrny obal prazdnej mnoziny vektorov (ten sme totiz nedefinovali). Mozete si rozmysliet, Ze
keby sme definitoricky polozili [@] = {0}, teda linedrny obal prazdnej mnoziny by bol nulovy
vektorovy priestor, presli by dokazy tychto viet aj po vynechani spominanych podmienok.
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Cvicenia

Uloha 4.3.1. Dokézte, ze vektory dy,...,d, € V, kde n > 2, st linedrne zavislé prave
vtedy, ked niektory z nich je linedrnou kombindciou nasledujtcich.

Uloha 4. 3.2. Nech a, B 5 s lubovolné vektory z vektorového priestoru V nad polom R.
Potom [d, 3,9] = [+ B, — ,7].

Uloha 4.3.3. Nech M = {(z,9,2) € R? 2z + 3y + 52 = 0}. Ukaite, ze M je vektorovy
podpriestor R? a néjdite vektory, ktoré ho generuju.

Uloha 4.3.4. P, ozna¢me mnozinu vietkjch polynémov stupiia najviac n s realnymi ko-
eficientami. P, je podpriestor vektorového priestoru vsetkych zobrazeni f: R — R. Plati
P,=[1x,...,2"7

Uloha 4.3.5. Zistite, ¢i dané vektory st linedrne zavislé v prislusnom vektorovom priestore:
a) (1,2,3), (1,3,2), (2,1,5) v R3,

b) (1,2,3), (1,3,2), (2,1,5), (1,127,3) v R3,

c) (1,3,4), (2,1,3), (3,1,4) v Z3

d) (1,3,4), (2,1,3), (3,1,4) v Z3.

Uloha 4.3.6. Zistite, ¢i st nasledujiice funkcie linedrne zavislé vo vektorovom priestore
vSetkych funkcii z R do R:

a) x+1, 2%, 23,

b) 1, z + a, 2% + bx + ¢ (a, b, c mdzu byt lubovolné realne ¢isla),

¢*) 1, cosz, cos?(%),

d) z, z(x — 1), x(z — 1)(x — 2),

e) 1, cosz, cos2x.

Uloha 4.3. 7. Ak & q, B , 7 st linedrne nezavislé vo vektorovom priestore V' nad polom R, tak
aj a4+ B, a+ 7, B + 4 st linedrne nezavislé. (Platilo by to aj vo vektorovom priestore nad
polom Z»?)

Uloha 4.3.8. Mnozina {d} je linedrne nezavisla prave vtedy, ked @ # 0. Dva vektory &, E
st linedrne zavislé prave vtedy, ked jeden z nich je nésobkom druhého (t.j. existuje ¢ € F
tak, Ze c.ad = E), alebo jeden z nich je 0.

Ak vektory @, E sa linedrne nezavislé, tak &, 5 ,7 su linedrne zavislé prave vtedy, ked 7 je
linedrna kombinéacia vektorov &, 5 .

Uloha 4.3.9*. Overte, Ze R je vektorovy priestor nad polom Q. Dokézte, Ze v tomto priestore
su 1, V2 a /3 linedrne nezévislé.

Uloha 4.3.10. Nech @, 3,7 st lubovolné vektory. Zistite, & st tieto systémy vektorov line-
arne zavislé: . . . . .

a) d,pB,d+p,7,b) @p,0,c) @a,p,7d a+p+5d+pd+75,6+7.

Uloha 4.3.11. Najdite 4 vektory v R? tak, aby kazdé dva z nich boli linedrne nezévislé.

Uloha 4.3.12. Nech vektory a1, ..., @, st linedrne nezavislé vektory v nejakom vektorovom
priestore nad polom R. Sa aj vektory &, &1 +2ds,. .., a1 +2ds+. . .+nd, linedrne nezavislé?
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4.4 Baza a dimenzia

V tejto podkapitole zadefinujeme pojmy baza a dimenzia vektorového priestoru. Pri déka-
zoch zakladnych vysledkoch o nich bude pre nas zdkladnym prostriedkom Steinitzova veta
0 vymene.

Definicia 4.4.1. Nech V je vektorovy priestor. Hovorime, Ze V je konecnorozmerny ak
existuje takd koneénd mnozina vektorov {&y,...,a,}, Ze plati [@y,...,a,] = V.

Inymi slovami: kone¢norozmerny vektorovy priestor je priestor, ktory je generovany ne-
jakou koneénou mnozinou vektorov.

Definicia 4.4.2. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Mnozinu vektorov {dy, ..., &,}
nazyvame bdzou priestoru V, ak

(i) vektory df,...,d, su linedrne nezavislé,
(ii) V =[d1,...,d,].

(Struéne: Baza je takd mnozina linedrne nezavislych vektorov, ktord generuje cely priestor.)

Priklad 4.4.3. Priestor V = {0} nema bazu (pretoze v iiom neexistuji Zadne linedrne
nezavislé vektory). Je v8ak kone¢norozmerny, kedze V' = [0].

Priklad 4.4.4. Nech F je pole. Ako F" budeme oznacovat vektorovy priestor vSetkych uspo-
riadanych n-tic prvkov pola F. S¢itovanie a nésobenie skaldrom definujeme po stradniciach
(podobne ako v priklade pre F =R).

Ako €; oznacime vektor, ktory ma na vsetkych saradniciach 0, iba na i-tej suradnici 1,
teda

Vektory €1, €3, .. ., &, tvoria bazu vektorového priestoru F". Tato bazu nazyvame Standardnd
baza F™.

Overme, 7e tato mnozina vektorov spliia podmienky z definicie m

Ak ¢;.(1,0,...,0) + c2.(0,1,...,0) + ... + ¢,(0,...,0,1) = (c1,¢2,...,¢n) = (0,0,...,0),

tak plati ¢y = co = ... = ¢, = 0, teda vektory £,&5, ..., &, si naozaj linedrne nezavislé.

Ak mame Iubovolny vektor (x1,x9,...,2,) € F™, d4 sa ziskat ako linedrna kombinacia
(xhxg,...,xn) = xl(l,O,,0)—|—x2(0,1,,0)+—|—mn(0, ,0,1) = 1'1514-1'2524-"‘4-
Tn€n. Teda vektory €1, &5, ..., &, skutoéne generuju cely priestor F™.

Ako neskor ukazeme, vSetky kone¢norozmerné vektorové priestory nad polom F st v istom
zmysle podobné ako priestory F™.

Veta 4.4.5. Lubovolné dve bdzy konecnorozmerného vektorového priestoru V- maji rovnaky
pocet prvkov.
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Dékaz. Nech {dy,...,d,} a {51, cey ES} st dve béazy toho istého vektorového priestoru V.
Pretoze V = [dy,...,d,] a vektory 51, e ,ﬂ; st linearne nezavislé, podla Steinitzovej vety
o vymene plati

s<n.

Analogicky mozeme dokdzat opant nerovnost n < s. Tieto dve nerovnosti spolu dévaji
rovnost n = s. O

Veta 4.4.6. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor. Ak ﬁ], e ,ES € V s linedrne
nezdvislé, tak sa daji doplnit na bdzu priestoru V.

Dokaz. Ak V je konecnorozmerny, tak podla definicie existuju _vektory ay,...,a, také, ze

V =[ay,...,dy]. Na zdklade Steinitzovej vety mozeme vektory ﬁl, cee Bé doplnit niektorymi

z tychto vektorov tak, aby generovali cely priestor. Nech k je najmensi mozny pocet vektorov,

ktorymi ich moZeme takto doplnif. (Steinitzova veta hovori, Ze sa to uréite di n — s vektormi,

nevylucuje vSak, Ze niekedy moze stacif aj mensi pocet.) Bez ujmy na vSeobecnosti, nech
=1[61,---,0s 01,...,0k]

Chceme dokéazat, ze vektory 51, . ,ES, dy,...,0, tvoria bazu priestoru V. Pretoze sme
ich vybrali tak, Ze generuju cely priestor, zostdva ndm dokézaf, Ze si linedrne nezavislé.
Postupujme sporom — predpokladajme, ze by boli linedrne zavislé. Potom je niektory z nich
linedrnou kombinéciou predchadzajicich vektorov. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech je to dy.
(Nemoze to byt ziadny z vektorov 61, cee ﬁé, pretoZe tieto vektory su linedrne nezévislé.)
Potom ale plati

V= [ﬂla"'aﬂsvgla"'a&k] = [ﬁla"'vﬂs,&la"'v&k—l]7

¢o je v spore s tym, ze k je najmensi mozny pocet vektorov, ktorymi sa vektory 51, e ,ﬁS
daju doplnit tak, aby generovali cely priestor V.

Dosledok 4.4.7. Kazdy konecnorozmerny vektorovy priestor V. £ {6} md bdzu.

Definicia 4.4.8. Dimenziou konec¢norozmerného vektorového priestoru V nazyvame pocet
prvkov Tubovolnej jeho bazy. (Pre nulovy priestor dodefinujeme d({0}) = 0.) Toto &islo ozna-
¢ujeme d(V).

Poznamka 4.4.9. Aby mala predchadzajica definicia zmysel, museli sme najprv dokézat,
7e v koneénorozmernom vektorovom priestore existuje baza a Ze lubovolné dve bazy musia
mat rovnaky podet prvkov; teda nasa definicia nezivisi od volby bazy.

S podobnou situéciou — Ze sa nejaky objekt zadefinuje, ale bude potrebné overit spravnost
definicie — sa v matematike stretnete este velakrat.

Priklad 4.4.10. Pretoze vektory &1,é5, ..., &, tvoria bazu vektorového priestoru F™, plati
d(F™)=n
Dosledok 4.4.11. Ak V je konecnorozmeny vektorovy priestor a ay,...,0, st linedrne

nezduislé vo V', takn < d(V).

Poznamka 4.4.12. Ak sme nejaky pojem definovali, vobec to nemusi znamenaf, Zze taky
objekt aj naozaj existuje. Preto je predchddzajici dosledok dolezity. (Hoci tato poznamka
znie nesmierne naivne, skutoéne sa mozno ¢asto stretnat s chybami takéhoto typu.)

Priklad 4.4.13. Vektory (1,2,3),(2,3,4),(3,4,5),(4,5,6) st linedrne zavislé v R3.
Pretoze vieme, ze d(R3) = 3, nemo6zu byt podla predchadzajiicej vety v tomto priestore
viac ako 3 linedrne nezavislé vektory.
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Béazu sme definovali pomocou dvoch podmienok. Nasledujtica, velmi uZito¢na veta hovorti,
7e ak uz vieme, Ze nejakd mnozina vektorov ma ,spravny“ pocet prvkov, modzeme jednu
z tychto podmienok vynechat.

Veta 4.4.14. Nech V je koneénorozmerny vektorovy priestor a d(V') = n. Nasledujice pod-
mienky su ekvivalentné:

(i) {@1,...,an} je bdza priestoru V,
(ii) vektory dy,...,d, su linedrne nezdvislé,
(ii) V = [d1,...,0n]

Dékaz. Implikacie (i) = (), ) = vyplyvaji priamo z definicie.

= : Ak mame n linedrne nezavislych vektorov a1, . . . , @,, podla Steinitzovej vety ich
mozeme doplnit n —n = 0 vektormi na mnozinu generujtcu cely priestor V. Teda nemusime
priddvat ziadne vektory a uz mmnoZina {&,...,&,} je bdza (generuje V a je aj linedrne
nezavisla).

: : Sporom. Ak by boli vektory i, ...,d, linedrne zavislé, dali by sa niektoré
z nich vynechat tak, aby stale tieto vektory generovali cely priestor V. Dostali by sme k
vektorov, ktoré generuja V', pricom k& < n. Stcasne by priestor V' mal n-prvkova bazu, ktora
je tvorena linedrne nezavislymi vektormi. Zo Steinitzovej vety potom vyplyva n < k. Odvodili
sme sucasni platnost nerovnosti £ < n aj n < k — spor. O

Priklad 4.4.15. S pouzitim predchadzajicej vety by sme mohli overit, Ze vektory &1,...,&,
tvoria bazu priestoru F™. Prvy spdsob: Overili by sme, Ze generuju cely priestor. Druhy
sposob: St linedrne nezavislé. (Kym sme nevedeli, ze d(V') = n, potrebovali sme overit obe
tieto vlastnosti.)

Veta 4.4.16. Nech V' je vektorovy priestor. Vektory dx, . .. , Oy, tvoria bdzu priestoru V' prdve
vtedy, ked kaZdy vektor B sa dd jednoznacne vyjadrit ako

ﬂ:cl&1+"'+cn&n-

Dokaz. Pretoze V = [d4,...,d,], kazdy vektor sa da vyjadrit ako linedrna kombinécia

vektorov aq,...,a,. Este treba overif jednoznacnost takéhoto vyjadrenia. Nech E =ca; +
ot en @y = di1@h +- - -+d, A, st dve vyjadrenia vektoru 3. Upravou tejto rovnosti dostaneme

(1 —dy)ar + ...+ (en — dyn)dy, = 0.
Z linearnej nezavislosti vektorov @y, ..., d, vyplyvac;,—d; =0, ¢ize¢c; = d; prei =1,2,...,n.

Pretoze kazdy vektor z V' sa d4 vyjadrif pomocou vektorov @y, ..., &y, tieto vektory
generuju priestor V, ¢ize V = [d1, ..., d,].

Dalej vieme, ze 0 sa da vyjadrif ako linearna kombinacia vektorov aji,...,d, jedinym
spoésobom. Z rovnosti c;d1 4+ - -+c¢,dy = 0= 0.0d1+...40.4, teda vyplyvac; = ... =¢, = 0.
Zistili sme, ze vektory a1, ..., d, su linedrne nezavislé. O

Este si ukdzeme par uzitocnych tvrdeni o podpriestoroch kone¢norozmernych priestorov.

Veta 4.4.17. Lubovolnyg podpriestor S konecnorozmerného priestoru V' je konecnorozmerny.
Navyse, d(S) < d(V).
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Dékaz. Pretoze S CV a d(V) = n, ¢islo n udava horné ohranicenie pre pocet linedrne neza-
vislych vektorov z S. Nech djy,...,d, je najvicsi systém linedrne nezavislych vektorov z S.
Plati k < n. Sta¢i ndm dokazat, Zze &y, ..., dy tvori bazu priestoru S, ¢ize S = [aq,. .., dk].
Predpokladajme, Ze by existoval vektor & € S, ktory nepatri do [d1,...,d]. Teda & sa
nedd vyjadrit ako linedrna kombindcia vektorov a7y, ..., d, ¢o znamena, ze aq, ..., 0k, & si
linearne nezavislé. To vSak je spor s predpokladom, Ze &y, ..., dk je najviacsi systém linedrne
nezavislych vektorov v S. O

Uloha 4.4.1. Viete povedaf, na ktorom mieste predchadzajtceho dokazu sme vyuzili, ze V
je konecnorozmerny?

Tvrdenie 4.4.18. Ak S je podpriestor koneénorozmerného vektorového priestoru V a d(S) =
d(V), tak S=V.

Dékaz. Oznalme n := d(S) = d(V). Nech &y, ..., &, je baza S. Kedze je to n vektorov vo V,
ktoré si linedrne nezavislé, podla vety |4.4.14 je to sucasne baza V. Teda S = [@1,...,d,] =
V. =

V tejto Gasti sme sa zaoberali iba kone¢norozmernymi vektorovymi priestormi. (A takisto
aj v nasledujucich éastiach najdete vela vysledkov, ktoré dokdzeme iba pre koneénorozmerné
vektorové priestory.) Nebolo by zle vyskisat najst nejakého prikladu, ktory nie je koneéno-
rozmerny.

Priklad 4.4.19. Vektorovy priestor R® vSetkych zobrazeni z R do R (priklad nie je
konec¢norozmerny.

Predpokladajme, ze by bol kone¢norozmerny. Potom by existoval koneény pocet funkcii
g1, 9n: R — R tak, Ze [g1,...,g,] = RE. Ak sa nam podari zostrojit n + 1 funkcii, ktoré
st v RE linedrne nezavislé, tak pomocou Steinitzovej vety Tahko dostaneme spor (n+1 < n).

Pokiisme sa teda definovat takéto funkcie. Pre & = 0,1,...,n definujme zobrazenie
fr: R — R ako
1, akzxz=k
fu(@) =4
0, akx#k
Tvrdime, ze fo,..., fn st linedrne nezdvislé. Skutocne, ak plati rovnost ¢ fg + c1f1 + -+ +

¢nfrn = 0 (kde 0 oznacuje nulovia funkciu), tak pre kazdé z € R mame

cofo(z) +erfi(z) +- - +enfulz) = 0.

Specialne, musi to platit aj ked za = dosadime k = 0,1,...,n. V takom pripade vsak dosté-
vame fr(k) =1 a f;(k) =0, teda z predchadzajice rovnosti priamo dostavame

CkZO.

Poznamka 4.4.20. Mozno vam napadla otdzka, ¢i sa da definovat baza aj pre nekonecnoroz-
merné vektorové priestory. D4 sa to, v tomto pripade sa zvykne nazyvat Hamelova bdza. Na
jej zavedenie by sme vSak potrebovali podstatne vicsie vedomosti z teérie mnozin. Dokonca
plati aj analdgia vety éize aj Tubovolné 2 Hamelove bazy maju rovnaky ,pocet* prvkov
— s tym rozdielom, Ze pre nekoneéné mnoziny najprv treba definovat novy pojem, ktory by
zodpovedal poctu prvkov koneénych mnozin (nazyva sa kardinalita mnozZiny, viac sa o nej
dozviete na predmete tedéria mnozin). Pre pripad, Ze by véas to zaujimalo a chceli by ste sa
k tomuto problému ¢asom vratit uvediem aj niekolko odkazov na literatiru. V [NS] je peknym
sposobom dokézané, Ze lubovolnd Hamelova biza toho istého priestoru musi mat rovnaki
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wvelkost® (kardinalitu). V [SS, Kapitola 10.3] autori definuju Hamelovu bazu v $pecidlnom
pripade — pre reélne ¢isla ako vektorovy priestor nad polom Q (aloha* .

Este raz zdoéraznujem, Ze tito poznamku som sem vlozil len kvoli tomu, aby ste vedeli,
kde mozete hladatf v pripade, Ze by ste sa k takémuto nie¢omu cheeli neskor vratit. (Zatial by
to pre vas bolo pomerne tazké, potrebujete na to najprv poznat zékladné fakty o kardinalite
mnozin. Tie sa dozviete na prednéske z tedrie mnozin v 4. roéniku. )

Cvicenia

Uloha 4.4.2. Zistite, ¢i dané vektory tvoria bazu v R®:
a) (1,2,3), (1,-2,3), (1,2,-3)

b) (1,1,1), (1,1,0), (1,0,1)

¢) (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1).

Uloha 4.4.3. Zistite, ¢i dané vektory tvoria bazu v Z3:
a) (1,2,3), (2,3,4), (0,3,1)
b) (1,0,0), (0,1,2), (2,1,3)
c) (0,1,2), (3,0,1), (1,0,2).

Uloha 4.4.4. P, oznaéme priestor vietkych polynémov stuptia najviac n. Overte, ze d(P,) =
n+lazel,z—1,...(x —1)" je baza tohoto priestoru.

Uloha 4.4.5. Uréte dimenziu priestoru [@, B, 4], ak @ = (1,3,2,1), B = (4,9,5,4) a4 =
(3,7,4,3).

Uloha 4.4.6. Ak sa to d4, dopliite dané vektory na bazu prislusného vektorového priestoru:
a) (1,1,2), (2,1,3) v R?,

b) 22 — 1,22 + 1 v priestore polynémov stupiia najviac 3,

c) (1,2,3,0), (3,4,1,2) v Z2.

Uloha 4.4.7. Ak kazdy z vektorov 51, . ,,Ek je linedrnou kombinéciou vektorov a, ..., Qm,
tak d([B1,...,Bk]) < d([@1,...,dm]).

Uloha 4.4.8. Overte, ze mnozina S = {f: R — R : (3a,b € R)(Vz € R)f(z) = azx + b} je
podpriestor priestoru vSetkych funkcii z R do R. Néjdite funkcie g, h € S také, ze S = [g, h].

Uloha 4.4.9. Zistite, ¢i S = {f: R — R; f(z) = az? + bx + c,a,b,c € R} je vektorovy
podpriestor priestoru redlnych funkcii. Ak ano, najdite, g1, g2, g3 € S také, ze S = [g1, g2, g3]-

Uloha 4.4.10. Najdite bazu pre kazdy vektorovy podpriestor z tlohy

4.5 Linearne a direktné suc¢ty podpriestorov

Uz vieme, Ze prienik podpriestorov vektorového priestoru je tiez podpriestor (vety [4.2.8| a
. Ako je to so zjednotenim? Ak si zvolime podpriestory S = [(1,0,0)] a T = [(0,1,0)
priestoru R?, tak vidime, ze S U T nie je vektorovy podpriestor, lebo (1,0,0) € S U T,
(0,1,0) € SUT, ale (1,0,0) +(0,1,0) = (1,1,0) ¢ SUT.

Zaujimalo by nas, ako vyzerd najmensi podpriestor, ktory obsahuje S aj T'. Z obrazku [£.5]
mozeme zistit, Ze v tomto pripade je to podpriestor [(1,0,0), (0,1, 0)].

Ukézeme si, ako mozno najst takyto podpriestor vo vSeobecnosti, pre lubovolné dva pod-
priestory daného vektorového priestoru V.
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Xy

Obr. 4.4: Zjednotenie 2 podpriestorov nemusi byt podpriestor

A

T S+T

Obr. 4.5: Najmensi podpriestor obsahujtci S aj T’

Veta 4.5.1. Nech S, T su vektorové podpriestory vektorového priestoru V. nad polom F.
Potom . .
S+T={a+p,de8,peT}

je podpriestorom vektorového priestoru V.

Tato veta vlastne hovori, Ze mnozina vSetkych vektorov, ktoré sa daja ziskat ako sucty
vektorov z S a z T', tvori vektorovy podpriestor. Vsimnite si, Ze v predchadzajicom priklade
bolo S+ T =[(1,0,0),(0,1,0)].

Dokaz. Overime podmienky z definicie vektorového podpriestoru. MnoZina S + T je ne-
prizdna, lebo 0 € S, 0e T, ¢ize 0=0+0e€ S +T.

S+T je uzavretd na sicty: Ak ¥ 17 Y2 € S+ T, tak vektory 71, 72 sa daji naplsat v tvare
T = a1+, 7 Y2 = Oé2+52, kde &1, d2 € S a By, By € T. Potom 71 +72 = (@1+61)+(d2+Fs) =
(@1 4 @) + (81 + B2). (Vyuzili sme komutativnost a asociativnost séitovania.) Pretoze S je
vektorovy podpriestor vektor a7 + @y patri do S, podobne B} + 32 € T. Ukazali sme, Ze
vektor 41 + 9> sa d4 napisat ako stcet vektora z S a vektora z T, teda Tit+Fe€S+T.

_S+T je uzavretd na ndsobenie skaldrom: Ak ¥ € S+ T, tak ¥ = d + B pre nejaké a € S
a ﬁ € T. Nech ¢ € F je lubovolny skalar. Potom ¢y = cd + cﬂ Pritom ca € S, cﬁ e T, cize
cyeS+T. O

Definicia 4.5.2. Ak S, T st podpriestory vektorového podpriestoru V', tak vektorovy pod-
priestor S + T sa nazyva linedrny sucet podpriestorov S a T.
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Vidno, ze S aj T st podmnoziny S + T, ¢ize S 4+ T obsahuje oba podpriestory S aj
T.(@€S=d=da+0e S+T, podobne pre T.) Priestor S + T je skutoéne najmensi
vektorovy podpriestor priestoru V', ktory obsahuje S aj T'. Ak totiz S,T C U a U je vektorovy
podpriestor V, tak U musi obsahovat vsetky stcéty tvaru a + E, pretoze @ € S C S+ T a
BeTCS+T.

Veta 4.5.3. Nech S a T st podpriestory vektorového priestoru V' nad polom F. Nech S =
[&17"'7&n]’ T= [ﬂl»“'aﬁm]' Potom S+T: [O_Zlvu'a&naﬁla-",ﬂm]'

Dokaz. Je zrejmé, ze vektory a1, . .., an, 31, vy Em patria do S+T. Kedze S+T je vektorovy
podpriestor, musi potom platit [@1,..., &, B1,...,0m] €S+ T.
Este treba dokézaf opa¢nu inklGziu, ¢ize chceme ukézat, zZe

’7€S+T = ’VE[&lw";O?naB‘ly"'agﬂ’L]'

Ak ¥ € S+ T, tak 4 = d’+g, kde @ € [d1,...,d0,] a Ee [51,...,gm]. To znamena, Ze
existuji ci,...,cn,d1, ... dy € F tak, ze d = 101 + ...+ cpdp a B =dif1+ - + dmfm.
Potom’?'zclo_il+~-~+cnd'n+d1ﬁ1+-~-+dmﬁm, 6126’76 [&1,...,&n,ﬁ1,...,ﬂm]. O]

Veta 4.5.4. Nech S, T si podpriestory konecnorozmerného priestoru V. PotonEI
d(S)+d(T)=d(S+T)+d(SNT).

Dokaz. Podla vety kazdy podpriestor konec¢norozmerného priestoru je tiez konecéno-
rozmerny, teda vSetky dimenzie, ktoré vystupuja vo vete, st skuto¢ne definované.

V pripade, ze S C T méame S+ T =T a SNT = S, z ¢oho je zrejmé, ze tvrdenie vety
plati. Pripad T'C S je symetricky.

Zostéava teda pripad, ze S ¢ T a T ¢ S. Mozeme potom predpokladat, ze S N'T ma
bazu 71,...,7-. (V pripade, ze SNT = {6}, tak tento podpriestor nemé bazu — vtedy staci
zobrat r = 0 a vo zvysku dékazu moZeme postupovat iplne rovnako.) Tieto vektory patria
do priestoru S a st linedrne nezavislé, preto ich mozno doplnif na bazu priestoru S, ¢ize
S =¥, s¥r,01,...,0s]. Podobne moézeme v T zvolit bazu 1, ... ,"y’r,ﬁ_’l, ..., 3. Podla
vety [£.5.3] dostaneme

S+T: [5717"'77Ta&la"'7&svgla"'75;]'

Staci, ak dokdZeme, Ze tieto vektory su linedrne nezavislé, lebo potom tvoria bazu v S+T
amame d(S+T)+dSNT)=r+s+t+r=(r+s)+(r+t)=dS)+dT).

Nech c191 + -+ - + ¢ + d1d3 +~~-+ds&5+61§1 +'~-+etg,g = 0. Potom & = 1y +
et Ve +didy -+ dgds = —elgl + -+ —et@ patri do podpriestoru S N T. (Patri
do S, lebo je linearnou kombinaciou vektorov i, ...,%,, &1, ...,ds. Do T patri preto, ze je
linedrnou kombinaciou vektorov fi, ..., ,6_’;) Teda 6 = 91 + ... + ch¥r. Vdaka tomu, ze
vyjadrenie vektora pomocou prvkov bazy je jednoznacné, dostaneme, ze d;y = ... = ds =0
ae =...=¢ = 0. Potom mdme 171 + --- + 9, = 0 a (pretoze 41,...,%, je baza)
ci=...=¢ =0. O]

Definicia 4.5.5. Nech S, T' st podpriestory vektorového priestoru V' nad polom F' a nech
SNT = {0}. Potom podpriestor S + T nazyvame direkiny (priamy) sicet podpriestorov S
a T a oznacujeme ho S T.

4Tento vzorec pripomina vzorec pre pocet prvkov zjednotenia dvoch mnozin [SUT| = |S| + |T| — |SNT].
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Veta 4.5.6. Nech S, T, P su podpriestory konecnorozmerného vektorového priestoru V. nad
polom F. Tieto podmienky su potom ekvivalentné:

(i) P=S®T
(ii)) P=S8+T ad(P)=d(S)+d(T)

—

(iti) Akdy,...,day, je bdza podpriestoru S a 51, e ,Em je baza podpriestoru T, tak dy, . .., 0y, Bl, ey Bm
je bdza podpriestoru P.

(iv) P=S+T a kazdy vektor ¥ € P sa dd ]edmym sposobom vyjadrit v tvare @ + ﬂ, kde
aes aﬂGT (Tj ak’yfoz1+61 fa2+52, pricom dy,ds € S aﬂl,ﬂg eT, tak

Gy =ds a By =fa.)

Dokaz. (i) = (ii) Podla vety - 4.5.4) dostaneme d(S) + d(T) =d(S+T) +d(SNT) = d(P) +
a({0}) = d(P). ]

(#4) = (4#i7) Podla vetyje S+T =[a1,...,0n B1,...,Bn). Pretoze d(P) =n+m a
nasli sme n + m vektorov, ktoré si ho generuj, musia byt tieto vektory linedrne nezavislé a
tvoria bazu.

(iiz) (iv) Z vety-vyplyva 7e S+T = [ay, .. @y By Em] teda P = S+T. Nech

=a+B=a —1—6’ Potom & —a' +3— 3" = 0. Ak VyJadrlme vektory a/— a e S afB—p3 €T
pomocou baz tychto podpriestorov, ¢ize d—a’ = cy@1+- - -+c,d, a 6 B’ d161+ +dm6m
dostaneme . .
c10y + -+ cply +dify + -+ dp B = 6

Pretoze vektory dy, ... ,&n,gl, e Em tvoria bazu v P, su linedrne nezavislé a ¢; = ... =
¢n=dy =...=d,, =0.7Z toho vyplyva, ied’—d”z@aﬁ—ﬁ’zd Gzea=aaf=p.
(iv) = (i) Potrebujeme ukézat iba ze S NT = {0}. Ak ¥ € SN T, tak ¥ mozeme
vyjadrit ako stcet vektora z S a vektora z T tymito dvoma sposobmi: ¥ =7 +0 =0+ 7. Z
jednoznacnosti potom vyplyva, ze 7 = 0. O

Cvicenia

Uloha 4.5.1. Zistitd| d(U), d(V), d(U + V), d(U N V), bézu U +V a bazu U NV
a) v R? pre U = [(2,5)], V =

b) v R3 pre U = [(1,2,3), (—1,2,3)], V = [(2,1,4), (-2,1,4)]

¢) v R* pre U =[(1,0,1,0),(1,0,0,1)], V =[(1,1,1,0),(1,0,1,1)]
d) v R* pre U = [(1,2,3,4),(1,1,1,1),(4,3,2,1)], V = [(1,1,0,0),(0,0,1,1),(1,0,0,0)]
[ )17172 O b)2 2 351) C)25273717 )27 7471]

Uloha 4.5.2. Nech T' = [(1,3,2), (2,1, 3), (3,4, 0)] je podpriestor (Zs)3. Existuje podpriestor
S taky, ze (Z5)® = T @ S? Ak 4no, najdite ho! Je tento podpriestor jednozna¢ne uréeny?

Uloha 4.5.3. Nech S # T st dva podpriestory vektorového priestoru F3 nad polom F a
d(S) =2, d(T) = 2. Dokazte, ze d(SNT) > 1.

Uloha 4.5.4. Dokéite, 7e ak €3, .. ., €}, je baza vektorového priestoru V, tak V = [61]®... @
[¢].

5Tato tlohu budeme riesit neskér, ked sa (v Casti[5.2) nauéime jednoduchy sposob ako najst dimenziu a
bazu daného podpriestoru R™. Zaradil som ju vSak sem, pretoze suvisi s témou tejto podkapitoly.
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Kapitola 5

Linearne zobrazenia a matice

5.1 Matice

Definicia 5.1.1. Maticou typu m X n nad polom F nazjvame Iubovolnu tabulku pozosta-
vajtcu z prvkov pola F, ktord ma m riadkov a n stlpcov.

Matice zapisujeme v tvare

ai1 ai2 ... Qain
az1 Qa2 ... Qaz2n
Aml Gm2 ... Amn

pricom a;; oznacuje prvok v i-tom riadku a j-tom stipci.
Niekedy bude vyhodné pouzit strucnejsi zapis ||a;;||, ¢im myslime, Ze pre struénost niekedy
len uvedieme predpis pre prvok i-teho riadku a j-teho stipca.

Priklad 5.1.2. (Z i ‘;’) je matica typu 2 x 3 nad R.
Definicia 5.1.3. Nech A, B st matice typu m x n nad polom F a c € F.
(a) Sucet matic A = ||a;j|| a B = ||bsj|| je matica A+ B = ||a;; + bsjl].
(b) Matica c.A = ||ca;;|| sa naz§va c-ndsobok matice A.
(Teda scitovanie matic a nasobenie matice skaldrom definujeme po stradniciach.)
Vsimnime si, Ze stcet matic definujeme len pre matice rovnakého typu.

Priklad 5.1.4. UvaZujme matice typu 2 x 2 nad R.

(67)+(61)=(3%)

2.(67)=(7%")

Veta 5.1.5. Matice typu m X n nad polom F s takto definovanym scitovanim a ndsobenim
skaldrmi tvoria vektorovy priestor nad polom F.

Dékaz. Uloha (Vlastne si sta¢i uvedomit, Ze je to to isté ako priestor F™" — matice
typu m X n tvoria len inak zapisané mn-tice prvkov z F', operacie s definované tak, Ze
koresponduju s priestorom F™".) O

Vdaka tomu, Ze matice tvoria vektorovy priestor nad F mozeme vyuzivat vsetky vlast-
nosti, ktoré pozname z vektorovych priestorov, ako napriklad identitu ¢(A + B) = cA + ¢B.

Budeme pouzivat oznacenie —A = || — a;;|| pre opac¢nd maticu k matici A a 0 = [|0|| pre
nulovi maticu.
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Definicia 5.1.6. Maticu typu n x n (teda taki, ktorad mé rovnaky pocet riadkov a stipcov)
nazyvame stvorcovd matica.

Maticu
1 0 0
=1, = 0 1
: . .0
0O ... 0 1

typu n x n, ktord mé na diagonale jednotky a mimo diagondly nuly, nazyvame jednotkovd
matica.

Stvorcovd matica, ktord ma mimo diagonély iba nuly (t.j. a;; = 0 pre i # j) sa nazjva
diagondlna matica. (Prikladom diagonélnej matice je jednotkova matica.)

Poznamka* 5.1.7. Jednotkovi maticu by sme mohli definovat ako I = ||d;;]], kde

1 aki=yj,
dij = .,
0 aki#j.
Takto definovany symbol sa v matematike ¢asto pouziva, nazyva sa Kroneckerov symbol.

Casto budeme pouzivat aj pojem transponovanej matice.

Definicia 5.1.8. Transponovand matica k matici A typu m x n je matica AT typu n x m
urcena ako
T
A = lagil|.

Stvorcova matica A sa nazyva symetrickd, ak A = AT a antisymetrickd, ak A = —AT.
Teda AT je vlastne matica A prevratend symetricky podla hlavnej diagonaly.
Mozeme si v8imnut, Ze plati I7 = I, (AT)T = A, (A+ B)T = AT + BT a (cA)T = cAT
(tloha(5.1.3).
Priklad 5.1.9. Ak A = (3}3), tak A7 = (21 2)

Matica (3 2) je symetricka, matica ( %, 3) je antisymetricka.

Cvicenia
Uloha 5.1.1. Overte, 7e matice typu m x n nad polom F (spolu so s¢itovanim matic a
nisobenim matice skaldrom) tvoria vektorovy priestor nad F.

Uloha 5.1.2. Dokéite, 7e diagonalne matice tvoria podpriestor vektorového priestoru vset-
kych matic typu n x n.

Uloha 5.1.3. Nech matice A a B st rovnakého typu. Dokézte, Ze potom (A+B)T = AT+ BT
a (AT)T = A. Comu sa rovna (c1 A + c2B)T?

Uloha 5.1.4. Dokazte, ze

a) mnozina vSetkych symetrickych matic typu n x n a

b) mnozina vSetkych antisymetrickych matic typu n x n

tvoria podpriestory vektorového priestoru vSetkych matic typu n x n. Je vektorovy priestor
matic typu n x n direktny sacet tychto podpriestorov?

Uloha 5.1.5. Dokézte, ze kazda Stvorcovd matica sa d4 napisaf ako stéet symetrickej a
antisymetrickej matice. Je vektorovy priestor vsetkych matic typu n x n direktnym stctom

priestorov z tlohy
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5.2 Riadkova ekvivalencia a hodnost matice

Definicia 5.2.1. Podpriestorom prislichajicim matici A typu m xn nad polom F nazyvame
podpriestor priestoru F” generovany riadkami matice A. Oznacujeme ho Vy.

Aby sme rozumeli predchadzajicej definicii, uvedomme si, Ze kazdy riadok matice je
vlastne n-tica prvkov z F', ¢ize ho mozeme chapat ako vektor z F".
Ak matica A ma riadky &y, ..., d,,, tak podpriestor prislichajuci tejto matici je vlastne
Va=[d1,...,0n]
Priklad 5.2.2. Pozrime sa na par prikladov nad polom R.
A= ( ) Va = [(17071)7(071a1)]
1= ( Vi = [(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)] = R3

Vidime, Ze jednotkovej matici I zodpoved4 Standardnd baza priestoru R3, preto jej pri-
sltcha cely priestor R3.

101
011
100
010
001

Zavedieme teraz tpravy, ktoré ndm umoznia jednoduchsie popisat priestor prislichajici
danej matici.

Definicia 5.2.3. Elementdrne riadkové operdcie na matici A nad polom F st:
1. vymena 2 riadkov matice,
2. vynésobenie niektorého riadku matice nenulovym prvkom c pola F,
3. pripocitanie nadsobku niektorého riadku k inému riadku.

Hovorime, Ze matice A a B st riadkovo ekvivalentné ak maticu B mozno z A dostat pomo-
cou konecnej postupnosti elementarnych riadkovych operacii. Ak matice A a B st riadkovo
ekvivalentné, zapisujeme to ako A ~ B.

Priklad 5.2.4. Nasledujice matice sme dostali z prvej pomocou elementarnych riadkovych
operacii. Su to teda riadkovo ekvivalentné matice.

0
A-(EDYEAD20A )Y HDY@D 2@ e (i)
3-23 3 -2 3 0 -8 —12 023 000 000 000

Elementarne riadkové operacie, ktoré sme pouzili st:
(1) k 2.riadku sme pripo¢itali (-2)-nasobok prvého (inak povedané, od¢itali sme dvojnasobok),
(2) od 3.riadku sme od¢itali 3-nasobok prvého,
(3) 2.riadok sme vynasobili —%, 3.riadok sme vynasobili —i,
(4) od 2.riadku sme odpoditali treti,
(5) od prvého riadku sme odpoditali druhy,
(6) druhy riadok sme vynasobili 1 (¢ize sme vlastne ho vydelili 2).

Poznamka 5.2.5. Podobnym sposobom sa dajt definovat aj elementarne stipcové operécie.

Poznamka 5.2.6. Je zrejmé, ze ak A ~ B a B ~ C, tak plati aj A ~ C. (Postupnostou
elementarnych riadkovych operécii vieme z A dostat najprv B a potom z B dostat C.)

Okrem toho elementirne riadkové operacie mozno obratit, preto ak A ~ B, tak plati aj
B ~ A.

(Nie je fazké si uvedomit, Ze ak B dostaneme s A vymenou 2 riadkov, tak vymenou tych
istych riadkov dostaneme z matice B pévodnt maticu A. Takisto, ak pouZzijeme vynasobenie
niektorého riadku prvkom c # 0 pola F', tak pdvodnt maticu dostaneme tak, Ze tento riadok
vynasobime c~!. Ak sme v matici B ziskali k-ty riadok pripo¢itanim c-ndsobku j-teho riadku,
¢ize k-ty riadok novej matice pomocou riadkov pévodnej matice vieme vyjadrit ako a + cd;,
tak (0 +cd;)—cd; = dy, Cize pripoc¢itanim (—c)-nasobku j-teho riadku ku k-temu dostaneme
z B pdévodni maticu.)
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Veta 5.2.7. Elementdrne riadkové operdcie nemenia podpriestor prisluchajici danej matici.
(Teda riadkovo ekvivalentnym maticiam zodpovedd rovnaky podpriestor.)

Dokaz. Chceme ukéazat, Ze ak na matici A, ktorej riadky st @y, .. ., @, urobime ktortkolvek
z 3 elementarnych riadkovych operacii, podpriestor prislichajici novej matici bude rovnaky
ako podpriestor V4 = [d1,...,an].

V pripade vymeny 2 riadkov je to jasné — ak vektory napiSeme v inom poradi, tak vyge-
neruju ten isty podpriestor.

Dalsou elementarnou operéaciou je vynasobenie niektorého riadku skaldrom c # 0. Potom
priestor prislichajici novej matici je Vg = [d1,...,d;—1,cd;, @it1,...,0,]. Pretoze cd; €
V4, vsetky vektory generujice priestor Vp patria do V4, preto tam patria aj vsetky ich
linearne kombinécie, ¢o znamend Vg C V4. Obratend inklaziu V4 C Vg dostaneme rovnakym
sposobom: vektor @ = ¢~ 1.(c@) totiz patri do V3.

Zostava nam posledna operacia — pripocitanie nasobku niektorého riadku k inému riadku.
Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze sme pripocitavali c-nasobok druhého riadku
k prvému (vektory mézeme lubovolne preusporiadat bez toho, aby sme zmenili podpriestor,

ktory generuji). Chceme teda ukédzat, ze Vj = [@1,...,8n] = [d1 + cda, da, ..., dn] = V.
Kazdy z vektorov generujacich Vg je linearna kombinacia vektorov as, ..., d,,, preto plati
Vg C Vi = [d1,...,0y]. Obratene, vektor &1 = (&1 + cda) — cdsy je linedrna kombinacia
vektorov, ktoré generuju Vg, preto plati aj V4 C Vp. O

Definicia 5.2.8. Matica A je redukovand trojuholnikovd matica, ak:
(i) Veduci (=prvy nenulovy) prvok kazdého riadku matice je 1.

(ii) Kazdy stipec obsahujtici vedtici prvok niektorého riadku mé prvky v ostatnych riadkoch
nulové.

(iii) Nulové riadky lezia pod nenulovymi riadkami.

(iv) Veduci prvok fubovolného nenulového riadku je napravo od veducich prvkov vSetkych
nenulovych riadkov nad nim a nalavo od vedtcich prvkov riadkov pod nim (t.j. vedice
riadky st usporiadané zlava doprava).

10
Napriklad matica (o 1
00

[=]NIVH V)

), ktort sme dostali v priklade [5.2.4| je redukovana trojuholni-

kova matica.
TLubovolnd redukovand trojuholnikovd matica vyzera zhruba takto:

0 ... 0 0 01[1] = 0 = %
0 ... 0 0 0 0 0 [1] =« x
0O ...0 0 0 0 0 0 0 0
0 00 0 0 0 0 0 0

V predchéadzajtcej schéme x ozna¢uje miesta, kde moze byt lubovolny prvok (nulovy alebo
nenulovy). Vidime, Ze vedice jednotky (vyznacené stvoréekom) ida zlava doprava

Veta 5.2.9. KazZdd matica nad polom I je riadkovo ekvivalentnd s nejakou redukovanou
trojuholnikovou maticou.

Dokaz. Nech A je matica typu m x n.

Tvrdenie vety dokdzeme indukciou vzhladom na m — pocet riadkov matice A.

Ak m = 1, tak mame jediny riadok. V pripade, Ze je tento riadok nulovy, matica uz je v re-
dukovanom trojuholnikovom tvare. Ak nie, tak tento riadok ma tvar (0,...,0,a1s, a1 541, - - -, A1n),
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kde ajs je prvy nenulovy prvok v danom riadku. Vynasobenim afsl dostaneme maticu
(0,...,0,1, a;sla1’5+1, e afslaln), ¢ize veduci prvok jej jediného riadku je 1 a tato matica
je v redukovanom trojuholnikovom tvare.

Indukény krok: predpokladame, Ze tvrdenie vety plati pre kazdd maticu, ktord ma m
riadkov, chceme dokézat, Ze plati aj pre ubovolnt maticu A typu (m + 1) x n.

Ak A je nulova matica, tak je v redukovanom trojuholnikovom tvare. V opa¢nom pripade,
nech s je prvy stipec, ktory je nenulovy. Teda tento stipec obsahuje aspoii jeden nenulovy
prvok.

0 0 a1s * k%X Al
0 0 * * % ok %
0 0 aps #0 x % % apg
0 0 * * % % *
0 . 0 Am+1,s ok ok Qnps

Vimenou riadkov vieme dostat maticu, ktord mé v s-tom stipci nenulovy prvok uz v pr-
vom riadku. (Ak to spliia uz pévodna matica, nie je potrebné vymienat riadky.)

0 0 b1s#0 x % * =
0 0 bas O S S
0 0 : * % % %
0 0 brs R T
0 0 : EE S S S
0 0 b7n+1,s ook ok X
Aby sme v prvom riadku dostali vedicu jednotku, vynasobime ho bfsl.
0 0 1 x ok k%
0 0 bas x ok k%
0 0 *
0 0 brs x ok k%
0 0 R S I
0 0 bmg1,s * * * *

Teraz vieme vynulovat vietky ostatné prvky v s-tom stlpci — na to staci od k-teho riadku
(pre k =2,3,...,m+ 1) odpoéitat bys-nédsobok prvého riadku.

0 0 ]. * * ES *
0 0 0 €2 s5+1 cee e C2.n
0 0 * * * *
0 O O Ck,s+1 e e Ck,n
0 0 * * * *
0 . 0 0 Cm4+1,s+1 -+ --- Cmn

Teraz nastala spravna chvila pouzif indukény predpoklad — podla neho vieme podmaticu
pozostavajicu zo vSetkych riadkov predchddzajticej matice okrem prvého upravit na reduko-
vani trojuholnikovii maticu. Takto dostaneme maticu tvaru, ktory schematicky znazornime
takto:

cocooc oo
cooc o oo
cooc oo~
coo o]«
oo olr|o
coo ¥ % %
o o[=]o o
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Inak povedané, podmatica pozostavajica z riadkov 2 az m + 1 splita definiciu redukova-
nej trojuholnikovej matice. Jedind podmienka, z definicie redukovanej trojuholnikovej matice,
ktora moze byt narusena v celej matici, je, Ze v niektorom zo stipcov obsahujtcich vedicu jed-
notku méze tato matica obsahovat nenulovy prvok. Pripoéitanim vhodného nasobku tychto
riadkov vieme aj tieto prvky matice vynulovat. (Presnejsie to mozeme zapisat takto: oznacme
prvky prvého riadku v (s + 1)-vom aZ n-tom stipci. Nech stipce obsahujiice vediice jednotky

su i9,13,...,%. Potom od prvého riadku odpocitame c; ;,-ndsobok 2.riadku, c; ;,-nésobok
3.riadku, atd.)
0 01 0 0 x O
0 0 0 0 % 0
0 00 0 x 0
0 00 0 0 0
0O ... 00 0 0 0 O
0O ... 00 0 0 0 O
Z naznacenych tprav je vidno, ze vysledna matica je skutoc¢ne redukovana trojuholnikova
matica. O

Predchédzajici dokaz vlastne sti¢asne popisuje aj algoritmus, ako mozeme upravit lubo-
volni maticu na redukovany trojuholnikovy tvar.

Ako priklad tpravy na redukovant trojuholnikovii maticu ndim moze opét posluzit priklad
b.2.4

Zatial sme si povedali, ¢o st redukované trojuholnikové matice a vysvetlili sme si postup,
akym mozeme z fubovolnej matice pomocou elementarnych riadkovych tGprav dostat reduko-
vanu trojuholnikovi maticu. Teraz by sme chceli ukézat, preco st redukované trojuholnikové
matice uzitocné.

Veta 5.2.10. Nenulové riadky redukovanej trojuholnikovej matice st linedrne nezdvislé.

Najprv ilustrujme tito vetu na priklade. Opit pouZijeme redukovant trojuholnikovii ma-

ticu z prikladu

Priklad 5.2.11. Riadky redukovanej trojuholnikovej matice z prikladu saa=(1,0,2)
ap=(0,1, %) Rovnost ¢@ + df = 0 znamena, ze

o1,0,2) + (0,1, 3) = (6,2 + Sd) = (0,0,0),

z ¢oho dostaneme (porovnanim prvych 2 stradnic) ¢ = 0 a d = 0. Plati teda implikdcia
cd+dB=0= c=d=0, e vektory @ a § st linedrne nezavislé.

Videli sme, ze dolezité boli tie siradnice, na ktorych sa nachadzaji vedice jednotky. V na-
sledujicom dékaze postupujeme takmer identicky ako v priklade, ktory sme prave uviedli.

Dokaz. Nech dy,...,d, st nenulové riadky redukovanej trojuholnikovej matice A. Nech
i1,...,1% st stipce s vediicimi jednotkami.

Vektor c1dq + - -+ + cx@ mé na mieste ¢; prvok ¢; (pre j = 1,2,...,k), takze rovnost
164 4 - + cpdy, = 0 implikuje ¢; = 0 (pretoze nulovy vektor mé na tomto mieste nulu).
Zistili sme, 7e plati c1ay + -+ +cpar =0 =1 =ca = ... = ¢}, = 0, &ize vektory @y, ..., d
st skutocne linedrne nezavislé. O

Definicia 5.2.12. Hodnost matice A je dimenzia podpriestoru V4 prislichajiceho tejto
matici. Oznacujeme ju h(A).
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Z tejto definicie mame rovnost h(A) = d(Vy4) a pretoze elementarne riadkové operécie
nemenia priestor prislichajuci danej matici (veta , nemenia ani hodnost matice.

7 vety vyplyva, Ze hodnost redukovanej trojuholnikovej matice je pocet jej nenu-
lovych riadkov. Teda hodnost matice mdZeme ratat pomocou tpravy na redukovana troju-
holnikovi maticu. Pre maticu z prikladu dostaneme h(A) = 2.

Okrem toho, Ze redukované trojuholnikové matice st uZitoéné na vypocet hodnosti (a
tym aj vypocet dimenzie podpriestoru generovaného nejakymi zadanymi vektormi), dajua sa
vyuzit aj na to, aby sme zistil, ¢i nejaky vektor patri do podpriestoru Vy.
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Priklad 5.2.13. V priklade |5.2.4| sme ukézali, Ze matice A = (é 3% z) aB= (0 1 g) st
- 000

riadkovo ekvivalentné ¢o znamena, ze Va = Vp = [(1,0,2), (0,1, 3)].
Pokuisme sa zistit, ¢ vektor & = (1,4,4) patri do V4. Ak to plati, musi byt tento vektor
linearnou kombinaciou vektorov (1,0,2) a (0,1, 3). Dostavame teda rovnost

3 3
(1,4,4) = 01(1,0,2) + 02(0, 1, 5) = (61,62,201 + 502).

Porovnanim prvych dvoch stradnic dostaneme ¢; = 1 a ¢ = 4. Vektor na pravej strane
poslednej rovnice ma potom ale tretiu siradnicu rovna 2.1 + %.4 = 8 #£ 4, c¢ize vektor @
nepatri do V4.

Postup z predchadzajiceho prikladu sa d4 pouzit na dokaz tohoto tvrdenia:

Lema 5.2.14. Nech A je redukovand trojuholnikovd matica typu m x n nad polom F.

Oznacme jej nenulové riadky a1, ..., 8, a ako iy,...,i, oznacme &isla stlpcov, v ktorych si
vedice jednotky. Potom & = (c1,...,cn) € Vg prdave vtedy, ked & = ¢;; dq+c¢iyda+. ..+, Ak
Dokaz. Ak d € Vy, tak @ je linedrnou kombindciou vektorov a'y,...,dy, Cize & = dydy +
-+ dpa

Pozrime sa, akd je i;-ta suradnica vektoru & = di@; + -+ - + dd, pre Iubovolné j =
1,2,..., k. Na tejto zlozke maju vektory &, ..., d; nulu s vynimkou vektora «;, ktory tam
ma 1. Preto na i;-tej suradnici vektora did; + - - - + didi, je dj;, dostavame rovnost d; = Cij-
Zistili sme, ze koeficienty linedrnej kombinacie st skuto¢ne rovné c;,, c;,, ..., ci,.

Obratena implikacia je zrejma. O

Veta 5.2.15. Ak A a B st redukované trojuholnikové matice rovnakého typu m X n nad
polom F a V4 = Vg, tak A= B.

Dokaz. Aby sme ukdzali, Ze 2 redukované trojuholnikové matice sa rovnaju, staci dokazat,
7e vediice jednotky st v rovnakjch stipcoch a v ostatngch stipcoch obsahujt matice rovnaké
prvky.

Pretoze h(A) = h(B), tieto matice maji rovnaky pocet nenulovych riadkov. Ozna¢me ho
k. Nenulové riadky matice A ozna¢me &,...,0) a i1 < is < ... < i; nech su &sla stipcov,
ktoré obsahuju veduce jednotky. Podobne nenulové riadky matice B ozna¢me ﬁl, ey Ek a
nech vedice jednotky tejto matice st v stipcoch j; < jo < ... < ji.

Postupujme sporom. Predpokladajme, Ze by vedice jednotky neboli v rovnakyjch stipcoch.
Nech t je prvy index, kde i; # j;. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat iy < j;.
Vektor d; mé na miestach i1, ...,4;_1 nuly. Preto

Gr =081+ ...+ 081 +cfi + Ct+1§t+1 ot B

Vektor na pravej strane tejto rovnosti ma na prvych j; — 1 miestach 0, ¢ize ju mé aj na mieste
it, Co je spor (kedZe sa méa rovnat vektoru &, ktory tam m4 prvok 1).
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Zistili sme, 7Ze predpoklad i; # j; vedie k sporu, preto i; = j;.

Teraz stac¢i ukazat, ze pre vSetky t = 1,2,...,k plati a; = B; — to znamenad, Ze aj ostatné
prvky matic A a B sa rovnaju.

Vektor @; ma 0 na miestach iy,...,4;—1 aj 4441, .- .,% a na mieste i; ma jednotku. Podla
lemy [5.2.14)teda & = 01 + ... + 08—y + 15, + 0541 + 05y, dize G, = . O

Na ziskanie lep$ieho porozumenia predchadzajiceho dokazu je mozno dobre si ukézat jeho
najdolezitejsi krok na konkrétnom priklade.

Priklad 5.2.16. Majme redukovant trojuholnikovii maticu
A=(5097%3)

ktora ma vedtce jednotky v prvom a trefom stipci.

Predpokladajme, ze by existovala redukovana trojuholnikova matica taka, ze V4 = Vp

ale tato matica by mala vedice jednotky v prvom a Stvrtom stipci, ¢ize by mala tvar
B=(o"5 "6 10i2)

To by znamenalo, Ze (0,0,1,1,2) € Vg apodla lemyz toho dostaneme (0,0,1,1,2) =
0.(1,b12,b13,0,b15) + 1.(0,0,0, 1, be5), ¢ize (0,0,1,1,2) = (0,0,0,1,ba5); ale tieto vektory sa
lisia na tretej stiradnici, teda uvedena rovnost nemdze platit.

Iny sposob, ako mézeme ukéazat, ze V4 # Vg: Ak by sa tieto podpriestory rovnali, tak
by platilo (0,0,0,1,bs5) € V4 =[(1,1,0,2,1),(0,0,1,1,2)]. Z lemy potom dostaneme
(0,0,0,1,b95) = 0.(1,1,0,2,1) + 0.(0,0,1,1,2) = (0,0,0,0,0). Dostali sme teda rovnost nu-
lového a nenulového vektoru, o je spor.

Predchéadzajice vety mozeme zhrntt nasledovne.

Doésledok 5.2.17. Nech A a B st matice typu m X n nad polom F. Nasledovné podmienky
st ekvivalentné:

(i) A a B st riadkovo ekvivalentné,
(ii) V4 =V,
(iii) A a B st riadkovo ekvivalentné s tou istou redukovanou trojuholnikovou maticou.

Dokaz. Veta vlastne znamend implikaciu (i) = (ii).

PodTla vety je A riadkovo ekvivalentné s nejakou redukovanou trojuholnikovou mati-
cou A’ a B je ekvivalentnd s redukovanou trojuholnikovou maticou B’. Pretoze Vg = Vg =
Va = Vs, podla vety A’ = B’. Tym je dokdzand implikacia = .

Podla poznamky [5.2.6, ak A ~ T a B ~ T (T je redukovand trojuholnikovd matica), tak
aj A ~ B. Teda plati aj implikécia = . O

Poznamka 5.2.18. Postup z prikladu a lemy moézeme pouzit na akusi ,,polo-
viéna skasky spravnosti“ pri pocitani redukovanej trojuholnikovej matice. Pretoze podobny
postup sa da pouzit aj v inych situdciach, vysvetlime si ho trochu podrobnejsie.

Z dosledku[5.2.17] vieme, Ze ak matica A je podobnd redukovanej trojuholnikovej matici B,
tak V4 = Vp. Tato rovnost sice nevieme priamo overit, vieme vSak Tahko zistit, ¢i V4 C Vg
(tak, Zze postupne overime, ¢i jednotlivé riadky matice A patria do Vp; pouzijeme na to
rovnaky postup ako v priklade .
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Ak ndm takéto ,,poloskiiska“ nevyjde vieme dokonca pomerne jednoducho najst poslednii
upravu od konca, v ktorej sme spravili chybu. Skiisme urobif v Gprave nejakej matice na
redukovany trojuholnikovy tvar narocky chybu a ilustrovat si, ako ju vieme néajst.

1-2-2 2 1 1-2-2 2 2 1-2-2 2 3 1-2-2 2 4 1-2-2 2 5
(207171)&) 04 3 =5 (~)<04375)(~)<04072)(~) 01 0 —3% (N)
30 —4-4 00 -%-3 00 1 1 00 1 1 00 1 1

100 3
(o 10-3% )

001 1
Ked urobime sktsku pre prvi maticu, nevyjde. (Konkrétne pre druhy riadok dostaneme
2(1,0,0,3) — (0,0,1,1) = (2,0,—1,5).)

Aby sme nasli chybu, robime skusku pre matice, ktoré sme dostali ako medzivysledky, az
kym nenarazime na situdciu, Ze pred niektorou upravou skuska nesedi a po nej uz ano. To
znamena, ze v tejto tiprave sa zmenil podpriestor prislichajici matici, a teda tato aprava
nemdZe byt spravna.

Napriklad pre maticu po tprave (2) sktska nesedi (4.(0, 1,0, —%)4—3.(0, 0,1,1) =(0,4,3,1)).
Musime teda chybu hladaf napravo od tejto matice.

Vysktsame maticu po tprave (4) — skuska vyjde. Vyskasame maticu po tprave (3) —
skaska opit vyjde. KedZe pre maticu pred dpravou (3) ndm skuska vysla, ale po nej nie,
museli sme spravit v tejto tprave chybu.

Samozrejme, moze sa stat, ze urobime chybu takého typu, ktort takdto poloskiska neod-
hali.

Spravny postup je

2 -2 2

1-2-2 2 1 1-2-2 2 2 1-2-2 2 3 - 4
(2 0 —1—1) D (o0 3. =5 @ (o 4 3 —5) @ ( 4 0 8) @ (
30 —4-4 00 —-3-32 00 1 1 0 1 1

1
(1) 3.r-=(3/2)*2.r; 2.r-=2*1.r (Tymto zapisom sa mysli to, Ze od treticho riadku sa
odpocita (3/2)-ndsobok druhého a od druhého dvojndsobok prvého) (2) 3.r*=-2/5 (3)
2.1-=3%3.r (4) 2.7%=1/4 (5) 1.1+=2%2.7+2*3.r

—2-2 2\ (5)
10 —2) ~
0 1 1

[=X=)
cor

/
[=X=lty
oo
oo
|
V)

Cvicenia V nasledujucich tlohéch, ak nie je uvedené inak, uvazujeme matice nad polom
R.

Uloha 5.2.1. Najdite redukované trojuholnikové matice riadkovo ekvivalentné s nasleduji-
cimi maticami a) nad polom R b) nad polom Z5

113 2341
231 322 3232
121 043 1400
411 1123

Uloha 5.2.2. Ak sa to d4, dopliite dané vektory na bazu vektorového priestoru (Zs)*:
a) (1,2,0,0), (3,4,0,1)

b) (1,2,3,4), (1,1,1,1), (3,2,1,0)

c) (2,3,4,1), (3,2,4,1), (0,2,3,2)

d) (1’371747)7 (37]‘074’3)7 (2737]‘71)

Uloha 5.2.3. Zistite, ¢ nasledujiice matice tvoria bazu vektorového priestoru vietkych matic
typu 2 x 2 nad polom R:

a) (51): (85): (15, (§3) D) (31),(13).(41).(53)

Uloha 5.2.4. Zistite, ktoré z danych vektorov patria do podpriestoru [(1,4,1,0),(2,3,-2,-3),
(0,2,—5,—6)] priestoru R*: a) (4,11,-3,-3), b)(1,0,11,12), ¢) (3,0,4,1), d) (1,-1,2,-2).

Uloha 5.2.5. Zistite, ¢ [51, 52] C [Y1,72,73] vo vektorovom priestore R* nad polom R, ak
5;1 = (1> 17 57 1)7 ’72 = (17 07 27 1)7 5;3 = (2> 1707 1)7 1= (17 ]-u 57 1) a 52 = (_17 17 6; _2)
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Uloha 5.2.6. Zistite hodnosti matic

_ 10..0 _

12345 cotes 010 2-13-24 52 St
0-1380 1-25 17

00 230 000 1-1 00 .1 2-11 8 2 51 —17

0000 7 091 77 9 1

Uloha 5.2.7. Upravte danti maticu nad polom R na redukovany trojuholnikovy tvar a uréte
hodnost matice

43—
3-1325 1305 0 —1
G734 (E3234) (Bsspas) (35
33 —4-4 7514 1 39115 0 —1 asd

Uloha 5.2.8. Uréte hodnost danej matice v zavislosti od parametra ¢ € R

1 ¢ —12 3 2 ¢ 2¢c 2c+1 0 2c+l1 0
A= (2 -1 ¢ 5) <1 -13 —c) (2071 20) (4071 2c>

110 —61 2301 c ¢ ¢ c ¢ ¢
Uloha 5.2.9. Zistite, ¢ priestor [(2,4,4,2,4),(3,1,1,2,2),(4,3,3,2,0)] je podpriestor priestoru
[(1,1,0,1,4),(2,1,3,3,1),(3,2,1,1,3)] a) nad Q, b) nad Zs, c) nad Zr.

Uloha 5.2.10. Zistite, ktoré z danych matic stt navzéjom riadkovo ekvivalentné:

(231) (131) (031) (301) (101) (321)
233)(243)(203)(032)(0o11)(421
124)\312/\112/\103/\213/\101

Uloha 5.2.11. Nijdite bazu daného podpriestoru a urcite jeho dimenziu:

a) [(1,1,0,-1),(0,1,2,1),(1,0,1,-1),(1,1,-6,-3),(—=1,—5,1,0)] v R%;
b) [(17 27 2a 05 1)7 (1a 2a 07 ]-7 Q)v (15 27 _Qa 13 0)] v RB

¢) [(1,2,2,0,1),(1,2,0,1,2),(1,2,3,1,0)] v Z3

d) [(1,2,2,0,1),(1,2,0,1,2),(1,2,3,1,0)] v Z2.

Uloha 5.2.12. Zistite, pre aké hodnoty parametra ¢ st dané vektory linedrne zavislé
a) (—1,0,-1), (2,1,2), (1,1,¢) v R3;

b)
Uloha 5.2.13*. Urcite hodnost matice:
1 ap af .. oa?
1 a2 ag .. ay
1 an ai .. ap
1 ant1 ai_H aﬁ_H
ak viete, Ze ay,...,a,+1 SU navzajom rozne realne ¢isla (t.j. a; # a; pre vsetky i # 7).

Vsetky priklady, v ktorych vystupuju len celé éisla, si mozete upravit tak, ze jednotlivé
¢leny matice nahradite ich zvyskami po deleni 3 (5, 7) a rieSite rovnaka tlohu nad Zj3 (Zs,
Z7).

5.3 Linearne zobrazenia

V tejto casti zavedieme vlastne najdoélezitejsi koncept tejto prednasky — linearne zobrazenia.
Ak by sme povedali, Zze vSetko ¢o sme robili doteraz sme robili iba s ciefom, aby sme si
pripravili vhodné prostriedky na popis linedrnych zobrazeni, neboli by sme daleko od pravdy.
Téato prednaska totiz do velkej miery smeruje k tomu, aby sme pochopili linedrne javy, ktoré
sa v matematike (ale aj vo fyzike a dalsich aplikdciach) popisuji prave pomocou linedrnych
zobrazeni.
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Definicia 5.3.1. Ak V a W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je zobrazenie
z V do W, tak hovorime, ze f je linedrne zobrazenie, ak pre Tubovolné &, 5 € V' a lubovolné
c € F plati

- -,

(i) f@+pB) =f(a@+ f(8),
(if) f(cd) = cf(a).

Inymi slovami, linedrne zobrazenia si tie zobrazenia, ktoré zachovavaju zakladné operacie
popisujuce vektorovy priestor.

Priklad 5.3.2. Otocenie v rovine o 90° je linedrne zobrazenie.

(g,

90° (z,y)

v

Obr. 5.1: Otocenie v rovine o 90°

Otocenie v rovine o 90° mé vyjadrenie v stradniciach]

[z, y) = (y, —x).

Overme podmienky z definicie linedrneho zobrazenia:

fay)+f@y) =W -2+, —2)=Wy+y,—(@+2") = fla+2",y +9),
f(c:n,cy) = (Cya _Cl') = Cf(l’,y)
Priklad 5.3.3. Zobrazenie f: R? — R? uréené predpisom f(x,y) = (22 + y,z + 3y) je line-

arne zobrazenie. (V istom zmysle je typickym prikladom linedrneho zobrazenia, ako uvidime
neskor.)

fly)+ f@y) = e +y,z+3y) + (22" +3,2" +3y) =
Qe+ +y+y,z+2"+3y+y) = flz+2" y+y),

flex,cy) = (2cx + cy, cx + 3cy) = c(2x + y, v + 3y) = cf (v, y).

Veta 5.3.4. Nech V., W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je zobrazenie.
Nasledujice podmienky siu ekvivalentné:

(a) zobrazenie f je linedrne,

-,

(b) f(cd@ + df) = cf (@) + df (B) pre lubovolné c,d € F a lubovolné &, 3 € V,

—

(¢) fler@i+-+cnd@yn) =c1f(@1)+...+enf(dy) pre lubovolnécy, ... ,c, € F, dy,...,0, €
V.

1Keby sme boli presni, mali by sme pisat f((z,y)) — jednu zatvorku kvoli zobrazeniu a druhti z oznadenia
vektora. Rozhodli sme sa, ze si zapis trochu zjednodusime.
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Posledna podmienka v predchadzajicej vete hovori, Ze linedrne zobrazenia st prave zo-
brazenia zachovavajice linedrne kombinacie.

Dokaz. (ED = (]E[) Vyplyva priamo z definicie linedrneho zobrazenia.

flea+dd) Q fea) + £(aB) @ c(@) + af (3)

(@ = (|c)) Dostaneme opakovanym pouzitim @ (Formalny dokaz by sme urobili pomocou
matematickej indukcie.)
= @ Ak dosadime n = 1 dostaneme podmienku z definicie linedrneho zobrazenia.

Pre n =2 a ¢; = ¢co = 1 mame podmienku . O]
Tvrdenie 5.3.5. Ak f je linedrne zobrazenie, tak f(ﬁ) =0.
Dokaz.

f(0) = f(0+0) = f(0) + £(0)
Vykratenim f(0) dostaneme f(0) = 0. O
Veta 5.3.6. Nech V, W st vektorové priestory. Nech d, ..., dy, je bdza priestoru V a nech
By, 0n € W. Potom existuje prdve jedno linedrne zobrazenie f: V. — W také, Ze

f(a:) = B;

prei=1,2,... n.
Doékaz. Nech a € V. Pretoze ay, . .., ay tvori bazu priestoru V, existuju jednoznacéne urcené
skalary cq,...,c, € F také, ze

a=c101+ -+ cply.

Potom f(@) definujeme ako
f@) =c1fi+-+cafn.

(Pretoze c1, ..., ¢, st jednoznacne uréené, je f dobre definované, t.j., nemoze sa stat, ze by
sme takto tomu istému & priradili dve rozne hodnoty. Sticasne f(&) nemoze mat ind hodnotu,
ak to mé byt linedrne zobrazenie — vyplyva to z toho, Ze linedrne zobrazenia zachovéavaji
linedrne kombindcie. Z toho vyplyva jednoznacnost zobrazenia f.)

Ukézeme, zZe takto definované zobrazenie je skutocne linearne. Uvazujme dva vektory

a=cia1+ -+ ¢y,

a/:d1&1+"'+dn&n
Potom plati

G+a = (cy+d)@+ ...+ (Cn + dn)dn
fl@+a)=(c1+d)Bi+ ..+ (o +dn)n=c1B1+ -+ cafin +difi + -+ duf = f(@) + f()

Podobne dostaneme

c. = cci@y + - + cepdy,

fled@) =ce1fy+ -+ ceafp = clc1fr + -+ cnfin) = c.f(@)
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Lineédrne zobrazenie je jednozaéne uréené obrazmi prvkov (lubovolnej) bazy.
V priestore F'” mame Standardna bazu

& =(1,0,...,0),&, = (0,1,...,0),...,&, = (0,...,0,1).

Této baza nam umozni popisaf lubovolné zobrazenie z F™ do F* spésobom, ktory je v istom
zmysle kanonicky.

Definicia 5.3.7. Nech F' je pole. Matica linedrneho zobrazenia f: F™ — F™ je matica typu
m X n ktorej k-ty riadok je vektor f(&%).

Maticu zobrazenia f budeme oznacovat Ay.

Kazdému linedrnemu zobrazeniu f: F™ — F™ sme takto priradili nejak maticu Ay typu
m X n.

Obratene, Tubovolnou maticou typu m x n je jednoznac¢ne urené linedrne zobrazenie
fi+ F™ — F™. (Riadky matice uréuju obrazy bazovych vektorov, jednoznacnost a existencia
takéhoto zobrazenia vyplyvaju z vety ) Linearne zobrazenie prislichajice matici A
budeme oznacovat f4.

Priklad 5.3.8. Uvazujme linearne zobrazenie f: R? — R3 dané predpisom f(z,y) = (2x +
Yy, +y,x + 2y). Dosadenim zistime, ze plati

f(gl) = f(170) - (27 1, 1)
f(§2) = f(07 1) = (1’ 1’2)

Teda matica tohoto zobrazenia je
2 11
1 1 2

Veta 5.3.9. Nech U, V, W st vektorové priestory nad tym istym polom F. Ak f: U -V a
g: V. — W st linedrne zobrazenia, tak aj g o f je linedrne zobrazenie.

Dokaz. Na overenie pouzijeme podmienku (]EI) z vety Nech &, E €U ac,d e F. Potom
dostaneme

- -,

g(f(cd + dp)) = glef(d@) + df (B)) = cg(f(@)) + dg(f(5)).

(Vyuzili sme najprv linearitu zobrazenia f a potom linearitu zobrazenia g.) O

Poznamka 5.3.10. Tahko sa overi, ze ak f,g: V — W st linedrne zobrazenia, tak aj
zobrazenia f + g a c.f su linearne.

Teraz si ukdzeme na konkrétnom priklade, ako vieme najst maticu linedrneho zobrazenia,
ak mame dané obrazy niektorych vektorov. (V pripade, Ze tieto vektory tvoria béazu, také

zobrazenie existuje podla vety )

Uloha 5.3.1. Najdite maticu linedrneho zobrazenia f: R?® — R*, pre ktoré plati:
a) f(2,0,3) =(1,2,-1,1), f(4,1,5) = (4,5,—-2,1), f(3,1,2) = (1,—-1,1,-1),

b) f(27033) = (1727 717 1)7 f(47 135) = (4>57 72; 1)7 f(27 7134) = (713 ]-a 7172)5

c) f(2,0,3) =(1,2,-1,1), f(4,1,5) = (4,5,-2,1), f(2,-1,4) = (1,-1,1,-1).

Postupujeme tak, Ze si napiSeme do matice vektory a ich obrazy a lavil ¢ast sa snazime
upravit riadkovymi ipravami na jednotkovii maticu (aby sme nasli obrazy vektorov £;)
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2031 2 -1 1 10 3
415]45 -2 1 |~ [01-1
312|1-11 —1 01-3

1

Hladand matica je R
3 3

Zakladné myslienka algorsitmu, ktory sme prave popisali, je v tom, Ze po kazdom kroku
plati, Ze vektor na lavej strane sa zobrazenim s danymi vlastnostami zobrazi na vektor napravo
od neho. Skuto¢ne, ak mame v nejako kroku f(&;) = B a f@;) = Ej (kde @y, a B oznacuje
k-ty riadok lavej resp. pravej ¢asti matice) a pripoé¢itame k i-temu riadku c-ndsobok j-teho
riadku, plati tento vztah aj pre riadky novej matice:

F@; +cd;) = f(@) +cf(d;) = Bi + cBj.

Podobne sa to da overif pre ostatné elementarne riadkové operécieﬂ

Skisku spravnosti mozeme urobit tak, Ze overime, ¢i f naozaj nadobtda zadané hodnoty,
napriklad f(3,1,2) = 3(—2,—4,2,—1) + 1(&, 43, -2,0) +2(3,42,-3,1) = (1,-1,1,-1).

V pripade, Ze sktiska nevyjde, chybu mézeme hladat tak, ze skiiSame pre medzivysledky, ¢i
sa vektor na Tavej strane zobrazi na vektor leziaci od neho napravo v zobrazeni uréenom ma-
ticou, ktord ndm vysla. Samozrejme chybu mozeme hladat aj tak, Ze kontrolujeme jednotlivé

apravy.
03| 12-11 20 3|1 2 —11 203 [12-1 1
15|4521)~<011|2 1 01>~<0112101)
—14]-11-12 0-11|-2-10 1 000|000 O
e

£(0,0,1) zvolit Tubovolne. Ozna¢me f(0,0,1) = (a, b, ¢, d). Potom dosta-

neme
203 |12-11 100|532 1-3p 1532 1-34d
(01121 0 1> ~ (010 24+a 1+b ¢ 1+d>
001 |ab ¢ d 001] a b c d
Pre kazdé a,b,c,d € R je tdto matica maticou zobrazenia f s pozadovanymi vlastnostami.
20312 —-11
c) (4 154 1
2-14]1

2 1 20 3|12 —-11 20 3 |12 —-11
5 =2 ~(01 -1]21 0 -1 ~[([01-1]21 0 -1
-1 1 -1 0-11 ]0-3-2-2 000 |[2-2-2-2

Pre linedrne zobrazenie f, ktoré by spliialo podmienky zo zadania by muselo platit £(0,0,0) =
(2, —2,—2,—2), ale také linedrne zobrazenie neexistuje. (Linedrne zobrazenie vzdy zobrazuje
nulovy vektor na nulovy vektor.)

Cvicenia

Uloha 5.3.2. Najdite maticu lineArneho zobrazenia f: (Z7)? — (Zr)? a napiste jeho predpis.
a) f(1,1) =(0,1), f(6,1) = (3,2)
b) f(2,3) = (1,0), f(3,2) = (6,1)

Uloha 5.3.3. Najdite maticu linedrneho zobrazenia f: R* — R* takého, Ze:

a) f(l’z’ 37 1) = (1’3’ 1,0)7 f(271?370) = (071?37 1)’ f(37 27 1’0) = (1707 3’ 0)’ f(27 2’ 374) =
(3,1,0,4)

b) f(1’2’374) = (070’0’())7 f(2’17351) = (17073a l)a f(0>172’0) = (27();170)7 f(1a07371) =
(2,1,3,1)

C) f(07 1’ 17 1) = (1707 07 0)’ f(1707 17 1) = (071707 0)’ f(171’07 1) = (0, 07170)’ f(1717 1’ 0) =
(0,0,0,1)

2Takyto postup je typicky pri dokazovani spravnosti algoritmov. Nagli sme tvrdenie, ktoré plati po kazdom
kroku algoritmu. (Nazyvame ho invariant.) O tomto invariante treba dokazat, ze: a) plati na zaciatku vypoctu;
b) vykonanie jedného kroku algoritmu nezmeni platnost invariantu; ¢) ak plati invariant na konci vypoctu,
tak algoritmus skutocne robi, to ¢o ma.
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Uloha 5.3.4. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F. Dokazte, Ze zobrazenie
f:V — W je linedrne préave vtedy, ked pre kazdé o‘z’,ﬁ € V a pre kazdé c¢,d € F plati
fled +dB) = cf(a) + df (B)-

Uloha 5.3.5. Nech V a W si vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linearne
zobrazenie. Ak ay,...,d, su linedrne zivislé vektory, tak aj f(&1),..., f(@y) su linedrne
zavislé vektory.

Uloha 5.3.6. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie z vektorového priestoru V do vekto-
rového priestoru W nad polom F'. Dokézte:

Ak S je podpriestor vektorového priestoru V, tak f[S] = {f(&);d € S} je podpriestor vek-
torového priestoru W.

Ak T je podpriestor vektorového priestoru W, tak f~1(T) = {@ € V : f(&@) € T} je pod-
priestor vektorového priestoru V.

5.4 Su¢éin matic

V predchadzajucej Casti sme sa naucili, ze linedrne zobrazenie F"™ — F" je jednoznacne
urc¢ené maticou typu m X n a obratene, kazdému takémuto linedArnemu zobrazeniu prislicha
jeho matica. Tiez sme sa dozvedeli, Ze zlozenim linedrnych zobrazeni opét vznikne linearne
zobrazenie. Preto je prirodzené otézka ako vyzerd matica prislichajtca zlozenému zobrazeniu.

Priklad 5.4.1. Uvazujme zobrazenie f: R?> — R?® ur¢ené maticou (397?) a zobrazenie

< . 31 , o . .y .
g: R® — R? urcené maticou ((1] 11). Pokiisme sa vypoéitat maticu zloZeného zobrazenia
Agoy- oo
Budeme oznacovat §tandardni bazu v R? ako 61, do a Standardnt bazu v R3 ako &7, €5, €5.
Vypocitajme obrazy vektorov standardnej bazy:

g(f(51)) = 9(1,0,2) = g(&1 + 253) = g(&1) +29(&3) = (3,1) +2.(0, —1) = (3, 1)
9(f(82)) = 9(2,1,1) = g(281 + &> + &5) = 29(&1) + () + g(&) = 2.(3,1) + (1,1) + (0,—1) = (7,2)
Z toho dostavame
Agos = (? _21) ‘
Poktisme sa zopakovat tento vypocet vo vSeobecnosti. Mame teda dve linedrne zobrazenia
a im prislachajice matice:

a1y ... Qip
ft F™ — F" Ay = typu m x n
Am1  --- QAmn
bir ... b
g: F" — F* Ay = typu n x k
bt ... buk
Opit nech 51, ceey 5;” je Standardnd baza F™ a &1, ..., &, je standardna baza F™.

Pretoze g o f: F™ — F* je matica zlozeného zobrazenia matica typu m x k. Riadky

-

matice Agof st vektory g(£(01)), 9(f(62)),- .., g(f(5m)).
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Nech i € {1,2,...m}. Vypo¢itajme prislusny riadok matice Agos .

9(f(8) = glan, iz, ..., ain) =
9(a;1€1 + a8 + ... + amén) = 9(ain&1) + g(ai2€2) + . .. + glain,) =
ai1(b11,b12, ..., b1k)+
aio(b21,b2a, . .., bag)+

ain(bnh bn27 ey bnk) =
(@i1b11+aiobor +. . .+ ainbni, ainbia +asboe+. . .+ ainbna, . .., @bk +aibor+. . .+ ainbnk)

Vektor g(f(3;)) ma na j-tej saradnici hodnotu
n
cij = ailblj -+ aigbgj + ...+ ainbnj = Z aitbtj.
t=1

Matica zlozeného zobrazenia je matica Agyor = ||c5]] typu m x k.

Vsimnime si, ze prvok c;; vlastne ziskame tak, Ze vezmeme i-ty riadok matice A a j-
ty stipec matice B (dostaneme tak 2 vektory rovnakej dlzky n), vynasobime hodnoty na
rovnakych stradniciach a takto ziskané hodnoty séitame. (Je to vlastne skalarny sucin i-teho
riadku matice A a j-teho stipca a matice B — o skaldrnom stéine este budeme hovorif neskor. )

Definicia 5.4.2. Ak A je matica typu m X n a B je matica typu n x k nad polom F, tak
maticu C = ||¢;]| typu m x k, kde

n
Cij = E itby;
=1

prei=1,2,...,maj=1,2,..., k, nazgvame siucin matic A a B. Oznacujeme ju A.B.

Dolezité je si viimnat, Ze stc¢in matic definujeme iba v pripade, ze pocet stipcov prvej
matice sa rovna poctu riadkov druhej matice.

m x [w_]  k

Vysledok je matica typu m x k.

. 31 _
Priklad 5.4.3. (192). ((1) _11) =(35Y
Veta 5.4.4. Nech F je pole, f: F™ — F™ a g: F™ — F* si linedrne zobrazenia. Potom

platy
Agog = Ag.Aq

Dékaz. Stéin matic sme definovali prave tak, aby platil predchadzajici vztah. (Dokaz tejto
vety spociva vlastne v odvodeni vztahu pre Ay, ktoré sme uviedli za prikladom M) O

POZOR na zmenu poradia v predchadzajtcej vete. T.j. matice na pravej strane rovnosti
s zapisané v inom poradi ako je zéapis skladania zobrazeni. (Opif plati, Ze niektoré knihy,
ako napriklad [KGGS], definuju poradie skladania zobrazeni inak, ¢o samozrejme ovplyvni
aj poradie v predhadzajtcej rovnosti.)
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Désledok 5.4.5. Ndsobenie matic je asociativne, teda
A.(B.C)=(A.B).C
pre lubovolné matice také, Ze ich mozno ndsobit v uvedenom poradr.

Dokaz. Tubovolnd matica je matica nejakého linedrneho zobrazenia. Oznadme zobrazenia
prislichajice danym maticiam f, g a h. Dostaneme

Ap(Ag-An) = Ap.(Anog) = A(nogyor = Ano(gor) = Agos-An = (Ay.Ag).Ap.

(Inak povedané, vdaka tomu, Ze pozname vztah medzi ndsobenim matic a skladanim zobra-
zeni, asociativnost nasobenia matic lahko vyplyva z asociativnosti skladania zobrazeni.) [

To isté tvrdenie mozeme dokdzat aj priamo z definicie sti¢inu.

Dokaz. Majme matice A, B, C typov m x n, n X k, k x [. Vyjadrime prvok v i-tom riadku
a j-tom stipci matice A(BC). Dostaneme

n n k
Z Qit Z btuCuj = Z Z it (bpuCuy)-

t=1 u=1 t=1u=1

Ked vypocitame prvok v i-tom riadku a j-tom stipci matice (AB)C dostaneme

k n n
3 (z b> o= 3™ b
t=1

u=1 u=1t=1
CiZe presne ta istd sumu, len s inym poradim séitovania. O

Priklad 5.4.6. Nésobenie matic nie je komutativne. (Vyplyva to aj z toho, Ze nie vidy,
ked je definovany sicin A.B je definovany aj stcin B.A. Ukézeme si vSak aj priklad, kde st
su¢iny v oboch poradiach definované, ale rozne.)

11 1 0y (0 0
0 0 -1 0/ \0 O
1 0 11y (1 1
-1 0o/\o 0/ \-1 -1
Veta 5.4.7. Nech matice A, B, C nad polom F si maji také rozmery, Ze uvedené sucty a
suciny maju zmysel.

InA=A=AI,
A(B+C) = AB + AC
(B+C)D = BD +CD

Dokaz. Rovnost dvoch vyrazov obsahujtcich matice mdzeme overit tak, Ze vypocditame prvok
v i-tom riadku a j-tom stipci matice na Tavej a pravej strane rovnosti a vysledky porovname.
Prvok v i-tom riadku a j-tom stipci matice I,, A ma tvar

Cij = 0inarj + dizazj + ... + SimQmy,
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kde ako d;; sme oznacili prvok i-teho riadku a j-teho stipca jednotkovej matice I,,, (pozri
tiez poznamku [5.1.7). Pretoze z Cisel §;; je len 6;; = 1 a ostatné st nulové, dostavame
z predchadzajicej rovnosti priamo

Cij = Q5.

Vztah pre ndsobenie jednotkovou maticou sprava sa overi rovnako.
Ozna¢me D := A(B + C). Potom

dij = ai1 (b1 + c1j) + aia(baj + c25) + ... 4 Ain(bnj + cnj) =
ai1b1j 4 aioboj + ... 4 @inbpj + asicyj + agpcoj + .. AinCrys

¢o je presne stcet prvkov i-teho riadku a j-teho stipca matic AB a AC. Teda skutocne plati
A(B+C)=AB+ AC.

Predchadzajice odvodenie by sme mohli stru¢nejsie a prehladnejsie zapisat ako

n n n
dij = E ait(bej + ¢ij) = E aibe; + E Q;itCty-
=1 t=1 t=1

Vztah (B + C)D = BD + CD sa overi tplne analogicky. O

Vidime, Ze matica I ma podobni vlastnost ako neutralny prvok nejakej binarnej operacie.
Mohla by ndm napadnuf otdzka, ¢i Stvorcové matice ndhodou netvoria grupu — uz vieme, ze
nasobenia matic je asociativne, chyba ndm teda este inverzny prvok. K otazke existencie
inverznej matice sa dostaneme v dalSej podkapitole.

Poznamka* 5.4.8. Aj tu by sme mohli postupovat tak, Ze by sme namiesto matic porovna-
vali zobrazenia, ktoré zodpovedaji maticiam vystupujticim v uvedenych rovnostiach. (MoZete
si to vyskuasat.) Treba si pritom uvedomit, Ze zobrazenie zodpovedajice sic¢tu matic je sucet
zobrazeni a jednotkovej matici zodpoveda identické zobrazenie.

Pri overovani distributivnosti sa takymto spésobom dostanete ku vztahom medzi sklada-
nim zobrazeni a si¢tom zobrazeni, ktoré neplatia vSeobecne, platia vSak pre linedrne zobra-
zenia (¢o nam Uplne staci).

Poznamka 5.4.9. Vektor moézeme chépat ako maticu typu 1 x m. Vdaka tomu moZe mat
zmysel aj nasobenie matice a vektora.

Nech f: F™ — F™ je linedrne zobrazenie a & € F™. Potom plati nasledujica velmi
uzitocna rovnost

F(@) = a.Ay.

Ak @ chdpeme ako maticu typu 1 x m nad polom F, tak uvedena rovnost skutoéne m4
zmysel — vynasobenim matic typu 1 x m a m x n dostaneme maticu typu 1 x n. Tato maticu
mozeme chapat ako vektor z F™.

Platnost uvedenej rovnosti vyplyva priamo z definicie ndsobenia matic. Staéi si uvedomit,

ze ak riadky matice A oznacime ako dy, ..., d,,, tak
ay
a.A=(ay,...,am) =101+ F Oy, =
A,



Vsimnime si, Ze pomocou predchadzajiceho zapisu dostaneme

9(f(@)) = g(a@Ay) = a(AsAy),
éize
Agor = ArA,.
Ak si teda zapamitdme, Ze linedrne zobrazenie je vlastne nasobenie maticou sprava, tak si

lahko zapaméitame aj to, Ze sa poradie skladania zobrazeni pri siéine matic musi menit.
V stvislosti so st¢inom matic bude pre néds ¢asto uzitoéna aj rovnost

(AB)T = BT AT, (5.1)
ktorej dokaz je ponechany ako cvicenie (tiloha [5.4.1]).

Cvicéenia

Uloha 5.4.1. Dokézte:

a) (AB)T = BT AT

b) Ak A je symetrickd matica, tak aj A™ pre kazdé n € N je symetrickd matica.

Uloha 5.4.2. Vypocitajte A2+ 2AB+ B?, A2 +2BA+ B2, A’ + AB+ BA+ B2, (A+ B)?,
ak A=(g1) B=(37)

2
Uloha 5.4.3. Vyratajte E.A a A.E pre A = ( %1 0 fjl) aa) E= ((1) 1 (IJ) b) E = (91) % §)
c) E = <§ g é) d) E = (é 2 E)B). Vedeli by ste najst riadkovii/stIpcovit operaciu, pomocou
ktorej dostaneme z matice A maticu E.A resp. A.E? (Viac sa o stvise ndsobenia matic a
elementarnych riadkovych/stipcovych operacii mézete dozvedief v podkapitole .

Uloha 5.4.4. Pre $tvorcovii maticu C' typu n x n budeme vyraz Tr(C) = >,_, ¢py, nazgvat
stopa matice C.

Ukézte, Ze ak A, B st matice typu n xn nad polom F, tak platia rovnosti Tr(A4) = Tr(A)7
a Tr(AB) = Tr(BA).

Zistite, ¢i pre Tubovolné matice A, B, C typu n x n platia vztahy Tr(ABC) = Tr(CBA)
a Tr(ABC) = Tr(ACB). (Svoje tvrdenie zdovodnite!) Ak niektory z tychto vztahov neplati,
bude platit za dodatoéného predpokladu, matica A je symetricka?

Uloha 5.4.5. Nech A, B st matice nad polom F typu m x n resp. n x k. Dokéite, Ze
h(AB) < h(A). Dokazte, ze ak n = k a B je reguldrna, tak h(AB) = h(A).

Uloha 5.4.6. Nech A, B st matice nad polom F typu m x n resp. n x k. Dokéazte, Ze
h(AB) < h(B). Dokaite, ze ak m = n a A je regularna, tak h(AB) = h(DB).

5.5 Inverzna matica

Pripomertime, Ze zobrazenie g: Y — X nazyvame inverznym zobrazenim k zobrazeniu f: X —
Y, ak

go f=1dx

fog=idy
(definicia [2.2.15)) a oznacujeme ho f~!. Dalej vieme, Ze inverzné zobrazenie k zobrazeniu f
existuje prave vtedy, ked f je bijekcia (tvrdenie [2.2.16)).
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Veta 5.5.1. Ak f: V — W je linedrne zobrazenie a existuje inverzné zobrazenie f~1: W —
V, tak f~1 je linedrne zobrazenie.

-,

Dokaz. Nech &75 € W. Oznaéme @; = f~1(d) a B = f~1(B). To znamené, ve @1, B
st (jednoznacne uréené) vektory z V, pre ktoré plati f(d;) = @ a f(ﬁl) = /. Potom (pre
Tubovolné ¢,d € F') plati

fledy + dBy) = cf (61) + df (B1) = cd + df.
Zistili sme, ze vektor cal; + dgl sa zobrazenim f zobrazi na vektor ca + dg, ¢o znamena
FH(ed@ + dB) = cdy + dpi.

Pretoze tato rovnost plati pre Tubovolné ¢, d € F', podla vety je zobrazenie f~! linearne.
O

Vieme, ze inverzné zobrazenie existuje iba k bijektivnym zobrazeniam. V pripade, Ze je zo-
brazenie f linedrne, vieme odvodit pomerne jednoduché kritérium na zistenie ¢i je to bijekcia.
Najprv dokadzeme lemu, ktora charakterizuje injektivne a surjektivne linedrne zobrazenia.

Lema 5.5.2. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie a y, ..., 0, je bdza priestoru V.
(i) Zobrazenie f je injekcia prave vtedy, ked vektory f(&1),. .., f(ay) si linedrne nezduislé.
(ii) Zobrazenie f je surjekcia prdave vtedy, ked [f(d1),...,f(@n)] = W (teda ak vektory
f(@),..., f(dn) generuji cely priestor W).
Dokaz casti . Nech
crf(@) 4 ...+ cnf(@n) = 0.
Z linearity zobrazenia f dostaneme
fler@ + -+ endn) = f(0).
Pretoze f je prosté, vyplyva z tejto rovnosti

Cl&l+"'+cn&n:0

a kedze vektory a1y, ...,d, st linedrne nezavislé, dostavame ¢; = ... = ¢, = 0. Z rovnosti
c1f(@1) + ...+ cnf(@n) = 0 sme odvodili, 7e vietky koeficienty vystupujice v tejto linedrnej
kombindcii si nulové, teda vektory f(&i),..., f(&,) si skutocne linedrne nezavislé.

Nech pre nejaké vektory @,/ € V plati f@ = f(g) Vektory @ a 3 vieme vyjadrit
pomocou bazovych vektorov

c10y + -+ cpdy

=di0y + -+ dydy

™ 9

Odcéitanim tychto 2 rovnosti dostaneme & — 5 = (c1 —dy)@ ...+ (¢n — dp)dy,. Ak zobrazime
obe strany tejto rovnosti linedrnym zobrazenim f, dostaneme

-,

0= f(a@) — f(B) = f(@—B) = (cx = di) f(@1) + ... + (cn — dn) f ().

PretoZe podla predpokladu st f (d’l) , (@) linedrne nezavislé, vyplyva z toho ¢; —d; = 0,
a

a=p.

1)

¢o znamend, ze ¢; = d; (prei =1,2,...,n)
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Dokaz casti . Inklazia [f(&1),..., f(dn)] € W je zrejma, potrebujeme dokazat
obratend inklaziu. Nech & je Tubovolny vektor z W. PretoZe zobrazenie f je surjektivne,
existuje vektor 3 € V taky, Ze f (E) = d. Vektor 3 sa d4 vyjadrif ako linedrna kombinacia
bazovych vektorov =

5161071+"'+Cn62n.

7 toho dostaneme
a=f(B)=cif(@1)+...+caf(dn),

¢o znamena, 7e & € [f(d1),..., f(d,)]-
Nech 4 € W = [f(&1), ..., f(&,)]. Potom existuju skalary ci,...,c, € F také, ze

y=c1f(@1) + ...+ e f(dn) = flerdi + -+ + cpdin).
Nagli sme vzor pre fubovolny vektor ¥ € W, ¢o znamend, Ze zobrazenie [ je surjektivne. [

7 predchadzajtcej lemy priamo vyplyva

Veta 5.5.3. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie a dy, . . ., &, je bdza priestoru V. Zobra-
zenie | je bijekcia prave vtedy, ked vektory f(a), ..., f(&y) tvoria bdzu vektorového priestoru
w.

Désledok 5.5.4. Nech f: F™ — F™ je linearne zobrazenie. Nasledujice podmienky su ekvi-
valentné:

(i) f je bijekcia,
(i) f je prosté,
(iii) f je surjektivne.

Dékaz. V priestore s dimenziou n je f(dy),..., f(d,) baza < tieto vektory st linedrne ne-
zévislé & [f(@1), ..., f(@n)] = F™ O

Désledok 5.5.5. Nech f: F™ — F" je linedrne zobrazenie. Nasledujice podmienky su ekvi-
valentné:

(a) zobrazenie f je bijekcia,
(b) existuje inverzné zobrazenie f~1,
(c) h(Ay) =n.

Dokaz. Staci si uvedomit, Zze hodnost matice je dimenzia priestoru prislichajiceho tejto
matici, ¢o je v naSom pripade cely priestor F™.

Obratene, ak je hodnost matice Ay rovna n, tak jej riadky tvoria n linedrne nezavisljch
vektorov v priestore dimenzie n, st teda bazou celého priestoru. Riadky matice Ay st vsak
prave obrazy vektorov Standardnej bazy. O

Definicia 5.5.6. Nech A je matica typu n x n. Hovorime, Ze matica B je inverznd k matici
A, ak plati
AB =BA=1,.

Oznacujeme ju B =: A~L.
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Poznamka 5.5.7. Predchadzajica definicia vlastne hovori, ze f4 o fg = fg o fa = id,
CiZe inverzna matica je prave matica zodpovedajica inverznému zobrazeniu. Prave tento fakt
vyuZzijeme pri vypocte inverznej matice — budeme postupovat takym spésobom, Ze vypodci-
tame maticu inverzného zobrazenia postup z tlohy (Cize za¢neme s maticou (A|I) a
upravujeme ju kym nedostaneme maticu (I|A71).)

Poznamka 5.5.8. Je uzitoéné si uvedomit, Zze akonahle plati niektord z rovnosti AB = I
alebo BA = I, tak uz B musi byt inverznd matica k A.
Aby sme to overili, preloZme tieto rovnosti do reci skladania zobrazeni. Dostaneme

fBofa=id
fao fp=1d

Vyuzijeme tulohy a V prvom pripade vidime, Ze f4 je injekcia (lebo zlozené
zobrazenie je injekcia) a podla dosledku je potom fa bijekcia. Podobne, v druhom
pripade dostaneme, Ze f4 je surjekcia, ¢ize aj bijekcia.

Preto (v oboch pripadoch) m4 matica A inverznt maticu A~!. Ak fiou vynasobime rovnost
AB = I zlava, dostaneme B = A~!. Ak predpokladdme platnost rovnosti BA = I, moZeme
ju vynésobit A~! sprava a opif mame B = AL,

V oboch pripadoch sme dostali rovnost B = A1, ¢iZe pre matice n x n staéi overit jednu
z uvedenych rovnosti. (Moze vSak existoval matica typu m X n pre m # n také, ze BA =1,
t4 samozrejme nie je inverznou maticou k A.)

Definicia 5.5.9. Stvorcova matica typu n x n sa nazyva requldrna, ak h(A) = n.
Z dosledku [5.5.5] vyplyva nasledujtca veta.

Veta 5.5.10. Nech A je matica typun xn. K matici A existuje inverznd matica prdave vtedy,
ked A je requldrna.

Definicia 5.5.11. Bijektivne linedrne zobrazenie f: V — W nazyvame izomorfimus vekto-
rovych priestorov V a W (alebo tiez linedrny izomorfizmus).

Ak existuje bijektivne zobrazenie f: V' — W, hovorime, ze vektorové priestory V a W st
izomorfné. Fakt, ze V a W s izomorfné oznacujeme V = W.

Dosledok 5.5.12. Ak V, W si konednorozmerné vektorové priestory a V=2 W tak d(V) =
d(W).

Dokaz. Ak V a W st izomorfné, tak existuje bijekcia f: V' — W, ktord je suc¢asne linedrnym
zobrazenim.

Oznac¢me d(V) = n. Potom V' ma n-prvkovi bazu &y, ..., d,. Podla vety je potom
f(@1),..., f(&,) bazou vo W, o znamend, ze d(W) = n. O

Poznamka 5.5.13. Vieme, Ze bijektivne zobrazenie je jedno-jednoznacné priradenie medzi
prvkami mnoziny V' a prvkami mnoziny W. Ak je toto zobrazenie navyse linearne, znamena
to, Ze tato jedno-jednoznac¢né koreSpondencia navyse respektuje operacie definované na vek-
torovych priestoroch V a W.

Fakt, ze 2 vektorové priestory su izomorfné, teda znamend, Ze st v podstate rovnaké, len
ich prvky st inak oznacené (pomenované). Izomorfizmus poskytuje ,preklad“ medzi tymito
dvoma pomenovaniami.

Nasledujtica veta hovori, ze kazdy priestor dimenzie n je izomorfny priestoru F™. (A teda
kazdy kone¢norozmerny priestor je izomorfny s F™ pre niektoré n.)
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Veta 5.5.14. Nech V je vektorovy priestor nad polom F a d(V) = n. Potom V je izomorfnyg
s priestorom F™.

Dékaz. Ak d(V) = n, znamend to, ze V mé n-prvkovi bazu ay,...,da,. Podla vety

existuje jediné linedrne zobrazenie f: V' — F™ s vlastnostou f(&1) = €1,..., f(@n) = &n.
PodTla vety je toto zobrazenie bijekcia, ¢ize je to izomorfizmus medzi V' a F™. O
Cvicéenia

Uloha 5.5.1. Néjdite inverznti maticu k danym maticiam nad R:

231 131 031 301 101 321 1v2 6 ,

433)(243)(203)(032)(0 1 1)(421 0 1 v3 | Vysledky:

121 312 112 101 2-13 101 00 1

3 1 -3 -3 3 3 5 —9 3 0-3 2 —3 3 -11 0 1-v2 0
1 _1 1 11 _ T 1 1 —9 117 1 LU _1 3 1 _1

45 14 :% 2 410 11D —2 -3 6 31 3 3 % 12 f 1 i 0 1 -v3
-1 1 2 -1 5 -3 -2 0 3 -1 3 3 - 0 o 1

Uloha 5.5.2. Nech f: (Zs)* — (Zs)* je linearne zobrazenie také, ze f(1,2,3,1) = (2,0,1,0),
£(0,2,3,1) = (1,2,0,3), f(1,0,3,4) = (3,2,1,0), f(4,1,3,2) = (2,3,1,1). Najdite maticu
zobrazenia 1.

Uloha 5.5.3. Zistite, ¢ (é (1) ?) je regularna a) nad Zy b) nad Zs, ak dno, nijdite inverznu.

Uloha 5.5.4*. Vypocitajte A~'B a B~1A. Skiste to urobif bez vipoétu A~! resp. B~ L.
A= (33%) B= (5 i 31)

112 0-1 2
Ako skigku spravnosti mozete vyskisat, éi po vyndsobeni vysledku zlava maticou A (resp.

B) dostanete maticu B (resp. A).

5.6 Elementarne riadkové operacie a suc¢in matic*

V tejto ¢asti si povieme, ako mézeme elementarne riadkové (stipcové) operacie vyjadrit po-
mocou nasobenia matic.

Definicia 5.6.1. Pre Iubovolnt element4rnu riadkovt operaciu na matici typu m xn nazveme
maticou elementdrnej riadkovej operdcie maticu typu m x m, ktora vznikne vykonanim tejto
operacie na jednotkovej matici I,,.

Podobne mézeme definovat maticu sipcovej operacie.

Priklad 5.6.2. UvaZujme matice s 3 riadkami. Potom vymene prvého a treticho riadku
zodpoveda matica F1, pripocitaniu dvojnasobku druhého riadku k prvému matica Fo a vy-
néasobeniu prvého riadku ¢islom 3 matica Es.

001 120 300
E1:<010) E2:(010> E3:(010)
100 001 001

Vedeli by ste najst stipcové operacie, ktorym by zodpovedali tieto 3 matice? (Odpoved:
Vimena prvého a tretieho stipca, pripoc¢itanie 2-nasobku prvého stipca k druhému a vyna-
sobenie prvého stipca ¢islom 3.)

Tvrdenie 5.6.3. Ak matica B vznikne z matice A vykonanim nejakej elementdrnej riadkovej
operacie a E je matica tejto riadkovej operdcie, tak B = E.A.
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Priklad 5.6.4. Ak A — ( L _31) a Ej je matica z predchédzajtceho prikladu, tak EyA —

3 4
( S 31> je skuto¢ne matica, ktord vznikne z A pripocitanim dvojnésobku druhého riadku

k prvému.

Dokaz. Tvrdenie overime jednoducho priamym vypoc¢tom. Budeme postupovat pre kazdy
typ elementarnej riadkovej operacie zv1ast.

Nech A = ||ai;|| je matica typu m x n.

Vymene k-teho a I-teho riadku zodpoveda matica E = ||e;;||, ktorej prvky st len nuly
a jednotky, pricom jednotky st iba na poziciach e;; pre i # k,[ a tiez ey a €. Vidime, Ze
v stine E.A budu vsetky riadky okrem k-teho a I-teho rovnaké ako v matici A. (Vo vyraze
>t eitar; jediny nenulovy scitanec je eja;; = a;;.) Podobne v k-tom riadku dostaneme
prvky Il-teho riadku a obratene.

m

E €kttt = €glar; = agy,
t=1
m

E €itat; = €lkAkj = Q-
t=1

Matica E.A je teda skuto¢ne matica, ktora vznikne vymenou tychto 2 riadkov.
Vynésobeniu k-teho riadku skalarom c zodpovedd matica E, ktord ma mimo diagondly
nuly a na diagondle jednotky s vynimkou prvkov ey = c¢. Opéf sa nezmenia ostatné riadky
a v k-tom riadku dostavame
m

E €ktQtj = €kkQk; = CAky-
t=1

Teda k-ty riadok novej matice je skuto¢ne c-nasobok k-teho riadku pévodnej matice.

Teraz uvazujme pripocitanie c-nasobku [-teho riadku ku k-temu. V tomto pripade ma
matica F na diagondle jednotky a mimo diagonély je jediny nenulovy prvok eg; = c. Opit
vidno, ze mimo k-teho riadku sa prvky nezmenia. V k-tom riadku dostaneme

m

Zektatj = exxar; + eriay; = ag; + cag;.

t=1
Teda k-ty riadok matice E.A je skutocne stucet k-teho riadku matice A a c-nasobku I-tého
riadku matice A. O

Uplne analogicky sa d& dokazat podobné tvrdenie pre stlpcové operacie.

Tvrdenie 5.6.5. Ak matica B vznikne z matice A vykonanim nejakej elementdrnej stlpcovej
operdcie a E je matica tejto stlpcovej operdcie, tak B = A.E.

Uzito¢né je si vSimnut, ze matica lubovolnej elementarnej riadkovej operéacie je regularna
a inverznd matica k nej je tiez matica elementarnej riadkovej operacie. (Dalo by sa povedat, Ze
je to matica ,inverznej“ riadkovej operacie — pozri poznadmku Préave fakt, Ze elementarne

riadkové operécie st invertovatelné moézeme pouzit ako jednu z moZnosti na zdovodnenie, Ze
matice elementarnych riadkovych operacii st regularne.)

Poznamka 5.6.6. Ak A je lubovolna matica, tak pomocou elementarnych riadkovych ope-
racii z nej vieme dostat redukovant trojuholnikovii maticu

R=FE\FE;5...E;A.
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Potom plati
A=E.'...E;'E'R.
Takto sme maticu A vyjadrili ako si¢in pomerne jednoduchych matic (jedna z nich je v redu-
kovanom trojuholnikovom tvare, ostatné st matice elementérnych riadkovych operécif). To
moze byt uzitoéné v dokazoch niektorych tvrdeni — hlavne v pripade, ze dokazované tvrdenie
vieme lahko dokdzatf pre matice takéhoto tvaru a tiez vieme dokazat, Ze platnost tvrdenia sa
zachové ak prejdeme k sti¢inu matic.
Tlustraciou tohoto pristupu je napriklad alternativny dokaz vety

Pomocou tohoto vzfahu medzi ndsobenim matic a mézeme lepsSie porozumiet spdsobu,
akym sme pocitali inverzné matice.
Zacali sme s maticou
(A[I)
a v kazdom kroku sme urobili nejak riadkovi operaciu, ktora zodpoveda vynasobeniu oboch
Gasti matice zlava nejakou maticou riadkovej operacie.

(A|T) ~ (ELA|E\I) ~ (ByE1A|EyELI) ~ + - ~ (B, ... EsEVA|E, ... EsErT) = (I|E),

kde ako E sme oznacili maticu F := F,, ... EsF,. Pretoze tato matica spiﬁa rovnost EA =1
(tuto rovnost vidime z lavej ¢asti matice), je to inverzna matica k A. Tiez si mozeme v8imnut,
Ze v kazdom kroku dostaneme maticu tvaru (DA|D), t.j. ak vyndsobime prava Cast sprava
maticou A, dostaneme Tavi ¢ast matice.

Podobne sa d4 pozerat aj na rieSenie ststav linedrnych rovnic, ktorymi sa budeme zaoberat
v nasledujucej kapitole.

Takisto pri vypocte matice zobrazenia sme mali zadanych viacero podmienok tvaru B;A =
;. Ak poukladdme vektory ﬂ_; do matice B ako riadky a podobne z vektorov ; vytvorime
maticu C, tieto podmienky mozeme zapisat ako jedin(i maticovii rovnost

BA=C.

Pri vypocte sme postupovali tak, Ze sme maticu C zlava ndsobili nejakymi maticami riad-
kovych operacii, a to konkrétne takymi, Ze z matice B vytvoria jednotkovi maticu, ¢ize ich
sucin je matica I.

To znamena, ze A = B~1C (ak B je reguldrna) alebo presnejsie, A = B'C, kde B’ je takd
matica, ze B'B = I.

Poznamka 5.6.7. Dalsi uzitoény fakt, ktory by nam mal byt po preéitani tejto kapitoly
jasny, je, ze nasobenie maticou A zlava zodpovedd vytvoreniu linedrnych kombindcii riadkov
v matici B (riadky matice A uréuju koeficienty).

Podobne, ak maticu B nasobime maticou A sprava, tak stipce v. BA budu linearne kom-
binécie stlpcov B s koeficientmi uréenymi stipcami matice A.

(Videli sme, Ze nieco takéto plati pre matice riadkovych operécii. Priamo z definicie na-
sobenia matic sa d& overit, Ze to plati aj pre lubovolné matice.)

5.7 Sustavy linearnych rovnic

Definicia 5.7.1. Sistavou linedrnych rovnic rozumieme systém rovnic tvaru

a1121 + a2+ ... +F a1y, = C1

2121 + a22X2+ ... + A2pTy = C2 (5.2)

Am1T1 + Qoo+ ... + AmnTyn = Cm
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kde a;j,c; € I pre vSetky pripustné hodnoty indexov ¢ a j.

Riesenie sustavy linedrnych rovnic je n-tica (21, ..., 2,) ktord spliia vSetky uvedené rov-
nice. Ak existuje aspon jedno rieSenie stustavy linedrnych rovnic, hovorime, zZe tato stustava je
riesitelnd. Skalary cq,...,c, nazgvame pravé strany, a;; su koeficienty a x; s nezname.

Maticu

a1 ai2 . A1n,
A= a1 as2 N a2n
am1 Am2 ... Qmn

nazyvame matica sustavy ((5.2)).

Maticu
ail a12 e A1n C1
A = a1 QA22 ... QG2p C2
Am1 Am?2 ceo Qmn  Cm

nazyvame rozsirend matica sustavy .

Pomocou matice ststavy mozeme zadefinovat maticovy zdpis ststavy

Azt =&
alebo
X C
a1 ai2 . A1n 1 1
x C
a21 as2 e a9n 2 o 2
Am1 Am2 ... Q(mnp T, Cm,

Skutoéne, (z1,...,x,) je rieSenim sistavy (5.2) prave vtedy, ked plati uvedend maticova
rovnost.

Veta 5.7.2. Ak rozsirené matice dvoch sustav linedrnych rovnic siu riadkovo ekvivalentné,
tak tieto dve sustavy maji rovnakiu mnoZinu riesend.

Dokaz. Predpokladajme, Ze z rozsirenej matice ststavy (A|c) sme dostali nejakou elemen-
tarnou riadkovou operaciou maticu (B|d). Vdaka tomu, Ze elementarne riadkové operacie
st invertibilné (t.j. mozZno ich obrétit, pozri poznamku sta¢i ndm dokéazat, ze kazdé
rieSenie ststavy (A|c) je aj rieSenim sustavy (B|d).

Vymena riadkov je vlastne v§mena 2 rovnic, ¢o samozrejme neovplyvni, ¢i (x1,...,2,) je
rieSenim sustavy.

Ak prendsobime i-ty riadok skaldrom ¢ # 0, znamena to, Ze z rovnice a;11 + @02+ ...+
QinTn = ¢; dostaneme rovnicu ca;1x1 + cajpors + . .. + cainx, = cc;. Pretoze druhé rovnica je
c-nasobkom prvej, je jasné, ze ak x1,Zs,...,Z, spiia prvi uvedent rovnicu, musi spliiat aj
druht z nich.

Zostava nam posledny typ elementarnych riadkovych tprav. Predpokladajme, Ze sme
novu maticu ziskali pripoc¢itanim c-nasobku j-teho riadka k i-temu riadku. To znamena, ze
i-ta rovnica sustavy sa zmenila na rovnicu

(@i1 + caji)z1 + (a2 + cajo)re + ... + (ain + cajn)zy, = ¢; + ccj.

Ak v8ak 1, ..., x, spliia rovnost ;i1 +ajoxs + . ..+ aj, T, = cj, tak spliia aj jej c-ndsobok
caj1x1 + cajoxa + ... + cajnTy = cc;. SEitanim tejto rovnice a rovnice a;1 w1 + apra + ...+
Qinn = ¢; dostaneme prave i-ty riadok novej sustavy. Pretoze z1, ..., z, spliia obe uvedené
rovnice, musi spiiiat aj rovnicu, ktort dostaneme ich séitanim. O
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Pomocou toho, ¢o sme sa dozvedeli o stvise elementarnych riadkovych tiprav s ndsobenim
matic v ¢astif5.6lmodZzeme dokézat t1 istl vetu aj inym sposobom, ktory je snad do istej miery
jasnejsi (alebo prinajmensom strucnejsie zapisany — lebo hovori to isté, ¢o predchadzajici
dokaz, iba pouziva trochu iny pohlad na elementirne riadkové operécie).

Dokaz*. Ozna¢me maticu uvazovanej elementarnej riadkovej operacie F. Uvedomme si najprv,
Ze urobit elementarnu riadkova Gpravu na rozsirenej matici sistavy je presne to isté, ako keby
sme tato ipravu urobili zvlast na matici A a zv1ast na stipcovom vektore é. To znamens, ze
ak povodn4 stistava bola (pri zapise v maticovom tvare) AZ7 = ¢’ tak po tiprave dostaneme.

EAZT = EcT.

Z toho vidime, ze kazdé rieSenie poévodnej ststavy je aj rieSenim sustavy s upravenou
maticou (obe strany rovnosti sme vynésobili zlava tou istou maticou F, tym sme nezmenili
platnost rovnosti).

Obrétene, ak pre Z plati EAZT = EET, tak prendsobenim tejto rovnosti maticou E—!
zlava dostaneme, Ze T je aj rieSenim povodnej sistavy. O

5.7.1 Homogénne sustavy linearnych rovnic

V pripade, Ze pravé strany si nulové (¢; = c3 = ... = ¢, = 0), nazyvame ststavu (5.2)) homo-
génna sustava linearnych rovnic. Lahko si moZzeme vSimnit, Zze v pripade homogénnej ststavy
je nulovy vektor (0,0,...,0) rieSenim ststavy. Toto rieSenie nazyvame trividlne riesenie.

Veta 5.7.3. MnoZina vsetkych riesent homogénnej sustavy linedrnych rovnic tvori podpries-
tor priestoru F™.

Dokaz. Staci overit vlastnosti z definicie podpriestoru.

Ak d a E st rieSeniami homogénnej ststavy s maticou A, znamens to, ze A.a7 = 07 a
ABT =07,

Sé¢itanim tychto rovnosti dostaneme A.(&@ + E)T = 07, teda aj @ + 5 je riesenim tejto
ststavy. Ak prvii rovnost vynasobime skalarom F, mame A.(c@)” = 07, ¢o znamens, Ze aj
c.@l je rieSenim sustavy. O

Rozsirentt maticu ststavy linedrnych rovnic mozeme teda upravit na redukovani tro-
juholnikovii maticu. Predpokladajme, Ze sme navySe preusporiadali premenné (¢o vlastne
zodpovedd permutacii niektorych stipcov) tak, aby vo vyslednej matici boli ako prvé tie
stipce, kde vystupuji vedtce jednotky. Navyse mozeme vynechat vietky nulové riadky bez
toho, aby sme nejako ovplyvnili mnozinu rieseni. Dostaneme takto maticu, ktorej zodpoveda
stustava

Ty + Clypy1Trq1 + Clpq2Trp2t ...+ C1 Ty =0

Sﬂ2-|-027 1T 1+62, 2L 2+...+027x =0
e e e (5.3) {sust:EQHOM}

Ty + Crpr41ZTr41 + Crpri2Trq2+ ...+ CrpTp = 0
pri¢om r oznacuje hodnost povodnej matice (a teda aj matice C').

Vidime, ze ak si zvolime hodnotu neznadmych x,1,x,42...,2,, d& sa z tychto rovnic
doratat hodnota nezndmych 1, xs,...,z,. Ak postupne dosadime 1 za z,.; a 0 za ostatné
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nezname, ktoré si mozeme volit (pre k = 1,2,...,n — r) dostaneme tieto rieSenia ststavy

sustavy (5.3):

’VT+1 = (_cl,r+17 —C2r415---5 " Crr4l, 17 07 v 70)7
Yra2 = (—Clr42, —C2r425 -+ s —Crpy2,0, 1, . ,0),
(5.4)
’Vn = (_Cl,nv _62,77,7 ey _CT,na 07 R 07 1)
Veta 5.7.4. Vektory ¥ri1,Vr+2,---,7n tvoria bdzu priestoru rieSeni homogénnej sustavy

(-3)-

Doékaz. Z toho, ako sme ich ziskali, vieme, Ze tieto vektory su rieSenia (5.3)).
Ich linedrnu nezavislost overime tiez pomerne jednoducho: ak

a= dr+1'§;r+1 + dr+2’77‘+2 +F dni"n = 6

tak vektor & mé na (r + k)-tej stradnici hodnotu d, 4, z ¢oho dostaneme d,r = 0 pre
k=1,2,...,.n—r.

Zostava dokazat, ze vektory ¥,41, ¥r12, - - -, Vn generuju cely priestor rieSeni, teda ze kazdé
rieSenie homogénnej sustavy mozno ziskat ako ich linedrnu kombindciu.

Nech teda by, bo, ..., b, je rieSenim . Z toho dostaneme

by = —Cir41bry1 — Cipq2brya — ... — Cinby

prei=1,2,...,r. Z tychto rovnosti priamo vyplyva
B ::br+15?+1‘%br+2§%+2‘*--~4’bnﬁ%v

teda vektor § je linedrnou kombinaciou vektorov ¥,41, ¥r42, - - -, Vn- O

Dosledok 5.7.5. Nech A je matica typu m X n a S je priestor rieseni homogénnej sustavy
linedrnych rovnic s maticou A. Potom

d(S) = n — h(A).

Désledok 5.7.6. Homogénna sustava linedrnych rovnic s n nezndmymsi, ktorej matica md
hodnost n, md len trividlne riesente.

Tlustrujme si predchddzajici postup na dvoch velmi jednoduchych prikladoch homogén-
nych sustav linearnych rovnic nad R.
11]0 101]0 101]0 100]0
Priklad 5.7.7. <1010> ~ (010|0> ~ <o10|0> ~ (0100)
0110 0110 00110 0010
V tomto pripade ndm nezostali Ziadne premenné, ktoré by sme mohli volit — vo vSetkych
stIpcoch méame vedtce jednotky. Prepisanim ststavy z maticového zapisu priamo dostaneme
(ako jediné moZné riesenie) trividlne rieSenie 1 = 0, 3 = 0, z3 = 0.

1

Poznamka 5.7.8. VSimnime si, Ze na pravé strany pri vSetkych elementarnych riadkovych
apravach zostavaja nulové. Kvoli struénejsiemu zapisu, pri rieSeni homogénnych siistav bu-
deme vynechévat pravé strany a budeme namiesto rozsirenej matice ststavy pisat len maticu
sustavy. (Budeme si pamitat, ze pravé strany su nuly, ale nebudeme ich po kazdom kroku
znovu pisat.)
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Priklad 5.7.9. Vynechajme teraz z predchadzajiicej sustavy jednu rovnicu. Upravou na
redukovant trojuholnikovii maticu dostaneme

(161)~(590)

Vidime, Ze ststava je ekvivalentna so ststavou 1 +z3 = 0 a zo = 0. Premennt x3 mo6zeme
volit (v trefom stlpci nie je vediica jednotka). Nech teda x5 = t, kde t € R je parameter. Ked
z predchéadzajtcich rovnic vyjadrime z; a o, médme x; = —t a x5 = 0. Mnozina rieseni tejto
ststavy je teda {(¢,0,—t);t € R}.

Lahko moZeme overit, Ze mnoZina rieseni je skutoéne podpriestor priestoru R3. Pretoze
kazdy vektor z mnoziny rieSeni mé tvar ¢.(1,0, —1), mozeme ju zapisat aj ako {(¢,0, —t);t €
R} =[(1,0,-1)].

Aj postup rieSenia nehomogénnych sistav je velmi podobny — podrobnejsie ho rozoberieme
v nasledujicej podkapitole. Predtym vsak eSte dokdZzeme vetu, ktord moézeme chapat ako

obréatenie vety

Veta 5.7.10. Kazdy podpriestor priestoru F™ je mnozinou rieseni nejakého homogénneho
systému linedrnych rovnic.

Dokaz. Ak S je podpriestor F™, tak S je kone¢norozmerny (veta [4.4.17). M4 teda kone¢nt
bazu 0_21, N 7627“
Nech B je matica, ktorej riadky tvoria vektory djy, ..., &,

Podla predchédzajicej vety mé podpriestor rieSeni homogénnej stustavy

z1
B| :|=0"
bazu 77"‘#1) s 75;77,-

Oznac¢me ako A maticu, ktorej riadkami st vektory ¥,41,...,¥n,

Fr+1
A:< ; )
"Y’;L

Pretoze kazdy vektor 7; je rieSenim ststavy s maticou B, plati B.y! = 07. Z toho dosta-
neme
B.AT =0
(treba si uvedomit, Ze i-ty stipec matice A je 77, z oho vyplyva, Ze stipce matice B.AT

mozeme vypocitat ako B.77 ). Transponovanim predchidzajiceho vztahu dostaneme (na za-

klade (5.1)) .
A.B* =0.

Ked porovname i-ty stlpec matice na lavej a pravej strane predchédzajicej rovnosti,
dostaneme

Adl =0T
teda vektory @y, ..., @, su rieSeniami homogénnej ststavy Az = 07.
Oznac¢me ako M priestor rieSeni tejto ststavy. Jeho dimenzia je
dM)=n—h(A)=n—(n—r)=r.

Sticasne plati S C M (pretoze vietky vektory dy,...,d, patria do M) a d(S) = d(M),
teda podla tvrdenia [4.4.18| plati S = M. O

)
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5.7.2 Gaussova eliminaéna metoda

Gaussovou eliminacnou metddou nazyvame algoritmus na rieSenie sustav linearnych rovnic,
o ktorom sme hovorili v predchadzajicej kapitole. Ide teda o postup, pri ktorom rozsirent
maticu ststavy najprv upravime na redukovanu trojuholnikovii maticu a z nej uz potom
vieme zistif rieSenie povodnej stistavy.

V pripade, Ze pocas uprav dostaneme riadok tvaru (0. ..0|c), kde ¢ # 0, sstava nem4 rie-
Senie. (Takyto riadok zodpoveda rovnici 0x; +. ..+ 0z, = ¢.) V takomto pripade samozrejme
nemusime dalej pokradovat v upravovani na RTM.

Ak niektoré stipce (v upravenej matici) neobsahujt vediicu jednotku, tak im prislichajtce
premenné zvolime za parametre.

UkéZeme si tento postupu na niekolkych jednoduchych prikladoch. V pripade homogén-
nych ststav sme mali dve moznosti — bud existovalo jediné rieSenie (pri homogénnej stistave
to bolo trividlne rieSenie) alebo rieSeni bolo viac (tvorili podpriestor). Pri nehomogénnej sti-
stave linearnych rovnic uz mnozina rieseni netvori vektorovy podpriestor a navyse pribudne
este dalSia moznost — mozZe sa stat, Ze ststava neméd nijaké riesenie.

Priklad 5.7.11. RieSme ststavu

r1 —2x9 +3x3 —4dxry =4

T2 —T3 +r, =-3
r1 +3xzo -3z, =1
—7£E2 +3I3 +x4 =3

nad polom R.
Dant stistavu najprv prepiseme do matice a potom upravujeme rozsireni maticu stistavy
az kym nedostaneme redukovany trojuholnikovy tvar.

1-23 —4| 4 1-23 —4| 4 1-2 3 —4| 4 1-23 —4| 4
01 -11]-3\Mfo1-11]-3Y@f[o1-11]-3)G)f[o1-11]-3
13 0-3]1 ) los -31|-3] oo 2-4j12 ] oo 1-2]|c%8
0-73 1 |-3 0-73 1 |-3 00 —4 8 | —24 00 1 -2| 6

1-23 -4 4 1-23—-4| 4 100 0 | -8
(N)<01—11|—3>(i)<010—1|—3>(w)<010—13>

00 1 -2| 6 001-2|6 001-2| 6

00 0 01O 0000 ] O 0000 | O

(1) 3.r-=1.r (Tymto zépisom myslim to, Ze od tretieho riadku sa od¢ita prvy.)
(2) 3.xr-=5*%2.r; 4.r+=T*1.r

(3) 3.x*=1/2; 4.r*=-1/4

(4) 3.r-=4.r

(5) 2.r+=3.r

(6) 1.r+=2%2.r-3%3.r

Stvrty stipec neobsahuje vedicu jednotku. Preto x4 zvolime za parameter - poloZime
x4 = t. Dostaneme potom 7 = —8, xo = t+ 3, x3 = 2t + 6. Mnozina vSetkych rieseni je teda
{(—8,3+1,6+2t,t);t € R}.

(Ak by bola vediica jednotka v kazdom stipci redukovanej trojuholnikovej matice, ktort
sme dostali z matice ststavy, mali by sme situdciu este jednoduchsiu — dostali by sme jediné
rieSenie. Jedine v pripade, ze by bola vediica jednotka aj v stipci pravych stran, ¢o zodpoveda
rovnici 0 = 1, by stistava nemala Ziadne rieSenie.)

Skusku spravnosti urobime tak, ze dosadime vysledok do pévodnej stustavy. V pripade,
ze v rieSeni vystupuje parameter, bud dosadime vysledok aj s parametrom, alebo to vysku-
Same pre nejaké dve hodnoty parametra (také, aby sa ndm dobre ratalo). Ak je parametrov
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viac, mézeme napriklad zvolit najprv vSetky parametre za nulu (tym skontrolujeme riesenie
nehomogénneho systému) a potom vzdy jeden z parametrov polozime rovny 1 a ostatné 0.

Upravu, v ktorej sme spravili chybu, mozeme najst tak, ze skiame, pre ktoré z matic
ziskanych pocas upravovania nas vysledok este vyhovuje a pre ktoré uz nie. (Ak nejaka n-tica
(z1,...,2,) vyhovuje ststave, ktort sme dostali v jednom kroku alebo ststave v nasleduji-
com kroku uz nevyhovuje (alebo je to obréatene), tato Gprava musi byt chybnd. Vyplyva to
z toho, Ze elementarne riadkové operacie nemenia mnozinu rieeni.)

Priklad 5.7.12. RieSme v Zs uréend maticou

OO = =
O~ N
=Wk O
=k OO
=W N

1100 1 |1 11 |1 11 |1

1240 (1) 4 |1\ ® 14 1) @3 14 |1

0134 ~ 34|13 ™ 442" 442

0044 444 444 0000]2
(1) 2.x+=4%1.1(2) 3.r+=4*2.1 (3) 4.r+=4*3.r (Kvoli struénosti a prehladnsoti som v matici
vynechdval nulové koeficienty.)

Pretoze sme dostali riadok zodpovedajtci rovnici 0x1 + 0x +0x3+0z4 = 2, stistava neméa
rieSenie.

5.7.3 Frobeniova veta

V tejto casti dokdZeme vetu, ktord poskytuje kritérium na riesitelnost nehomogénnych ststav
linedrnych rovnic. Predtym vSak potrebujeme ukézat, Ze hodnost matice je rovnaka ako
hodnost transponovanej matice. (Tto vetu neskor este dokdzeme dvoma odliSnymi spésobmi
v Castil5.9])

Veta 5.7.13. Pre kaZdi maticu A nad polom F plati h(A) = h(AT).

Dokaz. Nech A je matica typu m X n.
Ak oznaéime i-ty stIpec matice A ako &;, tak plati

h(ATY = d[ay, ..., d,).

Bez toho, aby sme zmenili hodnost, méZzeme preusporiadat stipce matice tak, aby po tprave
na redukovant trojuholnikovii maticu boli vedtice jednotky v prvych r stipcoch, kde r = h(A).
Budeme sa zaoberaf rieseniami homogénne;j ststavy

AzT =07,
ktort moézeme ekvivalentne prepisat ako

(Rozmyslite si preco — vyplyva to priamo z definicie sté¢inu matic.)
Vsetky riesenia tejto ststavy st uréené bazou (5.4)). Specidlne z toho, ze

’% = (_Cl,i; —02)1‘, ey —cm,O, .. .,07 1,07 - ,O)
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(kde i € {r+ 1,7+ 2,...,n}) je rieSenim (5.5, vyplyva
—C1,;001 — C2,i02 — ... — Cp Oy + Q; = 0,
o =c1,;01 +C2Q2 + ...+ Gy,

a teda @; je linedrna kombinacia vektorov aq,...,d, pre vSetky i =r+ 1,r+2,...,n.
Teda

¢o znamena, ze

h(A) > h(AT).
Pouzitim tejto nerovnosti pre maticu A7 viak dostaneme
h(AT) = h((AT)T) = h(A),
a teda h(AT) = h(A). O

Poznamka 5.7.14. Pretoze vykonanie riadkove]j operacie na transponovanej matici A7 zod-
poveda stIpcovej operécii na matici A, z prave dokazanej vety vyplyva, Ze pri vipocéte hodnosti
matice moézeme fubovolne kombinovat riadkové a stipcové operacie.

Veta 5.7.15 (Frobeniova). Nehomogénna sistava linearnych rovnic (5.2)) je riesitelnd prave
vtedy, ked matica sustavy a roz$irend matica sustavy maju rovnakid hodnost, t.j.

h(A) = h(A").
Dokaz. Ozna¢me 5 = (c¢1,...,¢n) vektor pozostévajlci z pravych stran, ¢ize naSa ststava
ma tvar AT = 47, Dalej oznaéme stipce matice A ako dy,...,d,.
Ak zq,...,x, je rieSenim tejto ststavy, znamena to, Ze

N =101+ -+ TpQp.
Z toho vyplyva
A1y.enyOp] = [A1,. .., 0n, Y
WAT) = d([@1, ..., @n)) = d([@1, - - -, Gn, 7]) = B(AT)

Pretoze podla predchadzajicej vety méa kazdé matica rovnakt hodnost ako jej transponovana
matica, dostali sme

h(A) = h(A").
Predpokladajme teraz, ze h(A) = h(A’). To znamend, Ze podpriestory [d1, ..., d,]
a [d1,...,dn,7] maji rovnakt dimenziu. PretoZe jeden z nich je navySe podpriestorom dru-

hého, podla tvrdenia |4.4.18| z toho vyplyva rovnost

—

ala"'aan] = [ala"'aan;ﬂ}/]
To znamena, ze 7 je linearnou kombinaciou vektorov @y, . .., &,, teda existuja =1, ...,z, € F
také, ze
"?:CClO_Zl ++£L’n0_2n

Ako sme si uz uvedomili v predchédzajicej éasti dokazu, tato rovnost je ekvivalentna s tym,
7e x1,..., Ty je rieSenie sustavy (5.2]). O
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Nasledujtica veta hovori, Ze ak mame jedno konkrétne (partikuldrne) riesenie nehomogén-
nej linedrnej stustavy, tak vSetky ostatné rieSenia nehomogénnej stustavy moézeme ziskat ako
sucet tohoto rieSenia a fubovolného riesenia prislusnej homogénnej ststavy.

Ovela dolezitejsi ako samotné znenie vety je velmi dolezity koncept rozdelenia riesenia
na homogénnu a nehomogénnu ¢ast. S tymto pristupom sa stretnete este velakrat — d4 sa
vyuzit v podstate vSade, kde sa vyskytuje linearita, napriklad pri linedrnych diferencidlnych
rovniciach, pri linedrnych rekurentnych rovniciach alebo tiez pri afinnych priestoroch a afin-
nych zobrazeniach — ¢o je nie¢o podobné ako vektorové priestory a linedrne zobrazenia, len
st doplnené o ,nehomogénnu® zlozku (stretnete sa s nimi na predmete geometria v druhom
ro¢niku [HZK]).

Veta 5.7.16. Nech a je riesenie sustavy linedrnych rovnic

AaT =47 (N)
a S je podpriestor pozostdvajici zo vSetkych rieseni homogénneho systému

Aal =07, (H)
Potom T = {a + BB e S} je mnoZina vsetkych riesent ,

Inak povedané, Tubovolné riesenie sa da ziskat ako sucet vektora 4 (partikuldrneho
rieSenia ) a nejakého rieSenia homogénnej stistavy .

Doékaz. Rovnost dvoch mnozin (mnoziny 7' a mnoziny vSetkych rieseni) budeme dokazovat
tak, Ze dokaZzeme obe inkluzie.
Najprv ukazeme, Ze kazdy prvok mnoziny 7' je rieSenim sustavy . Skutocne, pre prvok
tvaru a + E plati
A@@+ )T = Aa” + AFT =47 407 =47,

Zostéava ukézat, ze kazdé rieSenie mé uvedeny tvar. Nech teda & je lubovolné riesenie
, C¢ize plati AST = 5T, Potom plati

Potom
teda je to stdet vektora @ a prvku z S. Ukézali sme, Ze lubovolné rieSenie patrido T. [

Cvicenia

Uloha 5.7.1. Najdite vSetky rieSenia danych ststav rovnic nad polom R:
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o xr1 + 2o =1
I To +21’3 3174 _— 1 T, + o9+ T3 —4
T2 —x3 +I4 -3
o T2 + r3+xTr4 = -3
xr1 +3x2 —3x4 = Ta + Ta+ -9
_ 3 4 5 =
Tra +43x3 x4 3 vt o = —1
3r1 —2x9 +bx3 x4 = 2x1 +T7xo +3x3 +14 =5
2x1 —3xy +x3 +bry = -3 r1 +3z2 4x3 +dxry =
1 42z —4x, = -3 1 +bzry —9x3 +8xy =
T —x9 —4xs +9xry =22 5r1 +2x5 +4x3 +dxry =12
2z =5y +3z 4+t =5 r +2y 44z =3t =0
3r -7y +3z -t =-1 3z +by +62z —4t =0
5z —9y 46z 42t =7 dr +by -2z +3t =0
4r —6y +3z +t =38 3z +8y 424z —-19t =0
Uloha 5.7.2. Rieste v Zs ststavu uréent maticou:
110311 31221 241112 12324
12402 442110 33321 23113
21343 01241 14211 43132
30444 21123 42032 34321
Uloha 5.7.3. Rieste v Hi@lsgstavu urcend maticou:
| B 4 -3
| 3.1
|

11 ;)12'7 1 2-3]1 1-211]0 1
7 10 —1] -2 -13-2]3 41 —1]2 1
10 21 17 0 5—5]|4 12 4]0 2

1
Riefenie: a) nemd rieenie, b) (1,2,3) ¢) (t — 2,t+ 1,1), d) (22, &, - %), ) (£2¢, 2t,1)

Uloha 5.7.4. Rieste v Z; ststavu uréent maticou:
10115 11010 21414 12131
01116 21031 133115 21232
31230 31115 415116 31111
03614 01236 23142 06533

Uloha 5.7.5. Mozete si vymyslief kopec vlastnych ststav. Staci najprv zvolit riesenie, koefi-
cienty a doratat pravé strany. Skiste vymyslief aj také sustavy, ktoré nemaji riesenie alebo
maju viac nez jedno rieSenie.

Uloha 5.7.6. Néjdite realne ¢isla a, b, ¢ tak, aby graf funkcie f(r) = az?+ bx + ¢ prechadzal
bodmi (1,2), (-1,6) a (2,3).

Uloha 5.7.7%. V zavislosti od parametra a € R rieste systém dany maticou:

) (Sal) (1Y)

Uloha 5.7.8*. O stistave n rovnic o n neznamych nad polom R vieme, Ze jej koeficienty
12 3|4

tvoria aritmetickd postupnost (ako napriklad pre maticu [ 5 6 7 | 8 |) a Ze tato sGstava m4
910 11 | 12

jediné riesenie. Najdite rieSenie sustavy.

5.8 Jadro a obraz linearneho zobrazenia

Definicia 5.8.1. Nech V a W s vektorové priestory nad polom F' a f: V — W je linearne
zobrazenie. Potom jadrom linedrneho zobrazenia f nazyvame mnozinu

Ker f = {a e V; f(a) = 0}
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a obrazom linedrneho zobrazenia f nazyvame mnoZinu
Im f = {f(a@);@d e V}.

Inymi slovami, Ker f obsahuje prave tie vektory z V', ktoré sa zobrazia na nulovy vektor
a Im f obsahuje obrazy vSetkych vektorov z V. Lahko sa overi, ze Ker f aj Im f st vektorové
podpriestory.

Tvrdenie 5.8.2. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linedrne
zobrazenie. Potom Ker f je vektorovy podpriestor priestoru V alm f je vektorovy podpriestor
priestoru W.

Dékaz. Pretoze f(0) = 0, plati 0 € Ker f, teda Ker f # 0.
Ak &, 5 € Ker f, znameni to, Ze f(&@) = f(B) = 0. Z linearity potom dostaneme

-, -

fl@+B)=f@+fB)=0+0=0,

cize aj @+ f € Ker f.
Podobne, ak ¢ € F' a a € Ker f, dostaneme

fle.d)=c.f(@=c0=0

ac.aekKerf.

Pretoze f(0) = 0, plati 0 € Im f, teda Im f # (.

Ak @, E € Im f, znamena to, Ze tieto vektory si obrazmi nejakych vektorov z V', ozna¢me
ich dy a 51. Mame teda

f(&l):&
f(B) =75
f@+p)=a+p

Teda vektor @ + gje obrazom vektora a; + 51, ¢ize patri do Im f.
Podobne sa ukaze

cd = cf(ay) = f(ca),
teda aj cd € Im f. O

Teraz si povieme, ako stvisi jadro a obraz linedrneho zobrazenia s tjm, ¢i je toto zobrazenie
surjektivne alebo injektivne.

Tvrdenie 5.8.3. Nech V s W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linedrne
zobrazenie.

Zobrazenie f je injektivne prave vtedy, ked Ker f = {0}.
Dokaz. Predpokladajme, Ze f je injektivne. Vieme, Ze f (6) =0.%Z injektivnosti vyplyva,
7e iny vektor sa uz na nulovy vektor neméze zobrazif, preto Ker f = {6}

Nech Ker f = {0}. Ak f(@) = f(8), tak f(d@ — ) = 0, ¢ize & — 3 € Ker f. To ale
znamena, ze & — 5: 0, a teda @ = 5 O

Doékaz nasledujtiiceho tvrdenia vynechame, ide vlastne len o inak prepisanii definiciu sur-
jektivnosti.
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Tvrdenie 5.8.4. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linedrne
zobrazenie.
Zobrazenie f je surjektivne prdve vtedy, ked Im f = W.

Doésledok 5.8.5. Linedrne zobrazenie f: V — W je izomorfizmus prdve vtedy, kedIm f = W
a Ker f = {0}.

Veta 5.8.6. Nech V a W su konecnorozmerné vektorové priestory a f: V. — W je linedrne
zobrazenie. Potom

d(V) = d(Ker f) + d(Im f).

Dékaz. Nech dy,...,dy je baza Ker f (teda d(Ker f) = k). Bazu Ker f vieme doplnit na bazu
celého priestoru V' vektormi 51, . ,ﬁl. (Teda d(V) = k 4+ 1.) Ozna¢me S = [51, .. ,El]

Definujme zobrazenie g: S — Im f ako zuZenie zobrazenia f, t.j. g(&) = f(&) pre vSetky
a € S. Toto zobrazenie je surjektivne (pretoze ako druhy priestor sme zobrali Im f) aj injek-
tivne (lebo Ker g = Ker f NS = {0}). Je aj linearne, teda ide o izomorfizmus. Izomorfizmus
zachovava dimenziu (pretoZe zobrazuje bazu na bazu), teda mame

I =d(S) = d(Im f)

a z toho dostaneme
d(V)=k+1=d(Ker f) + d(Im f).

Cvicenia

Uloha 5.8.1. Najdite bazu obrazu a bézu jadra linearneho zobrazenia f: (Zs)* — (Zs)*
s danou maticou. V ktorych pripadoch je toto zobrazenie surjektivne a v ktorych injektivne?

3122 2411 1234
4321 3332 314
0124 1421 321
2012 4203 412

Uloha 5.8.2. Najdite linedrne zobrazenie (ak také existuje), ktoré je prosté a splia pod-
mienky:

oW
QO

a) f(]' 0 1) (2727 1)3 f(la 7]-7 1) (1a2a 2)3 f(oa 13 2) = (03 7172)7
b) f(l 0 1) (2 27 1)7 f(]-v _17 1) = (1727 _2)7 f(]-a ]-v 1) = (332a4)7
¢) f(1,0,1) = (2,2,1), £(0,—1,2) = (0,1,1), f(1,1,—1) = (2,3,2).

Uloha 5.8.3. Najdite linearne zobrazenie f: R? — R? (ak také existuje), pre ktoré: £(3,2,3) =
(5,-3,-2), f(0,2,1) = (2,0,-2), f(3,0,3) = (3,—3,0). Uréte bézu a dimenziu jeho jadra a
obrazu.

Uloha 5.8.4. Nech f: V — V je linedrne zobrazenie. Ako f? budeme oznacovat f o f.
Dokazte

(a) Ker f2 D Ker f,
(b) Im f2 C Im f,
(c) f2=0« Ker f DImf.
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5.9 Hodnost transponovanej matice
Uz sme jednym sposobom ukazali, ze
h(A) = h(AT)

(veta[5.7.13). Tu uvedieme dva dalSie sposoby. Prvy z nich bude vyuzivat prave dokézana
vetu [0.3.0l

Dokaz vety[5.7.13 Ku matici A typu m x n prislicha linedrne zobrazenie f: F™ — F™.
Vieme, ze toto zobrazenie je urcéené predpisom

f(@) = aA
(pozndmka [5.4.9)).

Stcasne vieme, Ze podpriestor Im f je generovany riadkami tejto matice. Preto h(A) =
d(Im f).
Do Ker f patria prave vektory, pre ktoré plati

AA =0,

z ¢oho transponovanim dostavame
ATET =07,
teda st to prave rieSenia homogénneho systému s maticou A”. Podla désledku m je di-
menzia mnoZiny rieseni takéhoto systému rovna m — h(AT) (pretoze pocet stipcov matice A
je m).
7 vety potom dostaneme

m =m — h(AT) + h(A),
z ¢oho vyplyva h(AT) = h(A). O
Uvedieme este jeden, pomerne jednoduchy dékaz tejto vety.

Doékaz vety[5.7.13 Dokaz bude pozostavat z 2 ¢asti: Najprv ukdzeme, ze tato veta plati pre
redukované trojuholnikové matice. Dalej si uvedomime, e stipcové operéacie nemenia hodnost
matice. Z toho uz potom vyplynie tvrdenie vety.

Ak B je redukovand trojuholnikova matica typu m x n a h(B) = k, znamena to, Ze B
mé k nenulovych riadkov a navyse, ma k stipcov, ktoré obsahuji jedint (vedticu) jednotku.
Potom BT je matica typu n x m, v ktorej st nenulové prvky iba v prvych k stipcoch a
navySe obsahuje ako svoje riadky vektory €, ..., €, Standardnej bézy priestoru F™ (tieto
riadky zodpovedajii tym stipcom pévodnej matice, v ktorych boli vediice jednotky). Z toho
je zrejmé, ze priestor Vpr prislichajuci tejto matici je generovany vektormi €, ..., €y a teda
h(BT) = d(Vgr) = k = h(B).

Skiisme sa teraz zamyslief nad tym ako menia dimenziu stipcové operacie. Kazda stip-
cové operéacia zodpoveda nejakému lineArnemu zobrazeniu F™ — F™ (vykonanie stipcovej
operécie znamend zobrazenia kazdého riadku tymto zobrazenim). Konkrétne, vymene dvoch
stipcov i-teho a j-teho stipca zodpovedé zobrazenie (pre i < j)

(5617 . ,Q?n) — (1‘1, ey L1, TGy T 1y e ey L1, Ly Tjgdy - v - ,JUn)
pripoéitaniu c-nasobku i-teho stipca k j-temu zodpoveda

(@1, xn) = (X1, ., Tjo1, T + €T, Tjg1, - - Tp)
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a vynasobeniu j-teho riadku konstantou ¢ # 0 zodpoveda zobrazenie
(X1, xn) = (T1, .., Tjo1, €T, Tjg1, - oo, Tny)-

Kazdé z tychto zobrazeni je linedrne a navysSe k nemu existuje inverzné (to vyplyva napriklad
z toho, Ze stipcové opericie st invertovatelné, ale da sa to Iahko overif aj priamo). Vietky
takéto zobrazenia s teda izomorfizmy.

Pretoze stipcova tprava zodpoveda zobrazeniu podpriestoru prislichajiceho danej matici
nejakym izomorfizmom a izomorfizmus nemeni dimenziu, je zrejmé, Ze stlpcové operacie
nemenia hodnost matice.

Majme teraz maticu A. Matica A je riadkovo ekvivaletna s nejakou redukovanou troju-
holnikovou maticou B. Plati h(A) = h(B) = h(B7T). Z matice BT vsak vieme dostat maticu
AT pomocou elementéarnych stipcovych operécii. (Riadkové operécie na pévodnej matici to-
tiz zodpovedajt stipcovym operaciam na transponovanej matici.) Preto mame aj rovnost
h(BT) = h(AT) a spojenim tychto dvoch rovnosti dostaneme

h(A) = h(AT).
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Kapitola 6

Determinanty

6.1 Motivacia

Na zaciatku tejto kapitoly uvedieme dva motiva¢né priklady. Ako neskor uvidime, v oboch
nich ur¢itym spoésobom vystupuji determinanty, jeden z nich ndm pontka aj istt geometricka
predstavu o pojme determinantu.

Priklad 6.1.1. Pokisme sa najst vSeobecné rieSenie stustavy

1121 + 01222 = C1

a2121 + a22%2 = C2
Prv( rovnicu vynasobime ass a odéitame od nej aiz-nasobok druhej rovnice. Dostaneme:

(a11a22 - a12a21)x1 = C1Qa22 — C2012

C10a22 — C2G12

1‘1 = —-—mmmmm
11022 — G12021
v pripade, Ze aijags — a12a21 # 0.
Ak zavedieme oznadenie
bi1 bi2| bieb biob
b bo,| = 11022 = 012021,
21 022

tak predchddzajicu rovnost mozeme vyjadrit ako

C1 Q12

Co  G22
r] =y .
a1l a2

a21 a22

Podobnym spdésobom by sme mohli odvodit, Ze plati

a1 €1
a1 C2

Ty = ——m.
a1l a2
a21  a22
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Definiciu, ktori sme zaviedli v predchéddzajicom priklade, neskor rozsirime aj na Stvorcové
matice vic¢sich rozmerov ako 2 x 2 a prave tento vyraz budeme nazyvat determinant.

Priklad 6.1.2. Dva vektory v rovine uréujd rovnobeznik. Zo strednej skoly viete, Ze jeho
obsah mozno vypoéitat pomocou vektorového sucinu (obrazok . Konkrétne, ak je rovno-
beznik urdeny vektormi & = (a11,a12) a 5 = (a91, a22), tak tieto vektory najprv doplnime
tretou stradnicou 0 na vektory (a11, a12,0) a (az21, az2,0) a potom vypoéitame ich vektorovy
sucin (0,0, ajiase — ajzasr). Obsah rovnobeZnika je velkost vektora, ktory sme vyratali, ¢ize

S = |airaze — aizaz].

A7 na znamienko sme opit dostali vyraz z predchadzajiceho prikladu (¢ize determinant).
(Pri¢om znamienko mé tieZ svoj vyznam — uréuje orientaciu vektorov.)

A

d’xﬁ

Obr. 6.1: Vektorovy stéin

Poktisme sa este pokusit o riesenie analogickej tlohy v trojrozmernom priestore. V tomto
pripade 3 vektory a, 5 , 7 uréia rovnobeznosten. Jeho objem by sme vedeli vyratat ako stéin
obsahu podstavy a jeho vysky. Pritom vysku moézeme uréit ako priemet vektora 4 do smeru
vektora @ x E . Tento priemet sa d& vyratat ako |¥| cos «, kde « je uhol, ktory zvierajua vektory
axfan.

Teda az na znamienko je jeho objem uréeny vyrazom

-,

@ x B[] cos v = (@ x ).,

kde - oznacuje skaldrny sicin vektorov. (Budeme sa nim zaoberat neskor, ale uz ste sa s nim
stretli aj na strednej skole a poznate niektoré jeho zakladné vlastnosti.)
Poktisme sa vydislit tento vyraz pre

a = (ai1,a12,a13)

B = (as1, s, ass)
5,'

= (as1,as2, ass)

3 p4 ~ _'_ ai2 aig ai1 a1 ail ai2
Vieme, Zeaxﬂ_(‘am a23|’_|a21 a23|v az1 1122|)
Dostaneme teda
a12 Aa13 a1l ais ailr a2
asy - + ass =
22 A23 a21 Aa23 a21 Aa22

(11022033 + 12023031 + 13021032 — 11023032 — 12021033 — (13022031
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Obr. 6.2: Rovnobeznosten uréeny 3 vektormi v R3

Odvodili sme vyrazy, ktoré predstavuji determinant $tvorcovej matice 2 x 2 a 3 x 3. Ako
by sme mohli tuto definiciu rozsirit na vyssie rozmery?

Mohli by sme postupovat analogicky ako v predchadzajucich prikladoch. Jedna moznost,
ako by sme definovali determinanty, by bolo vSeobecné riesenie rovnic vyssich stupniov. Vy-
chéadzali by ndm sice ¢oraz komplikovanejsie vyrazy, ale snad by sme v nich ¢asom objavili
nejakt zékonitost.

Priklad nam dava dobrt geometrickt predstavu determinantu — ako objem telesa
uréeného danymi vektormi v R™. Nie je vSak uplne jasné, ¢o chapat pod objemom v n-
rozmernom priestore. Ale sndd by sme na to vedeli prist. Objem jednotkovej kocky — ¢ize
n-rozmerného rovnobeznostena urceného vektormi &7, ..., &), — je zrejme 1. A vieme celkom
dobre popisat (na zaklade analégie s dvojrozmernym a trojrozmernym pripadom), ako sa
tento objem zmeni pri transforméaciach ako je skosenie, natiahnutie v smere niektorej z jeho
stran alebo stimernost podla roviny (¢i skor ,nadroviny“, ako sa zvykne nazyvat (n — 1)-
rozmerny podpriestor v R™). A pomocou tychto transformacii by sme vedeli dostat z jed-
notkovej kocky Iubovolny n-rozmerny rovnobeZnosten (prinajmenSom v trojrozmere mame
o tom celkom dobrii geometrickti predstavu; neskor si nieCo povieme aj o tom ako suvisia
tieto transformaécie s riadkovymi operdciami na matici), takze takymto sposobom by sme tieZ
boli schopny vyratat objem kazdého rovnobeznostena — a teda Tubovolny determinant.

Nebudeme postupovat ani jednym z naznacenych sposobov — naga definicia determinantu
bude celkom ind a na prvy pohlad velmi zvlastna. Neskor vsak uvidime, Ze pri naSej defi-
nicii budi platit pre riesenie sistavy n rovnic o n neznamych analogické vztahy ako sme
dostali v priklade @ a takisto sa determinant sprava vzhladom na niektoré transformécie
sposobom, ktory sme pred chvilou spomenuli.

6.2 Definicia determinantu

Definicia 6.2.1. V tejto kapitole budeme oznacovat ako S, mnozinu vSetkych permutécii
mnoziny {1,2,...,n}.

Dvojica (¢(k),¢(s)) sa vold inverzia permutacie ¢, ak k < s ale p(k) > ¢(s). Pocet
inverzi{ permutécie ¢ budeme oznacovat i(y).
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Priklad 6.2.2. Permutacia (}%33) ma 4 inverzie (4,1), (4,3), (4,2), (3,2):

1 2 3 4
4 1 3 2

4 1
4 3
4 2
3 2
Definicia 6.2.3. Nech A je matica typu n x n nad polom F, A = ||a;;||. Determinant matice
A je
4] = Y (1) Parn)aze) - - tngpn. (6.1)

PES,
Symbolom Y rozumieme, Ze s¢itujeme cez celtt mnozinu S, teda pre kazdu permutaciu
PESH
¢ € S, pripo¢itame jeden s¢itanec uvedeného tvaru. (Mnozina S, je konecna, teda takjto
sucet je jednoznacne definovany.)

Priklad 6.2.4. Ak mame maticu typu 1 x 1 tak dostaneme |A| = |a11| = a11.

Pre maticu typu 2 x 2 tiez dostaneme jednoduchy vzorec. So obsahuje len 2 permutacie
(12)a(3%). Prva z nich nema4 inverzie, druhd mé jednu inverziu. Z (6.1)) dostaneme v tomto
pripade
ail a2

= 11022 — @120a21-
a1 a22

V pripade matice typu 3 x 3 obsahuje mnozina S3 uz 6 prvkov. V nasledujicej tabulke
su vypisané vSetky permutéacie z S3, ich inverzie a pocet inverzii.

© i(p) inverzie
(133) ] O
(135) | 1 (3,2)
(273) | 1 (2,1)
(339) | 2 (2,1) (3,1)
(313) | 2 (3,1) (3,2)
(339) [ 3 13,2 (1) (21)

Z (6.1)) teda dostaneme (permutécie uvedieme v takom poradi, aby isli najprv tie, ktoré
maja kladné znamienko, ¢ize parny pocet inverzii)

aj; a2 Qi3
21 Q22 (23| = Q11022033 + 12023031 + G13021032 — 011023032 — 012021033 — 113022031 -
asz1 asz azg

Tento vzorec pre vypocet determinantu matice 3 x 3 nazyvame Sarrusovo pravidlo.

Sposob, ako si ho mozno Tahko zapamiitaf, je pridaf este raz k matici A je prvé 2 stipce.
Stciny na hlavnych diagonélach dédvame do vzorca s kladnym znamienkom, stéiny na ved-
lajsich diagonéalach so zdpornym znamienkom.

a11 aiz2 @13 ai1 a2 a11 Ai12 @13 411 A2
NN N O A
a21 G22 G23 G21 G22 az1 G222 G23 G21 G22
NN N O A
a31 asz a3z as1 as2 a31 asz azz a3l A32
NN N Y 4
+ 4+ + - - =
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Ten isty vysledok dostaneme ako pod maticu podpiSeme este raz jej prvé 2 riadky.
Inou mnemotechnickou pomdckou je vyznadit si ,kladné“ a ,zaporné* diagondly v po-
vodnej matici — bez pripisovania prvkov matice.

a1 ai2 a13 ailp _ai2 ai3

a1 a23 a1 a23

aszy a3z ass aszy G32 ass

Priklad 6.2.5. ’é% z ‘ —1324+31.04211-230-111-231=1

Priamo z definicie sa da dokdzat uzitocnd vlastnost determinantu: determinant transpo-
novanej matice je rovnaky ako determinant povodnej matice.

Veta 6.2.6. Nech A je matica typu n X n. Potom
A = |AT].

Dokaz. V definicii determinantu vystupuji stciny tvaru a;,(1)a2p(2) - - - Ane(n)- Okam-
Zite vidime, Ze v takomto su¢ine sa objavi prave raz prvok prvého riadku matice A (konkrétne
na prvom mieste), prave raz prvok druhého riadku, atd.

Ako je to so stipcami? Druhé stradnice, ktoré predstavuju stipce, st (1), (2), ..., @(n).
Vdaka tomu, Ze ¢ je bijekcia, objavi sa kazdy stIpec prave raz. Konkrétne prvok j-teho stipca
sa vyskytne v ¢initeli a,-1(;); (lebo i = ©~1(4) je presne to ¢islo, ktoré sa zobrazi na j, ¢ize
spliia (i) = ).

Ak teda usporiadame ¢initele vystupujiice v takomto stéine nie podla prvych, ale podla
druhych saradnic, dostaneme iny zapis pre ten isty sucin.

1p(1)2p(2) + - - Angp(n) = Ap=1(1)10p=1(2)2 - - - Ap=1(n)n-
S¢éitanim takychto rovnosti cez vsetky permutacie ¢ € S,, dostaneme
|A‘ = Z (71)1.0’0)(1190(1)(12%(2) N amp(n) = Z (71)1.(@)0,@71(1)1@(‘071(2)2 e agpfl(n)n.

PESn pESn

!

Oznaéme prvok v i-tom riadku a j-tom stipci transponovanej matice ako aij,

Potom poslednt rovnost mozeme prepisat ako

Al = Z (—1)1(“0)%@71(1)@/2@71(2) ()
PESn

A
t.]. ;5 = -

Dalej si uvedomme, Ze priradenie ¢ — ¢! je bijekcia z S,, do S,. (Lahko to mozete
overit na zéklade vlastnosti inverzného zobrazenia. Vyplyva to napriklad aj z toho, Ze (S, o)

je grupa (tloha|3.2.2)) a z tlohy [3.2.12) Teda, ak v predchadzajticej sume namiesto ¢! pou-
zijeme vSade (p, znamena to len preusporiadanie s¢itancov, ale hodnotu stctu to neovplyvni.

1
|A| = Z (—1)"% )a/w(1)a/2¢(2) ()
PESn

Na to, aby sme vpravo dostali determinant matice A", stacilo by dokazaf, Ze i(p) =
i(p~1). To skutoéne plati. Inverzie permuticie ¢ st totiz uréené takymi dvojicami indexov,
pre ktoré plati

i<j AN (i) > e().
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Ak oznaéime i’ = (i) a j' = ¢(j), tak predchddzajica podmienka je ekvivalentnd podmienke

/

e M) <TG A i >

Nasli sme teda jedno-jednoznac¢né priradenie medzi dvojicami, ktoré urcuji inverzie permu-
tacii ¢ a p 1. Teda skutocne plati i(p) = i(¢~!) a

|A| = |AT].

6.3 Vypocet determinantov

Doteraz sme uviedli ako pocitat determinanty rozmeru maximélne 3 x 3, pri¢om sme vlastne
postupovali priamo z definicie. Na vypocet determinantov vyssieho stupna sa naucime dva
postupy. Prvy z nich je Laplaceov rozvoj a druhy je pouzitie elementarnych riadkovych a
stipcovych operacii.

6.3.1 Laplaceov rozvoj

Nech A je Stvorcova matica typu n X n. Zvolme si (pevne) nejaké i € {1,2,...,n}. Potom
determinant matice A sa d4 upravif na tvar

|A| = ainAin + aigAio + ... + ainAin

Vyplyva to z toho, ze v kazdom sc¢itanci v sume vystupuje prave jeden prvok tvaru a;x
(konkrétne je to a;,(;)). Aby sme ziskali uvedent rovnost, staci vynat a;; z tych scitancov
v ktorych sa vyskytuje.
Podobne by sme mohli postupovat aj pre prvky niektorého stipca a1j, 025, - - ., Qn;. Dostali
by sme
|A| = alelj + anggj +...+ anjAnj.

Vyraz A;; nazyvame algebraicky doplnok prvku a;;.

Nagim najbliz§im cielom bude zistif, Comu sa rovna A;;.

Pokuste sa sami si vyskusat zistit vSetky mozné hodnoty A;; pre maticu 3 x 3, vysledky
si moZete skontrolovat v nasledujicom priklade.

Priklad 6.3.1. Pre maticu typu 3 x 3 sme odvodili
\A| = 11022033 + 12023031 + 413021032 — 011023032 — 412021033 — 013022031 -

Skiisme v tomto konkrétnom pripade urobif spominany rozvoj pre druhy riadok a druhy
sﬂpec.
Pre druhy riadok dostaneme:

|A| = a21(a13a32 — a12a33) + aszz(ar1asz — a13as1) + azs(aizass — aiiasz)
Pre druhy stlpec dostaneme:
|A| = a12(az23a31 — az1ass) + azz(a11a33 — ai3as:) + as2(a13021 — a11a23)

Z uvedenych vyrazov vieme vy¢&itat hodnoty Ao, As1, Az, Az, Ass. Keby sme urobili
este 2 dalsie rozvoje (povedzme podla prvého a treticho riadku), zistili by sme aj ostatné
hodnoty algebraickych doplnkov.
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Ay = azzazz — azzazs
Ay = azzaz — azasz
Aq3 = ag1a32 — azas;
Az = ai3a3z — a12a33
Agp = ar1a33 — a13031
Aoz = ai2a31 — a11a32
A3zl = a12a23 — a13022
A3z = a13a21 — a11023
Asz = aj1a23 — a12a;
Mozno by ste z hodnot vyratanych v predchddzajicom priklade vedeli uhadnif nejaki
vSeobecnil zékonitost. V&S tip sa potvrdi dokdzanim nasledujicej vety.

Pre maticu A typu n x n a 4,5 € {1,2,...,n} oznac¢ime ako M;; maticu, ktord vznikne
z matice A vynechanim i-teho riadku a j-teho stipca.

Veta 6.3.2. Pre algebraicky doplnok prvku a,s Stvorcovej matice A plati
Aps = (_1)T+S|Mrs|

Dokaz. Priamo z definicie vyplyva, ze

Aps = Z (—1)"(“"/)a1,¢,(1)a2w/(2) coitro1 (1= Dapp19' (r +1) ... ane’(n),
WIES:;S

kde ako S”® sme oznacili mnozinu tych permutécii z S, pre ktoré ¢'(r) = s.
Pre maticu M, tejto permutécii zodpoveda permutécia ¢, ktora je uréend predpisom

_ ) e'(k), ak ¢'(k) <
o(k) = {go(k) 1, ak @/(k) > pre k <r
e (k+1), akga(k+1)<s
(k)_{ "(k+1)— ak ¢'(k+1) > s pre k= r.

Chceli by sme 21st1t, aky je vztah medzi i(¢’) a i(y). Kazda inverzia permutécie ¢ zod-
povedd nejakej inverzii povodnej permutédcie ¢’. Niektoré inverzie sme vSak stratili:

a) Ak plati ¢'(j) > s pre j < r, tak dvojica (¢'(j), ) tvori inverziu pévodnej permutécie, ale
v permutacii ¢ neméme inverziu, ktord by jej zodpovedala. Ozna¢me pocet takychto inverzii
k. Znamen4 to, ze medzi prvkami j € {1,2,...,r — 1} je k prvkov takych, ze ©'(j) > s. Pre
zostavajucich (r — 1) — k prvkov teda plati ¢ (]) s. (Nemoze platit ¢'(j) = s, lebo na s sa
zobrazi jedine r.)

b) Ak ¢'(j) < s pre j > r, tak opiit dostaneme inverziu, ku ktorej nemame zodpovedajicu
inverziu v permutécii . Prvkov s vlastnostou ¢'(j) < s je prave s — 1. Pritom, ako sme
videli v pripade a), z nich prave (r — 1) — k spliia nerovnost j < r. Inverzii typu b) je teda
(s=1)—[(r—=1)—kl=s—r+k.

Spolu sme ,stratili“ s — r + 2k inverzii. Teda i(¢') = i(¢) +s—r + 2k a

(~1)) = (2110 (1) o (1) = (1)) 4 (1)

Dosadenim do vyjadrenia pre A,s, ak navySe zavedieme oznadenie M, = ||b;;||, ziskame
dokazovani rovnost

Aps = (D)™ 7 (D) big) by = (1) M.
@YESn_1
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Pretoze predchadzajici dokaz nie je tplne jednoduchy, uvedieme este iny, do istej miery
podobny (v nadeji, ze ked uvidite viacero pohladov na dokaz tej istej vety, bude to o ¢osi
jasnejsie).

Dokaz. Kvoli jednoduchosti za¢nime s pripadom 7 = s = n. Priamo z definicie determinantu
vidime, Ze a,,, sa vyskytne v tych s¢itancoch, kde ¢(n) = n. To ale znamen4, Ze permutacia ¢
zobrazi {1,2,...,n—1}na{1,2,...,n—1}, éize takéto permutécie s v jednojednozna¢nej ko-
reSpondencii s permutdciami mnoziny {1,2,...,n—1}. NavySe pocet inverzii zodpovedajicich
si permutécii je o¢ividne rovnaky. (Vynechali sme len ¢(n) = n, tento prvok nevystupoval
v ziadnej inverzii.) Mame teda

Awn =Y (1) Parn)ase@) - an1pm-1) = | Manl.
996577,71

(Opét, priamo z definicie dostaneme, Ze vyraz na pravej strane rovnosti je determinant matice,
ktora vznikne vynechanim posledného riadku a posledného stipca.)

Dalej sa pozrime na to, ako sa zmeni algebraicky doplnok A, ak vymenime r-ty riadok
matice A s nasledujicim. Nech teda matica B vznikne z matice A tak, Ze vymenime r-ty a
(r+1)-vy riadok. Chceme porovnat séitance vystupujtce v determinante matice A obsahujice
prvok a,s s tymi s¢itancami v determinante matice B, ktoré obsahuju b,11,s = a, 5. V prvom
pripade séitujeme cez vSetky permutécie také, Ze ¢(r) = s (mnozinu tychto permutacie
oznacime opidt ST*).

Avs = D (1) Par o) -+ G 1o 1)1 p(r41) - -+ Gngo(n)-
pESy®

Pri vypoéte B,1 s sCitujeme cez vietky permutécie také, ze o(r + 1) = s:

Bopis= Y, (=1 byoay . bt 1)brpmbrr2.p(12) - bnp(n)-
LPES;+1’S
Stucase, z definicie matice B mame b;; = a5 pre i # r,7 + 1 a b,y = ar41,6, teda
Bri1s = Z (*1)“@)“1,%(1) co Or—10(r=1)0r4+1,0(r) Sr+2,0(r+2) - - - An,p(n)-
peSTH®
Uvedomme si dalej, Ze vymena prvkov na r-tej a (r + 1)-vej pozicii déva koreSpondenciu

medzi mnozinami ST a STT1%. Konkrétne, z permutécie

_ 1 ...r r+1 ... n

P =) o s plr+1) ... p(n)

patriacej do S.® dostaneme permutaciu

I _ 1 ... r r+1 ... n
Y= (sa(l) op(rtl) s w(n))

patriacu do S’ +1* a obratene. Vdaka tejto bijektivnej korespondencii mézeme predchidza-
jucu sumu prepisat ako

Bryis = Z (_1)“@ )a1,¢(1) s Or—1,0(r—1)r+41,0(r4+1) Ar4+2,0(r+2) -+ + An,p(n)-
peSy®
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Vidime, Ze v oboch suméch sa vyskytuji presne tie isté ¢leny, zostéva len zistit aky je
vztah medzi i(p) a i(¢’). Tieto permutdcie sa liia len na r-tom a (r 4+ 1)-mieste, ¢ize jedind
inverzia, ktorou sa mozu 1isit, je (¢(r), o(r + 1)). Skutocne, ak (s, p(r + 1)) tvoria inverziu
permutéacie ¢, tak v novej permutdcii nebudeme mat na tomto mieste inverziu a obratene,
ak tu ¢ nemd inverziu, vo ¢’ dostaneme inverziu. Poc¢et permutécii sa teda 1ii o tto jednu
inverziu, ¢ize i(¢’) = i(p) £ 1, a teda

BT+1,S = - Z (_l)i(W)al,¢(l) s Qr 1, 0(r—1)Ar4-1,0(r41) Ar42,0(r42) - - - @n,po(n) = —Aps.
pESY”®

Vdaka vete vieme, Ze to isté sa stane pri v§mene susednjch stipcov.

Posledné pozorovanie potrebné na dokoncenie dokazu je, ze podmatica M, s matice A je
rovnaka ako podmatica M, 11, matice B. (Z matice B vynechdvame (r + 1)-vy riadok, ¢o je
presne 7-ty riadok pévodnej matice.)

Ak teraz chceme zistif algebraicky doplnok A, prvku a,; matice A, mdzeme postupovat
tak, ze n—r—1 vymenami susednych riadkov presunieme prvok a,.; do n-tého riadku, a potom
urobime este n — s — 1 vimen stipcov, po ktorych prvok a,, povodnej matice bude prvkom
cnn matice C, ktoru takto dostaneme. Uz vieme, Ze algebraicky doplnok tohoto prvku je

Ann - |Mrs|

(podmatica, ktora vznikne z C' vynechanim posledného riadku a posledného stipca je presne
t4 podmatica povodnej matice, ktorti sme dostali vynechanim r-tého riadku a s-tého stipca.)
Sti¢asne sme pri kazdej vymene riadku/stipca zmenili znamienko, preto

Apy = (=178 4 = (=)A= rds 4 (L)AL = (1) M)
O
Déosledok 6.3.3 (Laplaceov rozvoj determinantu). Nech A je matica typu n x n. Potom
|A| = (=1)" L ay | Mg | + (1) 2ase| Mia| + . .. + (=1) T ai | M;,| (6.2)
Al = (=1 ar;[Mug] + (=1) ag; | Maj| + ... + (—1)7 " an; [ My (6.3)

Prva rovnost uvedent v predchddzajicom désledku nazyvame Laplaceov rozvoj determi-
nantu matice A podla i-teho riadku, druhtt Laplaceov rozvoj podla j-teho stipca.

Priklad 6.3.4. Nasledujuci determinant vypoc¢itame Laplaceovym rozvojom podla druhého

stipca.
? g _01 i 1 -1 1 2 0 1
=-212 1 1/-3|]1 -1 1|=(-2)1-3.(-1)=1
23 11 2 -1 2 2 -1 2
2 0 -1 2

6.3.2 Vypocet pomocou riadkovych a stipcovych operacii

V casti sme si ukédzali, ako mozno pomocou elementarnych riadkovych tprav upravit Tu-
bovolni maticu na redukovant trojuholnikovii maticu. Ak by sme vedeli, ako elementarne
riadkové tpravy ovplyviiuji hodnotu determinantu a ak by sme vedeli vypocitat determinat
redukovanej trojuholnikovej matice, tak by sme ziskali dalsiu metédu na vypocet determi-
nantov. Prave to je naSim najblizSim cielom.

Zacneme s tym, Ze overime, ako menia hodnotu determinantu jednotlivé elementarne
riadkové operacie.
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Veta 6.3.5. Ak maticu B ziskame z A vyndsobenim k-teho riadku skaldrom c € I, tak
|B| = c|A].
Dékaz. Ozna¢me B = ||b;j|| a A = ||a;j||. Potom plati b;; = a;; pre ¢ # k a by; = cay;.
Priamo z definicie determinantu potom dostaneme
1Bl =D (=1 Dby o1)ba,002) - - Or 1,06 1) bbyiph) Dbt 1,0k 1) - - - D) =
PES,

D (1) Dy 1)@ 02) - k1o (k1) OOk (B Tt 1o (k1) <+ - O io(m) =
PpESnH

¢ Y (1) a1 p(1)a2,p(2) - - Ah1 o (k1) ko (k) Tt 1o (kA1) - - - Do) = €l Al

PESn
O
Dosledok 6.3.6. Ak matica A md nulovy riadok, tak |A| = 0.
Dokaz. Staci v predchadzajucej vete dosadit ¢ = 0. O

Veta 6.3.7. Ak md matica A dva rovnaké riadky, tak |A| = 0.

Dokaz. Matematickou indukciou vzhladom na n.
1° Pre n = 2 tvrdenie plati:

a1 a2

= ajjai2 —aiiaiz = 0.
ailr a2

2° Predpokladajme, Ze tvrdenia plati pre lubovolnt maticu typu n X n. Nech A je matica
typu (n+1) x (n+ 1), ktorej i-ty a j-ty riadok st rovnaky. Ak urobime rozvoj determinantu
matice A podla niektorého iného riadku (okrem i-teho a j-teho), tak vSetky matice M,
vystupujtce v Laplaceovom rozvoji st matice typu n X n a maju dva rovnaké riadky. Podla
indukéného predpokladu |M,.s| = 0 pre vSetky pripustné hodnoty r, s, a teda z Laplaceovho
rozvoja vidime, ze aj |A| = 0. O

Veta 6.3.8. Nech matice A a B si matice typu n X n, ktoré sa lisia len v k-tom riadku.
Potom |A| + |B| = |C|, kde ¢;j = a;j = b;; pre i # k a ci; = ar; + by;.

Dokaz. Urobme rozvoj matice C podla k-teho riadku. Dostaneme
|C| = (—1)’““(%1 + bk1)|Mk1| + (71)’”2(%2 + bk2)|Mk2| +...+ (*1)k+n(akn + bkn)|Mkn|.

Pritom podmatice My, Mgs, . .., My, uz pozostavaja len z tych prvkov, ktoré st vo vsetkych
troch maticiach rovnaké. Teda tie istt podmatice budi vystupovat v rozvojoch matic A a B
podla k-teho riadku. Pomocou nich dostaneme:

|A‘ = (—1)k+1ak1|Mk1| =+ (—1)k+2ak2|Mk2\ + ...+ (—1)k+nakn‘Mkn|,
|B‘ = (—1)k+1bk1|Mk1| + (—1)k+2bk2‘Mk2| + ...+ (—1)k+nbkn|Mkn|.

Sc¢itanim tychto dvoch rovnosti a porovnanim s rozvojom determinantu matice C' dostaneme

Al +1B] = |C.
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Predchédzajicu vetu by sme mohli lahko overif aj priamo na zéklade definicie determi-
nantu.

Dokaz.

Cl= > (=1 1) -kt p(h—1)Chio(k) Ch 100k +1) - - Criplm) =
YESn

D D Pargy k1 o) @rp(r) + Drp(k)) Tt (k1) - -+ Tnipm) =
PESH

D (D) P argay e Gt b 1) ko) Ut 105 41) -+ - o)+
pESH

> (1) Py aro1p 1) () Bt 1 (k1) - - Gnp(n) = [A] + [ B
PESy,

O

Veta 6.3.9. Ak matica B vznikne z A pripocitanim c-nasobku miektorého riadku k inému
(pricom c € F), tak |B| = |A|.

Dokaz. Nech B vznikne z A pripocitanim c-nasobku k-teho riadku k I-temu riadku, pricom
k # 1. Teda B ma vsetky riadky rovnaké ako matica A, len prvky [-teho riadku maja tvar
blj = cap; + ag;.

Nech A’ je matica, ktord mé vSetky riadky rovnaké ako matica A len I-ty riadok matice
A’ sa rovna k-temu riadku matice A. (Teda a;; = a;; pre i # [ a aj; = ay;.) Tato matica md
dva rovnaké riadky, teda podla vety je |4’ =0.

Uvazujme dalej maticu A”, ktord vznikne z A’ vynasobenim k-teho riadku skaldrom c.
(Teda a;; = a;; pre i # | a aj; = cay;.) Z vetyméme |A”| = c|A'| = 0.

Teraz si sta¢i v8imnaf, ze maticu B dostaneme z matic A a A” spésobom popisanym vo
vete [.3.8] Teda

Bl =|A] + A" = |A].

O
Veta 6.3.10. Ak matica B vznikne z A vzdjomnou vgmenou dvoch riadkov, tak |B| = —|A]|.
(Vgmena 2 riadkov matice meni znamienko determinantu.)
Doékaz. Oznacme dy,...,d, riadky matice A. Uvazujme maticu, ktord mé rovnaké riadky

ako A, len namiesto i-teho aj namiesto j-teho riadku ma &; + &@;. PretoZe tadto matica ma
rovnaky -ty a j-ty riadok, podla vety

Qy

1
aj -0

)

K2

Q1 Q1
+ +

(2

Q1

n

(Kvoli stru¢nosti oznacenia sme vynechali sme vSetky riadky, ktoré st rovnaké ako v matici A,
okrem prvého a posledného. Toto oznadenie rozhodne nie je korektné, snad je vSak dostatoc¢ne
zrozumitelné.)

Tento determinant sti¢asne vieme prepisat pomocou vety a vety

ay ay ay ar| |ax ay ay ar| |ax
ai+a;| |a+a|  |a@+a;] |al,la)| | fal] | a| la)] |, |a
S =S T s T =S S D =S S
a; + a; a; Qa; Q; a; Q;j Qa; Q; Qa;
an, an, an, An| |@n| |@n| |Gn| |Gn| |dn



Porovnanim tychto 2 vztahov dostaneme
0=1[A]+|B|,
¢ize skutocne |B| = —|A|. O

Teraz uz vieme, ako ovplyviujui hodnotu determinantu jednotlivé elementarne riadkové
operéacie. Podla vety plati |A| = |AT|. Pretoze riadkové operacie pouZité na transpono-
vani maticu AT zodpovedajt stipcovym operdciam na pévodnej matici A, vietky dokadzané
tvrdenia platia aj pre stipcové operacie. (Pri vypoéte determinantov mozeme teda kombino-
vat riadkové aj stipcové operacie.)

Doteraz dokazané vety nam vSak len umoziiuji porovnat determinant danej matice s de-
terminantom redukovanej trojuholnikovej matice, ktorti dostaneme. Aby sme mohli tto me-
t6du naozaj pouzit na vypocet determinantu, potrebujeme este vedief urcit determinant
matice, ktora je v redukovanom trojuholnikovom tvare. Na to nam posluzia nasledujtace dva
vysledky.

Veta 6.3.11. Ak A je hornd trojuholnikovd matica (pod hlavnou diagondlou md nuly), tak
determinant matice A sa rovnd sucinu prvkov na diagondle.

|A| = a11022 ...0nn

Dokaz. Staci ukazat, Ze pre kazdd permuticiu ¢ € S, okrem identickej premutécie je sucin
A15(1)@20(2) - - - Ane(n) NUlovy. Na to staci, aby bol nulovy niektory cinitel a;,(;). Pretoze
predpokladdme, 7Ze A je hornd trojuholnikovd matica, urcite plati a;,;y = 0 pre i > ¢(i).
Zostava nam teda ukazat, Ze aspoii jedno také i existuje.

Ak ¢ € S, a p # id, tak existuje i € {1,2,...,n} také, Ze i # ¢(i). Nech i je najvicsie
také ¢islo, ¢ize ¢ = max{k; p(k) # k}. Oznacme j = ¢(7). Nemdze platit ¢(j) = 4, lebo potom
by sa na j zobrazili 2 rozne prvky, ¢o je v spore s predpokladom, Ze ¢ je bijekcia. Teda plati
1> 7 = (i). O
Désledok 6.3.12. Determinant diagondlnej matice sa rovnd sucinu diagondlnych prvkov.

d
=didy...dy,
dn

Priklad 6.3.13. Vypocitajme determinant z prikladu tentokrat pouZitim riadkovych
a stIpcovych tprav.

22 0 1 22 0 1 2201 2201 2201 2201 2201
10-11|MW|00-10]@ |6010|® |6010| @ |6010/® |6010|©® |0100
23 1 1| = [33 12| = —|3302| = —|3302| = —|1i01| = —|o100| = |0010
50-12 10-11 1001 1001 1001 1001 1001

2001 (g)[1000] (g [1000

0100 ® o100l D|0100|_1

0010| = [6010| = [0010]|=

1001 1001 0001

Elementérne riadkové a stipcové operacie, ktoré sme pouzili st:
(1) 3. stlpec sme pripoéitali k prvému a Stvrtému stipcu
(2) 2. riadok sme vynésobili —1
(3) od¢itali sme druhy riadok od tretieho a pripo¢itali sme ho k $tvrtému
(4) odpoéitali sme 1. riadok od tretieho
(5) odpoditali sme 4. riadok od tretieho
(6) vymena druhého a tretieho riadku
(7) odpoéitali sme 2-nasobok 2. riadku od prvého
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(8) odpocéitali sme 4. riadok od prvého
(9) odéitali sme 1. riadok od Stvrtého

Asi najviac si zjednodu$ime pricu, ak budeme kombinovat oba postupy — riadkové a
stipcové tipravy aj Laplaceov rozvoj. Napriklad namiesto kroku (2) alebo (3) v predchadza-
jicom postupe sme mohli pouzit Laplaceov rozvoj podla 2. riadku a dostali by sme sa tak
k determinantu 3 x 3.

Poznamka 6.3.14. Vsetky vysledky, ktoré sme odvodili pre zmeny determinantu pri ele-
mentarnych riadkovych tupravach zodpovedaji geometrickej intuicii, ktortt sme spominali —
7e determinant mozeme chépat (az na znamienko) ako objem.

Konkrétne vynasobenie niektorého riadku konstantou znamena c-nasobné natiahnutie rov-
nobeznostena v smere niektorej z jeho hran, pricom sa aj objem zvicsi c-krat. Podobne
pripoc¢itanie nasobku i-teho riadku k j-temu predstavuje vlastne skosenie rovnobeznostena
v smere i-tej hrany. Pri lom sa nemeni objem. (Podobne — snad este jednoduchsie — si mozete
rozmysliet, Ze to funguje pre dvojrozmerny rovnobeznik.)

Veta 6.3.15. Nech A je S§tvorcovd matica typu n X n. Matica A je reguldrna prdave vtedy,
ked'|A| # 0.

Dokaz. Pripomenime, Ze matica A je reguldrna prave vtedy, ked hodnost matice je n. Vieme,
Ze hodnost matice sa rovnd po¢tu nenulovych riadkov v redukovanej trojuholnikovej matici
M, ktoréa je riadkovo ekvivalentna s A.

Ak matica A nie je reguldrna, tak prislusna redukovand trojuholnikova matica mé aspon
jeden nulovy riadok. Podla dosledku mé teda nulovy determinant. Ako sme dokazali
v predchadzajucich vetach, Ziadna z elementarnych riadkovych tiprav nemeni nulovost a ne-
nulovost determinantu. Preto aj determinant matice A je nulovy.

Ak A je reguldrna, tak prislusnd redukovana trojuholnikovd matica méa n nenulovych
riadkov. Pretoze ide o maticu typu n X n, priamo z definicie redukovanej trojuholnikovej
matice vyplyva, Ze to je jednotkovd matica I,,, ktord ma nenulovy determinant |I,| = 1. O

Teraz, ked uz vieme, Ze su pre nas podstatné len regularne matice, mohli by sme vetu

a dosledok odvodit v opa¢nom poradi. Priamy dokaz dosledku by sa
podobal na dékaz vety bol by vsak jednoduchsi v tom, Ze teraz uz mame nuly aj
nad diagondlou a nepotrebujeme hladat i také, ze ¢ > (7). (Staél ndm, Ze ¢ # ¢(i).) Ako-
nahle uz mame dokizany désledok a chceme overit vetu @ pre regularnu hornt
trojuholnikovii maticu, sta¢i si uvedomit, ze tak(ito maticu vieme upravit na diagonédlnu
uz len pouzivanim pripocitavania niektorého riadku k inému a pri tejto tiprave sa hodnota
determinantu nemeni (veta [6.3.9).

6.4 Determinant su¢inu matic

Teraz dokazeme eSte jeden dolezity vysledok tykajici sa determinantov. Stru¢ne povedané,
tento vysledok hovori, Ze determinant sti¢inu matic sa rovna sic¢inu determinantov.

Veta 6.4.1. Nech A, B st dve matice typu n X n nad polom F. Potom plati

|A.B| = |A||B|.
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Dokaz. Ozna¢me riadky matice A ako dy,...,d,. Teda

a1 ai12 ... Q1n (05}

ag1 a922 ... Q2p (6]
A = =

an1 QAp2 ... 0App Qo

Priamo z definicie st¢inu matic (rozmyslite si to!) sa da zistit, Ze riadky matice A.B majt

tvar ay B, dize

aB

asB

A.B= )
a,B
Pretoze @ = > ; ay;€;, mozeme tito rovnost upravit na tvar
n —

D iy 1010, €5, B
A.B= :
n —
Zin:1 ani, €i, B

Pomocou viacnasobného pouzitia vety postupne dostaneme

gilB gle
n 2?12:1 A2iy glzB n n é;zB
|AB|: a14, . =...= Z...Zaulagiz...amn
11=1 n : . i1=1 in=1 L
Zin:1 Ay, ein,B ein,B

Teraz si uvedomme, Ze ak i; = i) pre nejaké j # k, tak prislusny determinant v predcha-
dzajucej sume je nulovy (lebo mé 2 rovnaké riadky). Teda nenulové séitance budu iba tie,
kde n-tica (iy,4s,...,%,) predstavuje permutaciu ¢isel 1,...,n. Dostdvame teda

éjo(l)g
€ (2)
|AB| = Z a1¢(1)a2¢(2) PN an¢(n) .
PESH

Co(n) B

Matica vystupujiica v predchddzajicej rovnosti je vlastne matica B s poprehadzovanymi
riadkami. Pomocou vymen niektorych riadkov z nej vieme dostat maticu B. O chvilu si
ukdzeme, Ze sa to d& urobit pomocou i(¢) vymen. Na zdklade toho prejde predchadzajica
rovnost na tvar

|AB‘ = Z A1p(1)A24(2) - anga(n)(_]-)l(gp)|B| = |A||B|
PESH

Zostava ndm teda overif, Ze potrebny pocet vymen je skutocne i(¢). Pri upravovani
,poprehadzovanej matice na maticu“ B moZeme postupovat tak, Ze najprv premiestnime
prvy riadok na prvé miesto a to tak, Zze ho vidy vymiename s predchidzajicim, az kym
sa nedostane na spravnu poziciu. (Ak uz je na prvom mieste, nerobime Ziadne vymeny.)
Takto sme urobili tolko vymen riadkov, kolko mé permutacia ¢ inverzii obsahujicich éislo 1.
Teraz modzeme podobnym sposobom presuntt druhy riadok na druhé miesto. Pocet vymen
je rovnaky ako pocet tych inverzii, ktoré obsahuji 2 ale nie 1 (pretoZe prvy riadok sme uz
presunuli). Takto postupujeme dalej. Vidime, Ze pri takomto algoritme dostaneme maticu B
pomocou presne () vymen riadkov. O
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Dokaz, ktory sme uviedli, je v principe rovnaky ako v [Al Theorem 10.31]. V [K| Veta
6.2.18] mozete najst dokaz, ktory vyuziva rozlozenie matice na sicin redukovanej trojuholni-
kovej matice a matic elementarnych riadkovych operacii. Este jeden, tiplne iny dokaz, mozete
najst v [KGGS| Veta 2.14.7].

Hovorili sme o tom, Ze ako geometricky vyznam determinantu si mozeme predstavit objem
rovnobeznostena uréeného riadkami matice. V pripade, ze dani maticu chapeme ako maticu
linedrneho zobrazenia, je to presne objem rovnobeznostena na ktory sa zobrazi jednotkova
kocka (urdena vektormi Standardnej bazy). Determinant ndm teda hovori, kolkokrat sa pri
zobrazeni danym linedrnym zobrazenim zvicsi objem jednotkovej kocky. Pretoze ide o line-
arne zobrazenie, aj objem lubovolného rovnobeZnostena sa zvic¢si v rovnakom pomere. A
presne toto tvrdenie vlastne hovori veta, ktort sme prave dokazali. (V poznamke sme
hovorili o stivise medzi touto geometrickou predstavou a elementarnymi riadkovymi opera-
ciami. Spominany dokaz z [K] teda vlastne zodpoveda tejto geometrickej intuicii — lubovolné
linedrne zobrazenie sme najprv rozlozili na jednoduchsie zobrazenia, o ktorych vieme ukézat
kolkokréat zvéésuji objem. Pomocou toho vieme uréit, kolkokrat sa zvicsi objem pri pouziti
povodného zobrazenia.)

6.5 Vyuzitie determinantov

6.5.1 Vypocet inverznej matice

Veta 6.5.1. Ak A je requldrna matica typu n X n, tak

A A o Ap

1 [A A . A
i 12 22 n2
Ay Ao ... Apg

kde A;; oznacuje algebraicky doplnok prvku a;;.

Poznamka 6.5.2. Maticu

Ap Axp ... Ay
Ay, Aoy ... Apn

nazyvame adjungovand matica k matici A a oznacuje adj A. Teda vyjadrenie inverznej matice
z predchadzajucej vety mozeme zapisat aj v tvare

A1 adj A
|A]
POZOR na vymenu poradia indexovania — algebraické doplnky v adjungovanej matici
nie st indexované tak, ako v pévodnej matici ale podobnym spdsobom ako v transponovanej
matici.

Dokaz. Treba dokéazat, ze A. ac}jélA) = 1. Oznacme maticu A.%EA) ako C. Pre jej prvky plati

1 n
Cij = I Z aikAjk.
A=
Potrebujeme vlastne ukazat, ze c;; =1 a ¢;; = 0 pre i # j.
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Pre i = j dostavame
1 n
G = T > aiAin.
k=1

Suma v predchadzajicej rovnosti je presne rozvoj matice A podla i-teho riadku, ¢ize sme
. A
dostali ¢;; = % =1.
Pre i # j si vSimneme, Ze suma vo vyraze

1 n
Cij = W Z aikAjk.
k=1

predstavuje Laplaceov rozvoj matice, ktord vznikne z A nahradenim j-teho riadku i-tym,
podla (nového) j-teho riadku. Pretoze tato matica ma dva riadky rovnaké, jej determinant
je nulovy, z ¢oho ¢;; = 0. O

V predchadzajicom dokaze sme overili pre maticu B = adij rovnost AB = I.V definicii
inverznej matice vSak vystupuje aj rovnost BA = I. Nie je to chyba? Zabudli sme ju overit?

Nie, nie je to chyba. V predpokladoch vety totiz mame, %e A je reguldrna, teda A~!
existuje. Vdaka tomu z rovnosti AB = I po vynasobeni A~! dostaneme B = A~!.

3 1 =2
(72 0 1 )
—4 -1 3

7 toho dostavame, ze

1 3 1 -2
A7 = Zade =(-2 0 1
|4 -4 -1 3

Vynéasobenim matic sa mozeme presvedéit, ze skutocne plati A. A= = A1 A =1.

6.5.2 Cramerovo pravidlo

Na zadiatku kapitoly sme si ukézali, ako sa d4 pomocou determinantu vyjadrit rieSenie st-
stavy 2 linedrne nezavislych rovnic o 2 neznamych. Teraz odvodime analogicky vysledok pre
sustavy n rovnic s n neznamymi.

Majme stustavu

a1 ai2 . A1n | C1
agy a99 . agn | C2
Apl Gp2 .. Gun | Cn
Ozna¢me maticu ststavy ako A a C := (c1, ¢z, . .., ¢,)T maticu, v ktorej st do stipca zapisané

pravé strany. Hladdame vlastne tak( maticu X, pre ktora plati
AX =C.

Ak je matica A reguldrna, vynasobenim A~! zlava dostaneme

o A11 A21 - Anl C1
X = 33.2 =A"1C= 1A A oo Apo C.2
Tn Aln Azn . Ann Cn
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Z predchadzajtcej rovnosti dostaneme
1 n
€Xr; = 7 Z Ajicj~
4] 2

Nech A; oznacuje maticu, ktortt dostaneme ak v matici A nahradime i-ty stipec stipcom
(c1,¢a,...,cn)T (Cize pravymi stranami). Potom si mozeme vsimnif, Ze vyraz vystupujici
v predchadzajiicej rovnosti je presne Laplaceov rozvoj matice A; podla i-teho stipca. (Iné
stIpce sme nemenili, preto algebraické doplnky vystupujice v Laplaceovom rozvoji st rovnaké
ako pre maticu A.) Plati teda

n
[Ail =) Ajicy,
j=1
z ¢oho dostaneme
o = Al
AN

Tym sme odvodili vzorec pre riesenia sustavy linearnych rovnic, ktora ma regularnu ma-
ticu. Tento vzorec sa nazyva Cramerovo pravidlo.

1-11]1
Priklad 6.5.4. Majme ststavu (2 11 2). V priklade [6.5.3| sme vypocitali determinant
2-12]3
|A] = 1.
Ostatné determinanty, ktoré potrebujeme na pouzitie Cramerovho pravidla sa
1-11 1-11
‘2 11|=121 1‘:—2—&—1:—1
3-12 0-10
(Uprava, ktortt sme pouzili, bolo odéitanie prvych dvoch riadkov od tretieho.)
111 101
‘221‘:’201‘:271:1
232 212
1-11 1-10
‘2 1 2‘:’2 1 0‘:14—2:3
2-13 2-11
Z toho dostaneme rieSenie sustavy (—1,1, 3).
Cvicenia
-2 3 —3-1||-23 —2-1| -2 3 —1-1
Uloha 6.5.1. Vypocitajte determinanty: | § 3% 3 2 121l ]
i -1-1=2/l0 1 1 -1llo 1 -1-1

Ak existuje inverznd matica, aky bude jej determinant. Vysledky (bez zaruky): 0,8,8.
3401 1141 1211
Uloha 6.5.2. Vyrieste v Zs pomocou Cramerovho pravidla: <1 12| 1> (0 122 <0 11 1)
1]0 1033 2132

Uloha 6.5.3. Pomocou Cramerovho pravidla rieste:
1  +bxe +4x3 +3x4 =1 T, 2z 4ax3 =1
201 —x9 H+2x3 —x4 =0 201 4x9 —x3 =0
(Navod: Skuste zvolit x3, x4 za parametre.)

Uloha 6.5.4. Uréte determinanty danych matic. Viete na zéklade vysledku uréit ich hod-

nost?

T"'2c1 1 le-1||2¢tl 0
=21 0 c—21 0 2 c—1 2¢
c 10 001 ¢ 11 1

Uloha 6.5.5. Najdite inverzni maticu k maticiam z tlohy pomocou determinantu.
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loha 6.5.6. Vypoc1taJte

U
(1 110 (1 11
1101 123 71
1011 149 1
0111 1827 —1
al a%
as a%
Uloha 6.5.7*. : :
1 an ai
1 QAn 41 aiJrl
2 1
1 2
01
Uloha 6.5.8*. D, = |. .
0 ..
0 ...
a-+b
1
0
Uloha 6.5.9*. D, =| .
0
0
n
Uloha 6.5.10*. D,, = | 1
1

inverznu maticu:

ay
ay
| =2
al
a2+1
0 O .0
1 0 .0
2 1 .0
. . =7
001 21
0O 0 12
ab 0 0 0
a+b ab 0 0
1 a+b ab 0
=7
.0 1 atb ab
. 0 0 1 a+b
1 1.1
n 1l ..1|__9
L
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Kapitola 7

Euklidovské vektorové priestory

7.1 Skalarny sacin

Skalarny stéin vektorov patriacich do R? alebo R3 poznéte zo strednej $koly. Tam ste skalarny

—

sucin vektorov @ = (a1, az2) a B8 = (b1, be) definovali ako

-

(@, B) = ai1by + agbs.

(Pouzivali ste iné oznacenie pre skaldrny sté¢in, ako budeme pouzivat my.) Takisto ste sa na
strednej Skole naudili, ako stvisi skaldrny sucin s velkostou vektora a uhlom, ktory zvieraji
2 vektory:

My by sme teraz chceli zaviest definiciu skalarneho st¢inu o nieco vSeobecnejsie — chceli
by sme popisat, aké vlastnosti by mal mat skaldrny stcéin, aby sme pomocou neho mohli
zmysluplne hovorit o velkosti alebo uhle vektorov z daného vektorového priestoru. Budeme
opét postupovat axiomaticky — zavedieme si niekolko zakladnych vlastnosti skaldrneho sti¢inu,
z ktorych sa budt dat odvodit ostatné.

Definicia 7.1.1. Nech (V,+, ) je vektorovy priestor nad polom R. Potom zobrazenie g: V' x
V — R sa nazyva skaldrny sicin na V, ak pre lubovolné @, 3 € V a c € F plati

(iv) ak @ # 0, tak g(a, @) > 0.

Vektorovy priestor V spolu so skaldrnym saéinom g nazyvame euklidovskym vektorovym
priestorom.

Vsimnite si, ze skalarny suéin sme definovali iba pre vektorové priestory nad polom R.

Namiesto g(@, ) budeme pouZivat oznacenie (@, 3). Pri tomto oznadeni uvedené vlast-
nosti moézeme prepisat nasledovne:
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(i)

(ii) (@ + B,7) = (@) + (B,7),
(iii) (c@, ﬁ> = ¢(d, E),

(iv) ak @ # 0, tak (@, @) > 0.

Ak V je euklidovsky vektorovy priestor, tak aj kazdy jeho podpriestor je euklidovsky
priestor (s rovnako definovanym skaldrnym stéinom).

Priklad 7.1.2. Zoberme si vektorovy priestor R" s obvyklym scitovanim a skaldrnym na-
sobkom (po zlozkéch). Potom pre vektory & = (a1, ...,a,) a 8= (by1,...,b,) definujeme

C_i g Zakbk

V pripade R? alebo R? dostavame skaldrny stéin ako ho poznéte zo strednej skoly.
Vlastnosti z definicie skaldrneho sicinu sa overia pomerne jednoducho. Vlastnost je
zrejma. Vlastnosti a sa overia jednoduchou tpravou:

n n n n
Z ar + bk Z arCr + bka) = Z agcr + Z br.c,
k=1 k=1 k=1 k=1
n n
cap = ¢ Z ag.
k=1
Aby sme overili vlastnost , stadi si vSimnut, Ze
n
¥, Q) = Zai.
k=1

Pretoze a2 > 0, aj skalarny sicin (62 a@) > 0 a rovny 0 bude iba v pripade, ze vSetky séitance
st nulové, t.j. ar = 0 pre kazdé k a a = 0.

k=1

Priklad 7.1.3. Definujme na R? skaldrny saéin nasledovne:

—

(@, B) = aibr + a1bs + asbi + 2asbs,

pre @ = (a1,a2) a § = (b1, bs). Vlastnosti 7 sa overia lahko. Vlastnost vyplyva
z toho, Ze
(@,d) = a} + 2a1az + 2a3 = (a1 + az)* + a3,

ize (@, @) = 0 plati prave vtedy, ked a; = 0 a stcasne a1 + ag = 0, teda a1 = as = 0, CiZe

¢

.Ol/\

QL

Priklad 7.1.4. Postup z predchadzajtceho prikladu sa da zovSeobecnit. VSimnime si, Ze je
to Specidlny pripad nasledujiceho zapisu:

by

- bz
9(@, B) =(ar1...an)C | . |,

b
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kde C' je matica typu n x n. Takyto predpis priradi 2 vektorom & = (aq,.. .,an),g =
(b1,...,b,) € R™ nejaké redlne ¢islo. Nie vzdy to véak bude skaldrny sudin.
Vsimnime si, Ze tento predpis modZeme zapisat aj takto:

065 = 30D wit

=1 j=1

V pripade, ze 1de 0 symetrlcku maticu, ¢ize ¢;; = ¢;;, Tahko zistime, Ze je splnend podmienka
(EI) Podmienky (i) a st splnené pre Tubovolni maticu.
S podmlenkou Je to o nie¢o komplikovanejsie.

Priklad 7.1.5. Ako C(a,b) ozna¢ime mnozinu vSetkych spojitych funkcii f: (a,b) — R
Tieto funkcie tvoria vektorovy podpriestor priestoru vSetkych funkeii z (a,b) do R a predpis

b
g) = / F(@)g(x)dx

definuje skaldrny sGéin na tomto priestore. (Takto by sme vedeli definovat skaldrny suc¢in aj
na podstatne vic¢Som priestore funkcii — stacilo by zvolit nejaké podmienky, ktoré zarudia, ze
su¢in f(z)g(x) bude mat kone¢ny integral. Ked vSak pouZijeme aj nespojité funkcie, budeme
mat problémy pri overovani podmienky . Pravdepodobne v niektorom z vyssich ro¢nikov
sa na analyze stretnete s Fourierovymi radmi, kde sa objavi tento isty skalarny sucin a
dozviete sa tam aj ako sa to d4 definovat tak, aby to fungovalo aj pre iné funkcie, nielen
Spojité.)

Ak mame euklidovsky vektorovy priestor, tak moZeme prirodzenym spdsobom zadefinovat
velkost vektora a uhol dvoch vektorov. Uvidime, Ze takto zavedend velkost vektora spliia
viaceré vlastnosti, ktoré platia pre velkost vektora v R? a R3.

Definicia 7.1.6. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor. Potom pre & € V definujeme
velkost vektora & ako
a] = v/{a,a).

Vsimnite si, Ze podmienka z definicie skaldrneho sti¢inu zarudi, Ze velkost je definovand
pre lubovolny vektor (nikdy v predpise pre |@| nedostaneme odmocninu zo zaporného ¢isla.)
Niekedy sa pouziva aj oznacenie ||@|| (napriklad v [KGGS]).

Tvrdenie 7.1.7. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor. Pre lubovolné @, E €eVacelR
plati:

(i)

(i)

(iif) [ed] = |[|a]
)
)

@l >0
d =0 a=0

(iv) (@, B)| <|@||B] (Schwarzova nerovnost)

(v

@+ 3] < |@| + |8] (trojuholnikovd nerovnost)
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Dokaz. Vlastnosti , , (iii) sa overia lahko priamo z definicie.
1) Dokazeme pouzitim vlastnosti pre vektor & + ¢f3, kde ¢ je lubovolné redlne ¢islo.
Na zdklade vlastnosti skaldrneho sti¢inu mozeme urobit tieto Upravy:

@+ cB]2 = (@+cB,d+cB) = (@ d) +2¢(@ B) + (B, B) = |a]* +2¢(@, B) + 23> > 0.

PretoZe uvedend nerovnost mé platit pre kazdé redlne ¢islo ¢ a mozeme ju chapat ako kvadra-
tickl nerovnicu s nezndmou ¢, diskriminant tejto nerovnice nesmie byt kladny (aby prislusné
kvadratickd rovnica nemala nenulové redlne korene)

D = 4(a, B)* - 4|aP’|5]* < 0.

7 tejto nerovnosti dostaneme

Poktisme sa upravit viraz |@ -+ /3|2. Plati
@ + B = (@+ B,a + B) = (@,d) +2(d, B) + (5, ) =
~ -, (1 - . -
|6* +2(a, B) + 18]* < |al* + 2ldl| 5] + |B]* = (|a] + |5])*

(v nerovnosti (1) sme pouzili Schwarzovu nerovnost ) Z poslednej nerovnosti uz vyplyva

®. O

Definicia 7.1.8. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor.
Uhol dvoch nenulovych vektorov definujeme ako taky uhol, pre ktory plati

(@,

cos p = —.

|al|s

V pripade, Ze niektory z vektorov je nulovy, polozime ¢ = 0.

1

i
==

Vsimnite si, ze vdaka Schwarzovej nerovnosti je vyraz vystupujuci v definicii uhla dvoch
vektorov z intervalu (—1, 1), teda takyto uhol skutocne existuje.

Definicia 7.1.9. Vektory &, B € V nazveme kolmé (ortogondlne), ak (@, 5} =0.
O k-tici vektorov djy,...,dy hovorime, Ze tieto vektory s ortogonélne, ak Tubovolné 2
z nich st ortogonalne, t.j. (&;, d;) = 0 pre kazdé i # j.

Tvrdenie 7.1.10. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor. Ak nenulové vektory dy, . . ., dx
st ortogondlne, tak su linedrne nezavislé

Dokaz. Nech cy,...,c; € R st také, ze ciaq + -+ + cpdy = 0. Zoberme si lubovolné i €
{1,2,...,k}. Potom dostaneme

0 = (d,0) = (@, c101 + -+ + ) = cil @
Této rovnost moze platit jedine ak @ = 0 alebo ¢; = 0. Pretoze a; # 0, plati ¢; = 0.

Pouzitim rovnakej uvahy pre vSetky ¢ = 1,2,... &k dostaneme c¢; = c; = ... = ¢ = 0. Teda
dané vektory si1 linedrne nezavislé. O
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Definicia 7.1.11. Nech V je euklidovsky priestor a M C V. Potom
L={aev; (&,ﬁ) = 0 pre vietky J € M}
sa nazyva ortogondlny doplnok mnoziny M.

Tvrdenie 7.1.12. Nech V je euklidovskyj priestor a M C V. Potom M~ je vektorovyj priestor
priestoru V.

Dékaz. Zrejme 0 € M+, preto M~ je nepréazdna mnozina.
Treba eSte overit, Ze pre vsetky Oél,OéQ € M+acdeR aj cdy + das € M+, Ak pre
vSetky 5 € M plati <a1,6> =0a (042,6) =0, tak aj

<CO_21 + do_z27g> = C<O_Zlag> + d<0_22ag> = 07
teda cd@y + das € ML. O

Tvrdenie 7.1.13. Ak V je euklidovsky priestor a M C N C 'V, tak

Nt C Mt
Dékaz. Ak o € N+, tak (@, §> = 0 pre vSetky vektory B € N. To ale znamena, Ze (@, E) =0
plati aj pre vietky vektory 3 € M (pretoze M C N), a teda N+ C M+, O

Lema 7.1.14. Nech V je euklidovsky priestor a &y,...,d8r € V. Nech S = [a4,...,dx] je
podpriestor vygenerovany tymito vektormi. Potom S+ = {ay,...,dy}+ .

Doékaz. Z toho, 7e {dy,...,dr} C S vyplyva inklazia S+ C {ay,...,dx} .

Naopak, nech 3 € {@i,...,a,}+. To znamena, 7e (57 a;) =0prei=1,2,...,k Potom
<§, @) = 0 aj pre Iubovolny vektor @ € [d1, . .., dg], pretoZe kazdy vektor z tohoto podpriesto-
ru ma tvar a = ¢y + -+ - + ¢y a

(B,c18@1 + -+ k@) = 1 (B, @) + ... + e (B, a@) = 0.

Tvrdenie 7.1.15. Ak V je euklidovsky priestor a S, T si podpriestory V, tak
(S+T):=8+nT1t.

Doékaz. Pretoze S C S+ T aj T C S+ T méame (S + T)t C S+ a stcasne (S +T)+ C T+,
z ¢oho vyplyva
(S+T)-cstntt.

Naopak, ak @ € S+ NT+, tak vektor @ je kolmy na lubovolny vektor z S aj na Tubovolny
vektor z T. Kazdy vektor z S + T sa d4 zapisat v tvare ﬂ + 4, kde 5 € SayeT, takze
potom plati . .

<&7B+7> = <&7B> + <d’a’?> =0,
teda « je kolmy na kazdy vektor z S + T, ¢ize patri do (S + T)+. Ukéazali sme, ze plati aj
opacna inklazia
SENTHC(S+T)*
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7.2 Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Definicia 7.2.1. Vektory &y, ..., &, sa nazyvaju ortonormdlne, ak pre vetky 4 plati |@;| = 1
a pre i # j plati

=

<627 >:

Struéne povedané, su to ortogonilne normované vektory (pod slovom ,normované“ roz-
umieme, Ze ich velkost je 1).

7 tvrdenia vyplyva, Ze ortonormalne vektory su linedrne nezavislé. Ak ich teda
bude dost vela (v pripade kone¢norozmerného priestoru tolko, kolko je dimenzia priestoru),
mozu tvorit bazu.

Definicia 7.2.2. Ak vektory dy, ..., &, st ortonormélne a tvoria bazu vektorového priestoru
V', tak tato bazu nazyvame ortonormdlna bdza.
Priklad 7.2.3. Najjednoduchsi priklad je Standardné béza é1, ..., €, v priestore R™ so Stan-
dardnym skalarnym sacinom
n
(@,p) = Z arby.
k=1

V takomto euklidovskom priestore maju vsetky vektory €i,...,¢€, velkost 1 a kazdy z nich
je kolmy na vsetky ostatné.

Vyhoda ortonormalnej bazy spociva v tom, ze ak mame 2 vektory vyjadrené pomocou
ortonormélnej bazy velmi lahko vypoditame ich skaldrny siéin — v podstate rovnako ako
v predchédzajicom priklade.

Majme & = c1q7 + -+ + ¢, 0y a 5 = dydy + - + dpd,, kde vektory as,...,d, tvoria
ortonorméalnu bazu. Potom

(@, 5) = (c1G1 + -+ + Cp@n, d1G1 + - -+ + dndin —ZZQ (A, dj).
i=1 j=1

Jediné nenulové ¢leny v predchadzajiacej sume su tie, kde ¢ = j. NavySe vieme, Ze (@;, @;) = 1.

Dostaneme teda .
By =Y cidi
i=1

Nasim najbliz§im cielom je ukézat ako z Tubovolnej bazy v euklidovskom vektorovom
priestore vieme dostat ortonormélnu bazu. Dokaz nasledujtcej vety poskytuje jej konstrukciu,
ktora sa zvykne nazyvat Gram-Schmidtov ortogonalizaény proces.

Veta 7.2.4. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor a ai,...,0, je bdza priestoru V.
Potom existuje ortonormdlna bdza Bl, e ,ﬁn priestoru V.

Dokaz. Nech ay,...,a, je baza priestoru V. Najprv sa pokusime najst taka bézu 71, ...,%,
priestoru V', ktorej vektory st ortogonélne.

T=
2 =d2 + c2171
V3 =q3 + c3171 + C3272

'771 :&n + cnl’:r;l + cn2’72 +...+ cn,nflinfl
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Budeme postupovat indukciou. Prvy krok indukcie je jasny - staci polozit ¥, = &s.
Predpokladajme teraz, Ze uz sme nasli k ortogonalnych vektorov 71, ..., k, ktoré maju
uvedeny tvar. Navyse plati

(@1, dk] = [T, ]

Chceli by sme nédjst vektor 7,11 kolmy na vSetky predchadzajtce, ktory by mal navyse tvar

Vi1 = Q41 + Chr1171 + Cht1,272 F -+ Cht1.67k

a sucasne taky, aby platilo

[O_Zla ceey O_Zk-i-l] = [’717 cee 7:);16—0-1]'
Ak m4 byt tento vektor kolmy na predchadzajice, musia platit rovnosti

0= (Yk+1,71) =(Ar+1,71) + chy1,1(V1,71)
0= (Yrt1,72) =(Tt1,72) + ry1,2(F2,72)
0 = (Yr+1,73) =(0k+1,73) + crt1,3(73,73) (7.1)  {EQGAMMAK)

0= (Vk+1, k) =(0ht1,Tk) + Cht1,5Vis V)

(V kazdej rovnici sme vynechali vSetky ¢leny obsahujuce (%;,7;) prei # j,4,j € {1,2,...,k},
pretoze podla indukéného predpokladu st tieto hodnoty nulové.) Z predchédzajicich rovnic
mozeme vyjadrif vSetky koeficienty cxy1

@41, %)
Ck+1i = —~7=5 S\
(Vi> Vi)

pre kazdé i = 1,2,... k.

Z rovnic (7.1) vidno, ze pre takéto hodnoty cxy1; bude vektor 4,11 skutoéne kolmy na
vSetky predchadzajtce vektory.

Dalej vieme, 7ze dxy1 ¢ [d1,...,d%] = [F1,---,7]) (lebo vektory @i, ...,d, sa linedrne
nezavislé). Teda aj dky1,71,-..,7k S linedrne nezivislé, ¢ize ich linedrnou kombindciou
nemozeme dostat 0. PretoZe Vr+1 = Qpy1+criV1+cra¥a+. . . +Crt1,167k je linedrna kombinacia
tychto vektorov a koeficient pri 11 je 1 # 0. Z toho vyplyva, Ze Vi1 # 0.

Stucasne plati Vi1 € (k41,715 -, Ve] = [0, ..., Gpga]- Teda [Y1, .. Y] € [aT1, ..o, Q]
Dalej @x+1 = Fk+1 — (ck1V1 + ck2¥2 + - .- + Cky1,67k) je linedrna kombindcia vektorov
Y1,y Vet1, CiZe plati aj obratend inklazia [d1, ..., dk+1] € [Y1,- .- Ve+1]-

Takto sme dostali bazu priestoru V', ktorej vektory st ortogonalne. Aby boli ortonormaélne,
potrebujeme, kazdy z nich vydelit jeho velkostou, ¢iZze ortonorméalnu bazu dostaneme tak, ze
polozime

O

Priklad 7.2.5. Zoberme si priestor V =[(1,0,1,0),(0,2,—1,1),(0,2,1, 3)]. Lahko sa overi,
Ze tieto vektory st linedrne nezavislé, teda tvoria bazu priestoru V. Pomocou Gram-Schmidtovho
procesu najdeme ortogonalnu bazu pre V. Polozime

71 = 0_21 = (1a07170)
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Dalej chceme najst vektor o = d@s + ¢y, = (0,2, —1,1) +¢(1,0,1,0) = (¢,2,c—1,1) tak, aby
t

bol kolmy na ¥; = (1,0, 1,0). Dostdvame teda rovnos

((¢,2,¢—1,¢+1),(1,0,1,0)) =c+c—1=2c—1=0,

z ktorej vyplyva ¢ = % a Yy = (%,2,—%, 1).
Treti vektor 43 hladdme v tvare 43 = d3 + dy1 + e» tak, aby

<,737’71> <& ’7 > +d<'717’3;1> =0
Va2 Yo, 7 0

(Y3, 92) = (A3, %2) + e(V2,72) =
z ¢oho
d— <Oé3,’Y1>
<71771>
_ <a37’)’2>
(Yo, Y2)

Ked vypocitame (d3,71) = 1, (F1,71) = 2, (d3,%2) = 5 a (32,72) = %, dostaneme

. 1., 13
= (g3 — — _——
73 3 271 1172

L (12 4 12 20
BEATI I

Zatial sme teda dostali ortogonélne vektory, ktoré generuju V. Aby sme z nich dostali orto-
normélne, musime ich predelit velkostou. Plati

1l = V2

L VI

W2| = W
V672 - 4/41

|“Y3|:711 BT

a teda ortonormaélna baza priestoru V' je

1
fi= 51,010
- V21 1
52 ?(57 531)
1 1

(737 715 37 5)

- 11 12 4 12 2
( 0 (—12,—4,12,20) =

/v G VRS TR TR 11) NV Nz
Vidime, ze vektory, ktoré sme dostali vyzeraji pomerne zlozito. Nevedeli by sme si nejako

zjednodusit tieto vypocty? Mozno keby sme mali bazové vektory povodnej bézy o nieco
jednoduchsie, aj ortonorméalna béaza by vysla jednoduchsia. Ale dostat , peknt“ bazu vieme
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— to sa d4 urobif pomocou elementdrnych riadkovych operacii. Takze skisme eSte takyto
postup — vypocitajme najprv jednoduchsiu bazu pre priestor V.
10170 1010 1010 100 —1 100 —1
(02711) ~ <02711) ~ (02711) ~ (020 2 ) ~ (010 1 )
021 3 00 2 2 00 11 001 1 001 1
Vidime teda, ze V =[(1,0,0,-1),(0,1,0,1), (0,0, 1,1)], ¢iZe tentokrat ako Startovaci bod
pre Gram-Schmidtovu ortogonalizaciu pouzijeme bazové vektory & = (1,0,0,—1), ds =
(0,1,0,1), d3 = (0,0,1,1). (Dafam, ze Véas nebude prili§ pliest, Ze tentokrat sme ako &y, as
a a3 oznacili uplne iné vektory ako v prvej casti prikladu. Dévod nie je ten, Ze by sme mali
prilis malo gréckych pismeniek, ale ten, ze som chcel aby sa oznacenie zhodovalo s oznacenim
pouzitym v predchadzajicom dokaze.)
Opit dostaneme:
71 = 0_21 = (17()’0, _1)

Vektor 42 hladdme v tvare ds 4+ ¢¥; a z podmienky, Ze (¥2,%1) = 0 ndm vyjde, Ze

(Y1, d2) -1 1

c= — - ==

(Y1,71) 2 2

S = (0,1,0,1) + ~(1,0,0,—1) =  =,1,0,
Y2 = s Ly Yy 2)77 - 27752

Dalej hladdme 75 v tvare 45 = d3 + dy1 + e¥2. Koeficienty e a f opif uréime z podmienok
ortogonality.

g _tas7) 1
(V1,7) 2
_ (ds,%) 1
(72, 72) 3

= (0,0,1,1) + ~(1,0,0,-1) — ~ (L1012 (L Ly L
V3 = s Uy by g\ 3 D) - 37 3aa3

Teraz uz zostava len kazdy vektor predelit jeho velkostou.

z M 1
61_727 170707 1
17 \/i( )

Cvicenia

Uloha 7.2.1. Najdite bazu a dimenziu S+ pre dany podpriestor S priestoru R*:

a) S = [(1, 1,0, 1), (2, 1,0, 1)]

b) S = [(17534;3)7 (2a 71727*1)]

C) S = [(1,2,171), (2,1,—1, —1)]

d) S = [(1, 2,3, 4)7 (1, 1,1, 1)7 (4, 3,2, 1)]
e) S = [(2, 1,2, 3), (0, 1,-2, 1), (1,0, 2, 1)]
f) s=1[(1,1,1,2),(1,0,1,1),(0,1,2,1)]

loha 7.2.2. Zistite, ¢i dany predpis urcéuje skaldrny st¢in na R3. Nech @ = (ay,az,a3) a
= (b17 b27 b3)

e
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a) <O7, g) = a1b1 — a1b2 + a1b3 + a2b1 + 3(12[)2 — a3b3
b) <O_2, E> = a1b1 + 20,11)2 + 2a2b1

c) (@, B) = 3arba + 2azbs + azbs

d) (@, B) = arby + asbs + azbs

e) <(52, 5> = a1by + ai1bs + asby + 3asbs + aszbs

£) (@, B) = a1by + arby + agby + asby + 2azbs

g) (@, B) = a1by + 2a1by + 2aby + asby + 2azbs

h)(d, B) = aibs + azb
1)<07, > = 3(111)1 + 2a1b2 + (lgbl + 3a3b3

Uloha 7.2.3. Zistite, ¢i sin7ma a cos 7 st kolmé v priestore C(0, 1) so skaldrnym sti¢inom
z prikladu Akt maju tieto vektory velkost?

Uloha 7.2.4. Najdite ortonorméalnu bazu pre priestory z tlohy
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Dodatok A

Delenie so zvyskom

O veciach, ktoré spomenieme v tomto dodatku, sa ovela viac dozviete na predmete Ele-
mentarna teéria ¢isel v letnom semestri, pozri napriklad [C]. Tu zhrnieme zékladné veci,
ktoré budeme potrebovat a podrobnejsie si na prikladoch ukéZeme viacero postupov, ktoré
sa v tejto prednaske objavia Castejsie.

TODO
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Dodatok B

Komplexné cisla

Zékladné vlastnosti komplexnych ¢isel mozete najst vo velkom mnozZstve vysokogkolskych i
stredogkolskych uéebnic, ako napriklad [I, Kapitola 13], [KMS, Kapitola I1.10], [Sm], [B]] a
mnoho inych. Kniha [AA] sa venuje komplexnym ¢islam od zékladnych poznatkov aZ po ich
pouzitie v tlohach olympiddneho charakteru.

Niektori z vas preberali komplexné ¢isla na strednej skole, pre tych, ktori ich nemali, sa
tu pokusime zhrnit ich najdolezitejsie vlastnosti, ktoré budete potrebovat.

B.1 Definicia komplexnych d¢isel, algebraicky tvar kom-
plexného cisla

Vieme, ze v redlnych ¢islach nema rovnica
z?=—1

riesenie. (Pre kazdé realne &islo plati 22 > 0.) Co by sme potrebovali urobif, keby sme
cheeli dostat ¢iselny obor, v ktorom tato rovnica bude maf rieSenie? Znamend to vlastne,
ze chceme k redlnym d&islam pridaf nejaké ,nové“ disla a zadefinovat na nich séitovanie a
nésobenie tak, aby sa tieto operacie spravali podobne ako pre redlne ¢isla. (Pod slovom
,podobne* rozumieme to, Ze novovytvoreny ¢iselny obor mé byt pole.) Ideme sa teraz pokisit
zadefinovat takéto pole, ktoré potom nazveme polom komplexnych ¢isel.

Uréite musime teda pridat aspoii jedno riesenie rovnice z? = —1. Oznaéime ho i a budeme
ho nazyvat imagindrna jednotka. Teda

i? = —1. (B.1)

PretoZe chceme, aby komplexné ¢isla obsahovali vSetky realne ¢isla musime potom pridaf aj
déisla tvaru b.7, pre Tubovolné b € R a aj ¢isla tvaru a + bi pre Iubovolné a € R. UkéZeme si,
ze tieto Cisla uz postacia na to, aby sme vytvorili pole.

Definicia B.1.1. Komplexngm c¢islom budeme nazyvat lubovolné ¢islo tvaru
a + bi,
kde a,b € R. Mnozinu vsetkych komplexnych ¢isel oznacujeme

C = {a+bija,be R}
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Zapis komplexného ¢isla v tvare a + bi nazyvame algebraicky zdpis komplexného c¢isla.
Pritom a sa nazyva redina cast komplexného ¢isla a bi sa nazyva imagindrna cast komplex-
ného éisla. Pre komplexné ¢islo z = a+ bi oznac¢ujeme jeho redlnu ¢ast Re z = a a imaginarnu
¢ast Im z = bi. (Niekedy sa tiez pouziva oznacenie Rz a Iz.) Cislo, ktoré ma nulovt realnu
dast, sa nazyva rydzoimagindrne.

Komplexné ¢islo je jednoznacne uréené svojou redlnou a imagindrnou castou, teda dve
komplexné &isla 21 = a; + b1t a 29 = as + bat sa rovnaju prave vtedy, ked

a; = a2 a b1:b2.

Poznamka B.1.2. Definiciu komplexnych ¢isel modzeme chapat takym spdsobom, Ze sme
zaviedli nejaky novy symbol i a komplexné ¢isla st formalne zapisy tvaru a + bi, pricom a, b
st Tubovolné redlne ¢isla.

Ind moZnost by bola definovat komplexné ¢isla ako usporiadané dvojice redlnych éisel a
dohodnut sa, 7e namiesto (a,b) budeme pouzivat zapis a+ bi. (VSimnite si, Ze takyto pristup
zodpovedd tomu, ze 2 komplexné ¢isla povazujeme za rovnaké prave vtedy, ked maju rovnaké
obe zlozky.)

Pri prvom pristupe (formélne zapisy tvaru a+bi) je jasné, Ze redlne ¢isla st podmnozinou
komplexnych ¢isel. (Kazdé redlne ¢éislo a sa d& vyjadrit ako a + 0i, teda je prvkom mnoziny
C.) Pri druhom pristupe redlne ¢isla stotoZnime s mnoZinou {(a,0);a € R}. Séitovanie a
nasobenie definujeme tak, aby korespondovali so s¢itovanim a nasobenim redlnych ¢isel.

Pomocou nového symbolu i sme zaviedli nejakti mnozinu, ktorej prvky sme nazvali kom-
plexné ¢isla. Dalej by sme na tejto mnozine chceli zaviest operacie séitovania a nasobenia
tak, aby mnozina C s tymito operaciami tvorila pole.

Stucdet 2 komplexnych ¢isel definujeme velmi prirodzenym spdsobom — sé¢itame ich reélne
Casti aj imaginarne casti:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i (B.2)
Ak chceme, aby platila distributivnost, tak pre sucin ¢&isel a + bi a ¢ + di musi platit
(a+ bi)(c + di) = ac + bei + adi + bdi?
a z rovnosti potom mame
(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (bc + ad)i (B.3)

Priklad B.1.3. (2+3i) + (2 —4) =4+ 2i
(2+30)(2—i)=4—2+6i+3="T+4i
(V2 + V20 (V2 +V2i) =2+ 2 +2i — 2 =4i

Oplati sa zapamétat si, ze

it=i ?=-1 PP=—i =1

(B.4)
Z’4k+1 — Z 7;4k+2 — _1 Z'4k+3 —

Poznamka B.1.4. Nésobenie a s¢itovanie by sme definovali analogicky, keby sme komplexné
¢isla chapali ako dvojice redlnych ¢isel, pozri tloha[3.3.11
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Dolezité je, ze takto definované operacie + a - sa spravaju ,rozumne“. Inak povedané,
radi by sme ukézali, ze (C,+,-) je pole.

Niektoré z vlastnosti pola st zrejmé takmer okamzite. Komutativnost a asociativnost
operacie + sa overi lahko. Neutrdlny prvok tejto operacie je 0 = 0 + 0¢ a inverzny prvok k
a+bije —(a+bi) = (—a) + (—b)i. Z toho $pecidlne vyplyva, ze komplexné ¢isla vieme aj
odcitovat,

(a+bi) — (c+di)=(a—c)+ (b—d)i.

(Mobzete si vSimnut, Ze ak sa na komplexné ¢isla pozerame ako na dvojice redlnych ¢isel, tak
je to ta istd operacia, ktorti sme zaviedli v tilohe [3.2.1f), resp. v priklade kde sme videli,
7e dvojice redlnych ¢isel mozeme chépat ako vektorovy priestor.)

V pripade operécie - mame o trochu komplikovanejsiu situdciu. Jej komutativnost je jasna
priamo z definicie. Skiisme overit asociativnost. Teda mdme 3 komplexné ¢&isla z; = a + bi,
zo = c+di a z3 = e+ fi a chceme priamym vypoctom (teda na zaklade definicie ndsobenie)
overit zq(z223) = (2122)2s.

z1(2z223) = (a + bi)[(c + di)(e + fi)] = (a + bi)[(ce — df) + (cf + de)i] =
= (ace — adf — bef — bde) + (acf + ade + bee — bdf)i

(z122)23 = [(a + bi)(c + di)](e + fi) = [(ac — bd) + (be + ad)i](e + fi) =
= (ace — bde — bef — adf) + (acf — bdf + bee + ade)i

Vidime, Ze v oboch pripadoch sme dostali taky isty vysledok.

Lahko sa overi, Ze neutralny prvok pre nasobenie je 1 =1 + 0s.

Potrebovali by sme eSte zistit, ¢i vieme komplexné ¢isla delit (z toho dostaneme existenciu
inverzného prvku). Delif komplexnym ¢éislom ¢ + di moZeme iba vtedy, ak je toto éislo rozne
od nuly. Teda ¢ + di # 0 + 0i, ¢o znamend, ze bud ¢ # 0 alebo d # 0. Sposob, akym to
urobime, sa podobé na trik, ktorym obvykle odstrafiujeme z menovatela odmocninu.

a+bi  a+bic—di (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (bc—ad)i ac+bd bc—ad.
c+di cH+dic—di (c+di)(c—di) 2+ d? _C2+d2+02+d22
(B.5)
Vsimnime si, Ze ak je aspoil jedno z realnych &isel ¢, d nenulové, tak ¢ + d? > 0, &ize
v predchadzajicom vyraze nevystupuje v menovateli nula.

P 1+2i _ (A4+29)(244) _ 55 _ ,
Priklad B.1.5. =2 = e = 5 =

Jedind vlastnost z definicie pola, ktorti sme zatial neoverili, je distributivnost, t.j.
21(22 + Z3) = 2123 + 2923.

Téato vlastnost sa opiit da overif priamym vypoc¢tom (tloha [B.4.3).
Overenim jednotlivych vlastnosti sme dokazali:

Veta B.1.6. Komplexné éisla s operdciami + a - definovanymi vztahmi (B.2)) a (B.3) tvoria
pole.

Akondhle médme dokizand tato vetu, vieme, Ze pre komplexné ¢isla moéZeme pouzivat
vSetky vlastnosti z tvrdenia [3.3.4 a takisto vlastnosti, ktoré sme dokézali v cviceniach v ¢asti
3.3l (Takisto, kedZze sme sa naudili riesif sustavy linedrnych rovnic, poéitat determinanty,
inverzné matice a mnohé dalSie veci v lubovolnom poli, vieme to robit aj v poli komplexnych
Cisel.)
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Cislo a — bi, ktorym sme rozsirili ¢itatel aj menovatel pri vypoéte podielu dvoch kom-
plexnych éisel (pozri (B.5]) a priklad [B.1.5) sa vyskytuje v stvislosti s ¢islom a + bi pomerne
casto.

Definicia B.1.7. Komplexne zdruZenym éislom k ¢islu z = a+ bi nazyvame ¢islo Z = a — bi.

Uloha B.1.1. Overte, Ze plati (pre Tubovolné z, 21, zo € C)

Z1 + 29 :714-5

z2=7Z & z je reélne

z2=—Z & z je rydzoimaginarne

B.2 Geometricka interpretacia komplexnych ¢isel, goni-
ometricky tvar, Moivrova veta

Ako sme uz spomenuli, komplexné ¢isla mozeme stotoznif s dvojicami redlnych ¢isel. Takisto
vieme, Ze dvojiciam redlnych ¢isel vieme jednojednoznaéne priradif aj body v rovine. Cize
komplexné ¢isla mozeme chapat aj ako body v rovine. V tejto podkapitole uvidime, Ze takato
interpretacia komplexnych ¢isel poskytuje zaujimavi interpretaciu pre sCitovanie a nasobenie
komplexnych cisel.

a+ bi

Obr. B.1: Znézornenie komplexného ¢isla v rovine

Ked stotoznime komplexné ¢&islo s bodom v rovine, mézeme sa pozrief na jeho vzdialenost
od pociatku suradnicovej ststavy a na uhol, ktory zviera s osou z. Majme komplexné ¢islo
z = a+ bi, ktorému zodpovedd bod (a, b). Z Pytagorovej vety vieme vzdialenost od pociatku

urcit ako

r=+va?+ b2
a uhol medzi spojnicou bodov (0,0), (a,b) a osou x sa da zistif z rovnosti cosp = ¢ a
sing = g. Pre tieto hodnoty r a ¢ plati

a+bi =r(cosp+ising).
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Definicia B.2.1. Zapis komplexného ¢isla v tvare
z =r(cosp + isingp)

nazyvame goniometricky zdpis komplexného éisla. Cislo r = /a2 + b2 nazyvame absolitna
hodnota alebo tiez modul komplexného ¢isla z a oznacujeme ho |z|. Cislo ¢ také, 7e a = r cos ¢
a b = rsin ¢ nazyvame argument komplexného cisla z.

Priklad B.2.2. Pokiisme sa previest do goniometrického tvaru ¢islo z = 1— V/3i. Dostavame
r =|z| = v1+ 3 =2.Z toho dostavame, Ze pre argument ¢isla z musi platit

1

cosp = —

L
: V3
sing = ——

LA
RieSeniami prvej rovnice st prave uhly

p= :I:g + 2km

pre k € Z. Ked vezmeme do tivahy, Ze sinus mé byt zdporny, dostaneme

™
= —— + 2km.
LA
(Tym je uhol ¢ ureny az na nasobok 27. Otocenie o uhol 27 okolo pocdiatku samozrejme
bod v rovine nemeni.)

Obratene, ak mame dany goniometricky tvar komplexného &isla, Tahko ho prevedieme na
algebraicky tvar. Napriklad

V2. (congrisin%) ﬁ<f+?z> =1+1.

Nasledujica veta hovori, ze ak mame komplexné ¢isla zapisané v goniometrickom tvare,
tak pri ich vynasobeni sa vynasobia ich absolitne hodnoty a ich argumenty sa sc¢itaja.

Veta B.2.3 (Moivrova veta). Nech z1 = ri(cosa +isina) a zo = r9(cos 8+ isin8). Potom
pre ich sucin plati
2122 = rira(cos(a + B) + isin(a + B)). (B.6)

Specidlne z toho vyplyva, Ze pre absolitne hodnoty plati
|2122‘ = ‘Zl||22‘ (B7)

Dokaz. Overme najprv rovnost (B.7). Oznaéme 21 = a + bi a 20 = ¢+ di, teda 2120 =
(ac — bd) + (ad + bc)i. Upravujme najprv |z3z2|. Lepsie sa ndm bude pracovat bez druhej
odmocniny, preto tento vyraz umocnime na druht.

{komplex:EQMOIVRE}

{komplex:EQABS}

|z122|* = (ac—bd)*+(ad+bc)* = (a*c®—2abed+b*d?)+(a’d*4+-2abed+b*c?) = (ac)*+(bd)*4(ad)?+(bc)?

Teraz sa pokisime upravit |21 |2.|zz|?

|21)2.|22]? = (a® + b)) (? + d?) = (ac)? + (ad)? + (bc)* + (bd)?
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Vidime, 7e v oboch pripadoch sme dostali rovnaky vysledok. Teda |z122]? = (|z1].|22])2.
Pretoze ide o nezdporné ¢isla, mozeme tuto rovnost odmocnit a mame

|z122] = |21].|22]|.
Stéin ¢isel z; = r1(cosa + isina) a zo = ry(cos B + isin ) modZeme upravit ako
2129 = r1ra(cos a+isin a)(cos S+isin 8) = ryra[(cos a cos f—sin asin B)~+i(cos asin f+sin « cos f)].
Na zéklade goniometrickych identit (zndmych zo strednej $koly) vidime, ze
2129 = rira(cos(a + B) + isin(a + 38)).

Uz vieme, Ze |z122| = rirq. Teda éislo 2125 skutofne mozno vyjadrif pomocou argumentu
a—+ . O

Désledok B.2.4. Akn €N a z =r(cosa+ isina), tak

2" = r" (cos(na) + isin(na))
Tento vztah medzi ndsobenim komplexnych &isel a séitovanim uhlom umoziiuje elegantné
odvodenie mnohych trigonometrickych identit.

Priklad B.2.5. Umocnenim ¢&isla cos « + i sin « na n-tu pre n € N dostaneme

n
(cosa + isina)™ = cos(na) + isin(na) = E (n) "I cos? asin™ I«
: J
j=0

Ked teraz pouzijeme (B.4) a rozdelime saéet na pravej strane na reilnu a imagindrnu cast,
vidime, Ze

n _ . n _ .
cosnr = cos" x — <2> cos" 2 xsin®z + (4) cos" taxsintz— ...

. _ . n _ . n _ .
sinnz =ncos™ ' zsinz — (3> cos" 3 xsin®z + (5) cos" P xsin®r — ...

B.3 Riesenie rovnic v komplexnych ¢islach

Dolezita vlastnost komplexnych ¢isel je vyjadrend v nasledujicej vete:

Veta B.3.1 (Zékladna veta algebry). KaZdy polyndm s komplexngmi koeficientami md koreri
vC. Tj. ak
fl@)=cpa™ + ...+ c1x + co,

tak existuje z € C také, Ze f(z) = 0.

Dokonca plati, Ze ak polyném f(x) je stupnia n > 1, tak pocet korefiov vratane nasobnosti
je prave n. (Ak f(z) = (x — 2)*g(x) pre nejaky polyném g(z) a z nie je korefiom polynému g,
hovorime, Zze ndsobnost korena z je k. K polynémom a ndsobnosti koretiov sa este dostanete
neskor v ramci predmetu algebra.)

Nie v8etky rovnice takéhoto tvaru vSak vieme jednoducho riesit. UkéZeme si len dva typy
rovnic, ktoré sa daja riesit vcelku lahko. Najprv uvidime, ze pri kvadratickych rovniciach
s redlnymi koeficientmi mozeme postupovat podobne ako v redlnych ¢islach.
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B.3.1 Kvadratické rovnice s realnymi koeficientmi

Najprv si vSimnime, Ze v komplexnych ¢islach (na rozdiel od redlnych) vieme riesit aj rovnicu

2% = r, kde r je zaporné realne ¢islo.

Vsimnime si, 7e kazdé zaporné realne ¢islo vieme zapisaf v tvare —a? pre nejaké a € R.
Teda vlastne riesime rovnicu

z? = —ad?,

2 +a® =0,
(x —ia)(xz +ia) =0,

ktorej rieSeniami st prave x = +ia.
Predpokladajme teraz, ze mame rovnicu tvaru

az?® + bz + ¢ =0,

kde a,b,c € R a a # 0.
Zopakujeme presne ten isty postup, ktorym sa zvykne na strednej $kole odvodzovat vzorec
pre vypocet korenov kvadratickej rovnice — pouzijeme doplnenie na Stvorec.

ax? +bx+c=0

a x—l—i 2—i—c—E—O
2a da

n b\? b — dac
ale+—| = ———
2a 4a

x—l—i 2_b2—4ac
2a¢) = 4a?

Oznaéime D = b — 4ac. Ak D > 0, tak dostaneme

—b++vD

2= 2a

Ak D = 0, tak médme dvojnasobny korenn z = —%. V pripade D < 0 mame rovnicu tvaru
22 = —(v/-D)? pre z = x+ %, o ktorej uz vieme, ze jej rieSeniami st 21,2 = £iv/—D. Z toho

dostaneme
—b+iv/—-D
2a '

(Pretoze D < 0, je —D je kladné redlne ¢islo a vyraz v/—D ma zmysel.)

T1,2 =

Priklad B.3.2. Riesme rovnicu 2% + 4z + 5 = 0.

Dostaneme D =16 —20 = —4 a

—4+ 2
T19g=—""—=—-2%41i.
’ 2

Mohli by sme rovnaky postup ako v odvodeni vzorca pre korene kvadratickej rovnice
pouzit, keby boli koeficienty komplexné? V podstate dno — ale na mieste, kde sme pouzili
odmocninu (inak povedané, riesili sme rovnicu 2% = &), zatial nevieme, ¢o robit v pripade,
ze D je komplexné ¢islo. Prave o nie¢om, ¢o sa da nazvat ,,odmocninou® z komplexného éisla,
sa dozvieme o chvilu.
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B.3.2 Binomické rovnice

Rovnicu tvaru 22 = a vieme vyriesit pre a € R (¢i uz kladné alebo zaporné). Skiisme sa

zamysliet nad tym, ¢o by sa stalo, keby sme na prave] strane mali nejaké komplexné ¢islo.
Riesime teda rovnicu
" =z,

v obore komplexnych ¢isel. Skiisme ¢isla vystupujiice v rovnici upravit na goniometricky tvar.
Nech teda 2 = r(cosa + isina) a z = |z|(cos ¢ + isin¢). Potom dostaneme

7" (cos(na) + isin(na) = |z|(cos ¢ + isinp)) .
Predchadzajica rovnost je splnend préave vtedy, ked r™ = |z|, ¢ize

r= VA

a na = ¢+ 2kr Cize

2k
o= i + —,
n o n
pre k =0,...,n — 1. (Ten isty bod znamend rovnaki vzdialenost od poéiatku, uhol sa moze

lisit o 27, lebo otodenie o nasobok 27 je identické zobrazenie. Staci pouzit k od 0 pon — 1,
lebo potom sa uz body za¢ni opakovat — uhly sa budu ligit o nasobok 227 = 27.)

Priklad B.3.3. RieSme rovnicu z* = 1+i. Najprv prevedieme pravii stranu na goniometricky

tvar: 2% = v/2(cos T + isin T). Pre 2 = r(cos ¢ + isin¢) dostaneme

x* = r*(cos 4y + isin 4p),

Pre uhol ¢ dostéavame

T T T
4p = — + 2k =—+k_.
© 4+ ™ = © 16+ 2

Vsetky rieSenia danej rovnice s teda /2 (cos(% + k%) +isin({5 + kg)) pre k=0,1,2,3.

Niekedy sa zvyknu vSetky rieSenia rovnice " = z nazyvat n-tymi odmocninami kom-
plexného ¢isla z. MoZzeme si vSimnut, Ze vzorec

oo —~b++vD
N 2a

bude platit aj teraz ak symbol v/D chapeme v takom zmysle, Ze zafi mozno dosadit ktoru-
kolvek z druhych odmocnin ¢isla D. (Teda ktorékolvek komplexné é&isla také, ze 22 = D.)

Priklad B.3.4. Vyriesme rovnicu 22 — (1 + i)z — 2 —i = 0.
Dostaneme D = (1 +4)? + 4(2 +4) = 2i + 8 + 4i = 8 + 6i. Diskriminant prevedieme na
goniometricky tvar. Dostaneme

4 3
8 + 67 = 10(cos ¢ + isingp), kde cosyp = g,singo =

Komplexné odmocniny z tohto ¢isla st

uy9 = V10 (cos (g + lmr) + isin (% + kw)) ,
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pre k = 1,2. Pritom |cos £| = /1E52¢ = /2 alsin £ = |/ 1=52¢ 0

Z jednotkovej kruznice (na zdklade kvadrantu, v ktorom je ) vieme urc¢it aj znamlenko
kosinu a sinu, ¢ize dostaneme
ur2 = (3 +1).

Z toho dostaneme riesenia kvadratickej rovnice ako
1+i+(3+14)
Tig=—"F7 "
2
rT1 =241 To = —1
O sprévnosti rieSenia sa mozeme presved¢it dosadenim alebo roznasobenim (x—2—i)(z+1) =
—(1+d)z—2—1i.

Sposoby riesenia niektorych dalsich typov rovnic (kubické, bikvadratické, reciproké) néj-
dete napriklad v [KGGS| Kapitola 6].

B.4 Zopar dalsich veci stuvisiacich s komplexnymi ¢is-
lami

Spomenieme velmi struéne niekolko dalsich faktov o komplexnych éislach.

Exponencialny tvar komplexného &isla. Casto sa stretnete so zapisom komplexného
¢isla v tvare .
r(cos + isinp) = re'?

alebo
cos ¢ + i sin e = ip.

Bez toho, aby sme sa tym zaoberali hlbsie, tento zdpis mozeme povazovat jednoducho za
skratku zdpisu goniometrického zapisu. (Z Moivrovej vety vieme, %e ndsobenie komplexnych
¢isel s velkostou 1 funguje ako séitovanie exponentov = séitovanie uhlov.)

Kvaterniény. Podobnym spésobom ako komplexné éisla sa daju vybudovat kvaterniony.
V tomto pripade sa pridaju 3 nové prvky i, j, k, ktorych druhd mocnina je —1 a vhodne
sa pre ne zadefinuje sucin. Kvaternidny tiez maji geometricky vyznam, ich nasobenie savisi
s vektorovym stéinom. Na rozdiel od komplexnych éisel vSak netvoria pole (nésobenie nie je
komutativne.) Viac sa o nich mézete do¢itat napriklad v [KGGS|, Podkapitola 4.7].

Komplexné &isla sa nedaji usporiadat. Na redlnych ¢islach existuje relacia <, ktora
(okrem inych vlastnosti) spliia

(i) Cubovolné dve redlne ¢isla st porovnatelné, teda plati aspoii 1 z moznosti x < y a
y <z

(i) e<yAhy<z=>z=y.
(ili) z<y=ar+2<y+-=z

(iv) 0<zAz<y=xz<yz
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Na komplexnych ¢islach sa nedd zadefinovat reldcia <, ktord by mala podobné vlastnosti.
Z uvedenych vlastnosti totiz pre kazdé x vieme odvodit #2 > 0. (Ak x > 0, tak tito rovnost
vynasobime ¢islom z, ak = < 0, tak vynasobenim &slom —z dostaneme —22 < 0, z ¢oho
vyplyva 0 < z2.)

Dostaneme teda, 7e i2 = —1 > 0 a po pripo¢itani 1 mame 0 > 1. St¢asne viak (—1)% =
1>0, teda 0 =1, ¢o je spor.

Vlastnosti, ktoré sme uviedli, st niektoré z vlastnosti usporiadanych poli. O usporiadanych
poliach sa viac mozete doc¢itat napriklad v [SHHK]. S pojmom reldcia usporiadania ste sa
pravdepodobne uz stretli.

Cvicéenia
Uloha B.4.1. Vypoditajte

a) (3+2)+(2—14) b)(A4+i)+0—14) ¢ (1430)+(V3+1)
d) (342i).(2—1) e) (1414).(1—1) £) (1 +30).(vV/3 +1)
e) B+2)—(2—i) ) (A+i)—(1—i) g) (1+3i)—(V3+17)
h) 3+2)/(2—0) 1) (1+9)/(1—3)  j) (1+3)/(V3+1i)

Uloha B.4.2. Overte vypo¢tom, Ze pri oboch uzatvorkovaniach vyrazu (14 2i)(1—14)(2 — 1)
dostaneme ten isty vysledok.

Uloha B.4.3. Overte, Ze pre s¢itovanie a nasobenie komplexnyjch ¢isel plati distributivnost.

Uloha B.4.4. Overte, %e pre komplexné é&isla plati trojuholnikova nerovnost |z; + 25| <
|z1| + |22]. Co predstavuje tato nerovnost geometricky?

Uloha B.4.5. Vieme, Ze na realnej osi predstavuji riesenia nerovnice |z — a| < r interval
(a —r,a+r) (pre a,r € R ar > 0). Aky geometricky utvar v komplexnej rovine tvoria
komplexné ¢isla vyhovujice podmienke:

a) |z — zo| <,

a) |z — zo| =,

a) |z — zo| <,

kde zp je dané komplexné ¢islo a r je dané kladné realne ¢islo?

Uloha B.4.6*. Ak 21,2, € C ar € R, r > 0, aky geometricky ttvar tvoria body zodpove-
dajice komplexnym ¢islam s vlastnostou |z — 21| + |z — 22| = r? Nacrtnite ho pre z; =0 a
zZ9 = 3 + 21.

Uloha B.4.7. Najdite goniometricky tvar danych komplexnych &isel:

a) 1 —i;b) V344;¢) —i;d) 2+4;e) (1+i)(1—1)

Uloha B.4.8. Vyrieste rovnice:

a) 22 —4r+13=0b) 422 +42+2=0c) 22— 62 +13 =0d) 22+22+50 =0e) 22 +2+1 =10

Uloha B.4.9. Vyrieste rovnice:
4
a)z2:}+22—7+ 3isb) 28 =djc)  +iV3=—1;d) 2 =1+

Uloha B.4.10. Vyrieste rovnice:
a) 22 — (14+2i)x —3+i=0b)a? —2x+1-2i =0c) 22— (4+3i)z+1+5 = 0d)
22 =31 +d)z+5i=0e) 2+ (1+i)z—4i=0

Uloha B.4.11. Rieste rovnice:
a) 22 —iz2 +42—-4i=0b) 2 +22+1=0¢) 2% — (34 2i)2? +2(1 + 3i)z — 4i = 0 d)
3 — 2 —x+2i=0
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Uloha B.4.12. Rieste ststavy (mdzete napr. pouzif Gaussovu eliminaént metédu, vyratat
inverznt maticu, pouzit Cramerovo pravidlo):

144 1—i | 1 1+i —i | O i 110 —14i 2—i | 144
1 -1 |4 i 1|1 11—i| 26 —142i 3-23 | 1—i

. N\ 6 )
Uloha B.4.13. Najdite vsetky x € R, pre ktoré plati (%) = %

147



Literatura

Sheldon Axler. Linear Algebra Done Right. Springer-Verlag, New York, 2nd edition,
1997.

Titu Andreescu and Dorin Andrica. Complex Numbers from A to ...Z. Birkhiuser,
Boston, 2006.

Rudolf Blasko. Matematicka analyza. http://frcatel.fri.utc.sk/ beerb.
Miklés Boéna. Combinatorics of Permutations. CRC, Boca Raton, 2004.

Garrett Birkhoff and Saunders MacLane. Prehlad modernej algebry. Alfa, Brati-
slava, 1979.

Bohuslav Balcar and Petr Stépanek. Teorie mnoZin. Academia, Praha, 2001.

Juraj Cinc¢ura. Elementérna tedria ¢isel. Pozndmky k prednéske, http://thales.
doa.fmph.uniba.sk/sleziak/cvicenia/tc/|

Jim Hefferon. Linear algebra. http://joshua.smcvt.edu/linearalgebra/.

T. Hecht and Z. Sklenarikova. Metody riesenia matematickych dloh. SPN, Brati-
slava, 1992.

Milan Hejny, Valent Zatko, and Pavel Krsnak. Geometria 1. SPN, Bratislava, 1985.
Jan Ivan. Matematika 1. Alfa, Bratislava, 1983.
Julius Korbas. Linedrna algebra a geometria I. UK, Bratislava, 2003.

Tibor Katrindk, Martin Gavalec, Eva Gedeonova, and Jaroslav Smital. Algebra a
teoretickd aritmetika 1. UK, Bratislava, 2002.

Igor Kluvanek, Ladislav Misik, and Marko Svec. Matematika I. Alfa, Bratislava,
4th edition.

Loren C. Larson. Metody riesenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava,
1990.

A. Naylor and G. Sell. Tedria linedrnych operdtorov v technickych a prirodnych
veddch (Linear Operator Theory in Engineering and Science). Alfa, Bratislava.

Petr Olsak. Linearni algebra. http://math.feld.cvut.cz/olsak/linal.html.

Jan Slovék. Linearni algebra. http://www.math.muni.cz/“slovak/.

148


http://frcatel.fri.utc.sk/~beerb
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/cvicenia/tc/
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/cvicenia/tc/
http://joshua.smcvt.edu/linearalgebra/
http://math.feld.cvut.cz/olsak/linal.html
http://www.math.muni.cz/~slovak/

[Sm] Jozef Smida. Komplexné ¢isla, matematika pre 4. rocnik gymndzii. SPN, Bratislava,
1987.

[SGZ]  Jaroslav Smital, Eva Gedeonova, and Stefan Znam. Uvod do linedrnej algebry.
UK, Bratislava, 1978. http://cyril-244.fmph.uniba.sk/mffuk/studium/stud
materialy/stud_materialy/UVOD_LA/\

[SHHK] T. Salat, A. Haviar, T. Hecht, and T. Katrindk. Algebra a teoretickd aritmetika 2.
Alfa, Bratislava, 1986.

[SS] Tibor Salat and Jaroslav Smital. Tedria mnozin. UK, Bratislava, 1995.

[Z1] Pavol Zlatos. Linedrna algebra a geometria. http://thales.doa.fmph.uniba.sk/
zlatos/.

[Z2] Pavol Zlatos. Ani matematika si nemaézZe byt’ ista sama sebou. IRIS, Bratislava,

1995. http://thales.doa.fmph.uniba.sk/zlatos/animat/animat.pdf.

149


http://cyril-244.fmph.uniba.sk/mffuk/studium/stud_materialy/stud_materialy/UVOD_LA/
http://cyril-244.fmph.uniba.sk/mffuk/studium/stud_materialy/stud_materialy/UVOD_LA/
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/zlatos/
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/zlatos/
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/zlatos/animat/animat.pdf

Register

¢islo
komplexne zdruzené, [139
standardné baza F™,

aditivny zépis, [34]

adjungovand matica, [12]]
algebraicky doplnok,
asociativnost,

asociativnost skladania zobrazent,

baza, [61]
ortonormélna, [130]

bijekcia,

binarna operéacia,

Cramerovo pravidlo,
cyklus,

prazdny,
cykly

disjunktné, [22]

dokaz

nepriamy, ]

priamy, [5]

sporom, [f]
de Morganove pravidla,
definicia matematickou indukciou, [7]
defini¢ny obor,
determinant,
diagonalna matica, [T0]
dimenzia,
direktny stdet,
disjunkcia,
distributivnost,

ekvivalencia,
elementarna riadkova operacia,
euklidovsky vektorovy priestor, [125

Gaussova elimina¢néa metéda,
generovanie vektorového priestoru,

Gram-Schmidtov ortogonaliza¢ny proces, [130

grupa, 32
abelovska,
komutativna,

hodnost matice, [74]

identické zobrazenie,
identita, [16]
imagindrna jednotka, [130]
implikacia,
obmena, [9]
indukény krok, [6]
indukény predpoklad, [6]
indukcia
aplna,
matematickd, [6]
injekcia,
inkluzia,
inverzia, @
inverzna matica, [89]
inverzny prvok,
inverzny prvok v poli,
izomorfimus vektorovych priestorov,

jednotkova matica,

komplexné ¢islo, [136]
algebraicky zapis,
goniometricky zapis, [140)
imaginarna cast,
rydzoimaginarne,
redlna Cast, [137]

komutativnost,

konjunkcia,

Kritérium vektorového podpriestoru,

Kroneckerov symbol, [70]

Laplaceov rozvoj, [115)
linearna kombinécia,
linearne nezavislé vektory,
linedrne zavislé vektory, [56]

150



linedrne zobrazenie, rovnost zobrazeni,

linearny izomorfizmus, rozdiel vektorov,
linearny obal,
linedrny stcet, [66] sucet matic,
sucin matic,
matica, [69] ststava
Stvorcova, [70] homogénna,
elementarnej riadkovej operacie, rieSitelna,
regularna, stustava linearnych rovnic,
transponovana, [70] Sarrusovo pravidlo,
matica linedrneho zobrazenia, skalar,
matica ststavy, [04] skalarny suéin, [125
rozsirena, [94] skladanie zobrazeni, [I3]
mnozina, stopa matice, [87]
prazdna, [10] surjekcia,
mnoziny
karteziansky stéin, trividlne rieSenie homogénnej ststavy, [95]
5);‘;2111;11{: uhol Yektorov, 128
zjednotenie, usporiadana dvojica,
multiplikativny zapis, [34] velkost vektora,
negacia, vedtci prvok,
nerovnost vektor, [46]
Schwarzova, vektorovy priestor, [46]
trojuholnikova, [127] konecénorozmerny,
neutralny prvok, vektory
nulovy vektor, [46] kolmé, [12§]
ortogonalne, [128|
obor hodnét, ortonormalne, [I30]
obraz mnoziny, [I§| Vennove diagramy,
opa¢ny prvok, [37] veta
opaény vektor, [46] Frobeniova, [L00
ortogonalny doplnok, malé Fermatova,
Steinitzova o vymene, [59]
permutécia, vzor mnoziny, [I§|
rozklad na stéin disjunktnych cyklov, 22]
permutéacie zékony o krateni,
disjunktné, zlozené ¢islo, [39]
podmnozina, zobrazenie,
podpriestor, bijektivne,
podpriestor prisluchajici matici, [71] injektivne,
pole, [37] inverzné,
priamy stcet, [67] na, [I4]
prvodislo, prosté, [14]

surjektivne,
rad permutécie,
racionalne ¢islo, [3]
redukovand trojuholnikova matica,
riadkova ekvivalencia matic,
rovnost mnozin,



67
68
85
90
110
110
113
114
122
126
128
130
137
138
138
138
140
141

47
48
48
48
48
95
62
62
63
70
70
71
71
71
71
72
72
75
82
82

[ ]
1S

I = e e
Hmmmmmmﬂ_m@mm_mmmﬁmmmm_m_m_mﬂ]ﬂm_

<

)
mqaﬂumﬂmm_@m

27
31
38
38
38
38
38
40
44
44
47
47

—H A AN ANNMMMNMN FHI--DDIMN MO
FHFFF A A A F IO ™ A A A A A == A

Y
aj

Zoznam symbolov

(a,b)]
X

B m@m_mmmﬁm

/(B
a1a9
R
Zs]
o1

gelEEus

N Y QR
BlE
pnilproEYEoes i gamgﬂzmm



	Úvod
	Predhovor
	Sylaby a literatúra
	Základné oznacenia

	Množiny a zobrazenia
	Dôkazy
	Základné typy dôkazov
	Matematická indukcia
	Drobné rady ako dokazovat
	Výroky, logické spojky, tautológie
	Negácia výrokov s kvantifikátormi

	Množiny a zobrazenia
	Množiny
	Zobrazenia
	Vzor a obraz množiny*

	Permutácie
	Rozklad na súcin disjunktných cyklov*


	Grupy a polia
	Binárne operácie
	Zovšeobecnený asociatívny zákon*

	Grupy
	Polia

	Vektorové priestory
	Vektorový priestor
	Podpriestory
	Lineárna kombinácia, lineárna nezávislost
	Lineárna kombinácia a lineárny obal
	Lineárna nezávislost

	Báza a dimenzia
	Lineárne a direktné súcty podpriestorov

	Lineárne zobrazenia a matice
	Matice
	Riadková ekvivalencia a hodnost matice
	Lineárne zobrazenia
	Súcin matíc
	Inverzná matica
	Elementárne riadkové operácie a súcin matíc*
	Sústavy lineárnych rovníc
	Homogénne sústavy lineárnych rovníc
	Gaussova eliminacná metóda
	Frobeniova veta

	Jadro a obraz lineárneho zobrazenia
	Hodnost transponovanej matice

	Determinanty
	Motivácia
	Definícia determinantu
	Výpocet determinantov
	Laplaceov rozvoj
	Výpocet pomocou riadkových a stlpcových operácií

	Determinant súcinu matíc
	Využitie determinantov
	Výpocet inverznej matice
	Cramerovo pravidlo


	Euklidovské vektorové priestory
	Skalárny súcin
	Gram-Schmidtov ortogonalizacný proces

	Delenie so zvyškom
	Komplexné císla
	Definícia komplexných císel, algebraický tvar komplexného císla
	Geometrická interpretácia komplexných císel, goniometrický tvar, Moivrova veta
	Riešenie rovníc v komplexných císlach
	Kvadratické rovnice s reálnymi koeficientmi
	Binomické rovnice

	Zopár dalších vecí súvisiacich s komplexnými císlami

	 Register
	 Zoznam symbolov

