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Kapitola 1

Uvod

Verzia: 16. novembra 2011

1.1 Predhovor

ZjednoduSene sa d4 povedaf, Ze tedria mnozin je vlastne disciplina, ktord sa zaoberd pracou
s nekone¢nymi mnozinami. Jej vznik si vyziadal isty filozoficky posun v chapani nekonec¢na.
V matematike sa dost dlho pracovalo s nekoneéne malymi a nekoneéne velkymi veli¢inami
tak, Ze vlastne islo o limitné procesy, v ktorych sa tieto veli¢iny postupne mohli dostatoc¢ne
zmensovat ¢i rast. Pohlad tedrie mnozin je v ostrom kontraste s tymto pristupom, kedZe v nej
sa pracuje s nekone¢nymi mnozinami ako uz s hotovymi objektmi, ktorych proces vytvarania
uz je ukonceny.

Za pociatky tedrie mnozin mézeme pokladat prace nemeckého matematika Georga Can-
tora. Okolo roku 1870 pracoval na problémoch stuvisiacich s teériou trigonometrickych radov a
v stvislosti s nimi pouzil pojem derivacie mnoziny A’ (=mnoZina hromadnych bodov mnoziny
A). Pracoval tu s iterdciami tohoto pojmu — A’, A”, ... A (prva, druha, n-ta derivacia).
Ked sa mu podarilo najst mnozinu, pre ktort sa vietky kone¢né iteracie A 1iili, bolo pri-
rodzené definovat dalsiu iteraciu A(°) a potom pokracovat s daldimi iteraciami ako A1),
Tieto tvahy boli jednym zo zdrojov, ktoré ho viedli k zavedeniu transfinitnijch cisel, ktoré
dnes pozname ako ordindlne a kardinalne ¢isla.

Uz fakt, Ze pri zrode tedrie mnozin stali Cantorove vyskumy v matematickej analyze
naznacuje, ze tadto oblast ma velky vyznam pre ostatné matematické discipliny. Potvrdzuje
sa to dodnes, postupne matematici nasli mnohé aplikacie vysledkov a technik z tedrie mnozin
v takmer vSetkych matematickych disciplinach.

Dolezitost tedrie mnozin je aj v tom, Ze poskytuje réoznym matematickym disciplinam
spoloény jazyk — (takmer) celd dnesna matematika je sformulovatelna v jazyku tedrie mnozin.

Tento text je zamyslany ako udebny text k predmetu Tedria mnozin pre ucitelské zame-
rania na FMFI. Obsahuje uréite aj ¢asti, ktoré na prednaske nestihneme prebrat, mozu byt
v8ak pre vas zaujimavé (pripadne niektoré z tychto rozsirujucich ¢asti by mohli byt zaujimavé
aj pre Studentov odboru matematika ¢ inych odborov). Rozsirujtce ¢asti st vyznacené men-
§im fontom alebo hviezdickou pri nazve prislusnej casti. Text prednasky budem priebezne
dopliiat a opravovaf, aktualna verzia bude dostupna na http://thales.doa.fmph.uniba.
sk/sleziak/vyuka/.

V texte najdete mnoZstvo vyrieSenych tloh. Uréite nezaskodi, ak sa ich pokusite riesit
samostatne — len samostatnym uvaZzovanim si moézete skutocne dokladne osvojif niektora


http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/

6 Sylaby a literatura

matematicki disciplinu. Som presvedéeny o tom, Ze v rédmci tejto prednasky sa najde vela
zaujimavych poznatkov. Ako ste vSak isto spoznali aj z inych predmetov, matematika moze
byt zaujimavéa a zdbavna, vyzaduje si to vSak najprv nemalé tsilie na strane Studenta.

1.2 Sylaby a literatura

1.2.1 Literattra

Pri priprave tychto poznamok som ¢erpal najmé z knih [BS, [DLISS]. V ¢astiach o histérii tedrie
mnozin som ¢erpal hlavne z [BS,[GG] Z2]. Samozrejme, pomohli mi aj r6zne internetové zdroje
ako napriklad [WIK], blogy réznych matematikov, s niektorym tlohami, ktoré uvadzam ako
cviCenia, som sa stretol na réznych matematickych diskusnych férach. Mnohé cvicenia som
prebral z [Li, ISS).

Kniha [SS| je velmi zrozumitelne pisana a je urcend pre studentov uéitelskych odborov.
Kniha |BS| je naro¢nejsia a obsahuje aj velmi pokro¢ilé ¢asti, ktoré vyrazne presahujii obsah
tohoto kurzu. Prvé dve jej kapitoly zhruba zodpovedaji tomu, ¢o budeme preberat[T|Z dalsich
textov dostupnych v slovencine alebo CeStine spomenime este [B3]. Pokial ste schopni éitat
text v angli¢tine, Tahko najdete velké mnozstvo dalSich vybornych textov o tedrii mnozin.

1.2.2 Sylaby predmetu

Zermelov-Fraenkelov axiomaticky system tedrie mnozin. Kardinédlne ¢isla a kardinalna arit-
metika. Konec¢né a nekone¢né mnoziny. Mnozina prirodzenych ¢isel a matematicka indukcia.
Spoditatelné a nespoéitatelné mnoziny. Mohutnost kontinua a kardinalita mnozin vyskytuju-
cich sa v skolskej matematike.

1.2.3 Statnicové otazky

Statnicové otazky z predmetu matematika, ktoré by ste sa mali naucit na tomto predmete
st
1. Axiomatickd metéda v tedrii mnozin, Zermelov-Fraenkelov axiomaticky systém tedrie
mnozin.
2. Konecné a nekonecéné mnoziny, vlastnosti kone¢nych mnozin.
3. Spoditatelné mnoziny, vlastnosti spoéitatelnych mnozin, existencia nespoéitatelnej mno-
ziny.
4. Model Peanovej aritmetiky celych nezdporngch ¢isel v tedrii mnozin. (V stvislosti
s touto otazkou moze byt pre vas zaujimavy i text [C2].)
5. Kardinalne ¢isla. Stcet a sti¢in kardindlnych ¢isel, vlastnosti stictu a stcinu kardinalnych
Cisel.
V casti sa dotkneme aj otdzky: ,Konstrukcia oboru (usporiadaného okruhu) celych
¢isel z oboru celych nezapornych ¢isel a oboru (usporiadaného pola) raciondlnych ¢éisel z oboru
celych ¢isel.“ Nebudeme sa vsak tiou zaoberaf podrobne.

1Jeden exemplar [BS| sa kedysi nachadzal aj v kniznici na &triovych domkoch — ak t4 kniznica este funguje,
mozno ju tam zozeniete. Obe knihy by vSak mali byt u nds pomerne dostupné. Ak by ste vSak mali zdujem
precitat si akukolvek literatiiru, ktortt v tomto texte citujem a nepodarilo by sa vAm ju zohnat, pokojne sa
obrafte na mia.
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1.3 Niecdo z historie

No one shall expel us from the Paradise that Cantor has created.
(Nikto nds nevyzenie z raja stvoreného Cantorom.)
David Hilbert

V tejto prednaske sa budeme zaoberat axiomatickou tedriou mnozin. Na tivod by bolo azda
vhodné povedat aspon struc¢ne nieco o tom ako a preco vznikla. Pokial sa chcete dozvediet
viac, ako velmi pekny (a sti¢asne strucény) text o histérii modernej teérie mnozin by som vam
odporuéil [BS, s.11-s.25]. (Ttto tivodnt kapitolu nazvali autori spominanej knihy , Romance
matematické analyzy a teorie mnozin“.)

Za zakladatela tedrie mnozin je v8eobecne povazovany Georg Cantor (hoci niektoré idey
mozno najst napriklad aj v dielach Bernarda Bolzana). Za zékladnu tézu tedrie mnozin
mozeme prehlésit moznost uchopit viacero objektov ako jediny objekt (ich mnoiinu)ﬂ Ma-
tematikov na celom svete velmi prekvapil Cantorov dokaz, ze existuje nekonecne vela trans-
cendentnych realnych c¢isel, uverejneny v roku 1874. Originalna bola najmi metéda dokazu
— Cantor dokéazal tento vysledok bez toho, aby nejaké takéto ¢islo skonstruoval. Tento dokaz
si v rdmci tejto prednagky aj ukaZzeme. Sami budete mat moznost vidiet, Ze po vybudovani
potrebného aparatu je uz tento dokaz velmi jednoduchy — na rozdiel od konstruktivneho
dokazu existencie transcendentnych ¢isel pochadzajiceho od Josepha Liouvillea.

Tedria mnozin sa u mnohych matematikov stretla s vyraznym odporom. Dévody boli
rézne, jednym z nich bol aj nekonstruktivny charakter viacerych dékazov — ako napriklad
v pripade existencie transcendentnych ¢isel. Tento odpor este zosilnel po objaveni viacerych
paradoxov (sporov) v tedrii mnozin, o ktorych budeme hovorit o chvilu.

V Cantorovych pracach sa objavilo mnoho dolezitych vysledkov z tedrie mnozin — dé sa
povedat, Ze viiéSina z tych, s ktorymi sa v rdmci tejto prednasky stretneme. Stéle vsak neslo
o axiomaticka tedriu mnozin. Cantorov pristup, pri ktorom bol pojem mnoziny chapany
intuitivne a pomerne volne, sa zvykne nazyvat naivnd tedria mnoZin. Na mnohé ucely je
tento pristup tplne postacujici, v podstate je to presne ten pristup, ktory ste pouzivali na
prednaskach z matematiky, ktoré ste doteraz absolvovali. Zaciatkom 20-teho storocia sa vSak
zistilo, Ze naivny pristup k mnozindm moZe viest k viacerym paradoxom.

Ako ilustréaciu struéne popisme Russellov paradoz. (Neskor sa budeme paradoxami tedrie
mnozin zaoberat o nieo podrobnejsie.) Povedali sme si, Zze zdkladna ide tedrie mnozin je ché-
pat viac objektov ako prvky jedného celku — jednej mnoziny. Takto moZeme zaviest mnozinu
vSetkych mnozin, ktor ozna¢ime Set. Z tejto mnoziny modzeme vymedzovat podmnoZiny
pomocou roznych vlastnosti prvkov. Uvazujme vlastnost = ¢ x, t.j. mnoZina nie je prvkom
samej seba. Téato vlastnost ur¢i podmnozinu A = {x € Set;z ¢ 2}. M4 aj mnozina A takuto
vlastnost?

Ak ju mé, ¢ize ak A ¢ A, tak podla definicie mnoZiny A mé platit A € A, ¢o je spor.

Obrétene, ak tuto vlastnost nemd, tak A € A. Ale do mnoziny A patria len mnoZiny
s uvedenou vlastnostou. To znamend, ze A ¢ A a opit dostdvame spor.

Pokial nechceme tedriu mnozin zavrhnit Uplne, mali by sme sa pokisit nejako takymto
problémom predist. Vyznamny pokus tymto smerom urobili Alfred North Whitehead a Ber-
trand Russell vo svojom diele Principia Mathematica. Paradoxom sa snazili predist tym,
ze vybudovali rozsiahlu tedriu typov. MnoZiny istého typu mohli byt len prvkami mnozin
vyssieho typu, ¢im sa predislo moznym cyklom a tak aj Russelovmu paradoxu. Nevyhodou
systému typov bola velkd zlozitost — do istej miery je tento fakt ilustrovany tym, ze vysledok

2Takto napisané to znie asi pomerne naivne — ale asi nie je reélne odakavat, ze sa podari vystihntt podstatu
celej tedrie v jedinej vete. Treba dufat, Ze jej podstatu pochopite po tomto jednosemestrovom kurze.
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8 Z3ikladné oznadenia

1+ 1 = 2 sa nachadza na strane 379 [WR], p.379,*54.43]E|

Ovela viac sa presadil axiomaticky pristup, pri ktorom sa tedéria mnoZin buduje z dvoch
primitivnych (=nedefinovanych) pojmov mnoZina a byt prvkom mnoZiny pomocou axiém,
ktoré popisuji sprévanie tychto prvkov. Takyto axiomaticky systém zacal budovat nemecky
matematik Ernst Zermelo, po fiom je pomenovany v stcasnosti najrozsirenejsi Zermelov-
Fraenkelov axiomaticky systém (oznacovany ako ZF resp. ZFC — po pridani axiémy vyberu).

S pouzitim axiomatického systému sa podarilo odstranit vSetky dovtedy zndme paradoxy.
Samozrejme, stale vo vzduchu visela otazka, ¢i sa neobjavia nejaké nové spory v ramci axi-
omatickej tedrie mnozin. Tato otazka bola jednou z pohnutok, ktoré viedli k tzv. Hilbertovmu
programu. Jeho ciele boli velmi ambiciézne, tu spomenime len dva z nich: Jednym z cielov
bolo sformalizovat celit matematiku v rdmeci tedrie mnozin. Druhym cielom bolo ukizat be-
zospornost tedrie mnozin, a tym padom vlastne aj celej matematiky (alebo aspoii tej casti,
ktort budeme schopni v rdmci teérie mnoZin sformulovat). Viac o Hilbertovom programe sa
mozete dozvediet napriklad v [Z2] Kapitola 10].

Dnes uz vieme, ze Hilbertov program sa nedéd naplnit v povodnom rozsahu. Z vysledkov
raktiskeho matematika Kurta Gédla vyplyva, ze bezospornost systému ZFC sa ned4 dokéazat
v tomto systéme. Hilbertov program i tak vyrazne ovplyvnil podobu sic¢asnej matematiky,
ktora je skutocne vybudovana na tedrii mnozin. Mozno nie je az také neopodstatnené oca-
kavat, Zze za priblizne storoéie intenzivnej prace v tomto axiomatickom systéme (ak teda
prijmeme tézu, ze drviva viéSina sucasnej matematiky je sformalizovatelnd v ZFC) sa spor
v zékladoch matematiky neobjavil, takze tam snad ziadny spor nebude. Uplnt istotu vsak
mat nemozeme.

Viac o Godelovych vetach (ako aj o niektorych filozofickjch otdzkach stvisiacich s tedriou
mnozin) sa mozete dozvediet v [Z2]. Tento text je pomerne naroény, rozhodne je vhodné mat
zvladnuté zéklady tedrie mnozin prv, nez ho zacnete ¢éitat.

Poznamenajme, Ze smery nacrtnuté v prave uvedenom stru¢nom historickom prehlade do
istej miery aj naznac¢uju akym smerom sa bude uberaf nas kurz o zdkladoch tedrie mnozin.
Na jednej strane zavedieme axiémy systému ZFC a ukdzeme si, ako v fiom mozno vybudovat
napriklad obor prirodzenych ¢isel (a naznac¢ime konstrukciu dalsich éiselnych oborov). Ako
sme uz vSak spomenuli, na mnohé ucely sta¢i ,naivny“, t.j. neaxiomaticky pristup k tedrii
mnozin. Ani my zvidsa nebudeme dokazy rozpitvavat aZ po najnizsiu logicka trover, t.j. az
z axiém, ¢o znamena, ze mnohé ¢asti uvedené v tomto texte by sa dali zvladnut aj bez znalosti
axiomatického systému, len s pouzitim naivnej teérie mnozin.

1.4 Zakladné oznadenia

Budeme pouzivat Standardné oznacenia:

N =1{0,1,2,...} je mnozina prirodzenych ¢isel (¢iZe na tejto prednaske povazujeme aj nulu
za prirodzené ¢islo)

Z, = celé ¢isla

Q = racionélne ¢isla

R = realne ¢isla

C = komplexné cisla

Poznamka 1.4.1. V roznych aplikicidch a prikladoch (kontraprikladoch) budeme beZne
pracovat s mnozinou prirodzenych éisel N, mnozinou redlnych ¢isel R a dals$imi spomenutymi

3 Ako vsak budeme vidiet, aj vybudovanie prirodzenych &isel v teérii ZFC bude pomerne zdlhavé a naroéné,
takze tento fakt nie je spésobeny len zlozitostou zvoleného systému, ale aj tym, Ze sa snaZime prirodzené &isla
vybudovat z velmi obmedzeného systému zakladnych pojmov a axiém.
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Ciselnymi obormi, ktoré poznate z nizsich ro¢nikov. AZ neskdr si ukdzeme, Ze vSetky tieto
¢iselné obory mozno vybudovat v rdmci tedrie mnozin — takze ich skutoéne mozeme povazovat
za mnoziny v systéme ZFC.



Kapitola 2

Axiomaticky pristup k teorii
mnozin

2.1 Logika prvého radu

Este predtym, nez sa za¢neme zaoberat mnozinami ako takymi, povieme si nieco o logike
prvého radu, ktora sa zaobera vyrokmi vytvorenymi pomocou logickych spojok a kvantifika-
torov.

Logikou prvého radu sa nebudeme zaoberat detailne, zjednoduSene povedané, je to sthrn
pravidiel pre pracu s vyrokmi, ktoré si v silade s tym ako obvykle uvazujeme. Ak by ste
sa chceli o prvoradovej logike dozvediet viac, moZete si o nej precitat v knihdch a textoch
venovanych ¢isto tejto problematike, ako napriklad [B1, [E] [Sol S].

2.1.1 Vyrokova logika

Pripomenieme si niektoré pravidla na overovanie pravdivosti vyrokov, ktoré uz poznate z niz-
sich roénikov. Za vyrok mézeme povazovat akékolvek tvrdenie, ktoré moze byt pravdivé alebo
nepravdivé. (Presna definicia vyroku pre nés nie je az takd doélezitd — v skutocnosti jediné
vyroky, s ktorymi budeme na tejto prednaske pracovat, si formuly jazyka tedrie mnozin,
ktoré zadefinujeme v podkapitole M)

Definicia 2.1.1. Negdciou vyroku p rozumieme vyrok ,neplati p“. Oznacujeme ju —p.
Pre dva vyroky p a ¢ nazyvame ich konjunkciou vyrok ,p a ¢, oznacujeme p A q.
Disjunkcia je vyrok ,p alebo ¢“, oznacujeme pV q.
Pod implikdciou rozumieme vyrok ,ak plati p, tak plati ¢“, oznacujeme p = gq.
Ekvivalencia vyrokov p a q je vyrok ,p plati prave vtedy, ked plati ¢“, oznacujeme p < q.

Tieto definicie logickych spojok st zhrnuté v nasledujucich pravdivostnych tabul’kéchE]

pla|pAg pla|lpVa| |p|la|p=4q Pla|peg
| p I[1] 1 I[1] 1 I[1] 1 11| 1
1[0 1]0] o 1o 1 I[o| o 1[0 o0
0] 1 01| 0 01| 1 01| 1 01| 0

0/0] o0 0/0] o0 0lo0] 1 o]0 1

INa oznacovanie pravdivosti a nepravdivosti budeme v tabulke pouzivat symboly 1 a 0. Niekedy sa zvyknt
pouzivat aj T a F, ako skratky pre anglické true a false.

10



KAPITOLA 2. AXIOMATICKY PRISTUP K TEORII MNOZIN 11

Definicia 2.1.2. Tautoldgiou nazyvame taky vyrok, zlozeny z vyrokovych premennych a
logickych spojok, ktory je vzdy pravdivy, bez ohladu na pravdivost vyrokovych premennych,
ktoré v fiom vystupuju.

Tautolégie mozeme overovat jednoducho tabulkovou metédou, ktort poznate z nizsich
ro¢nikov a pravdepodobne i zo strednej skoly.

Priklad 2.1.3. Overme napriklad tautolégiu p V (—p) (princip vylicenia tretieho).

p|p|pVp
110 1
0] 1 1

Ako dalsi priklad si ukdzeme overenie jedného z de Morganovych pravidiel.

Priklad 2.1.4. De Morganove pravidld si pravidla ako negovat konjunkciu a disjunkciu.

=(pAq) & —pV g
=(pVq) & —pA—q

Samozrejme, pretoZe teraz vo vyroku vystupuje viacero premennych, budeme potrebovat
viac riadkov tabulky na to, aby sme vycerpali vSetky moznosti.

plqg|lpVg | -(pVe | pA-qg | ~(pVg & (-pAq)
I[1] 1 0 0 1
1[0 1 0 0 1
01| 1 0 0 1
0/0] 0 1 1 1

Niekedy si mézeme pri overovani platnosti tautolégie pouzit aj jednoduchsi postup. V pred-
chadzajucom priklade sme napriklad mohli na zdklade symetrie overovat o jeden riadok me-
nej. Intt moznost zjednodusenia ilustruje nasledujtci priklad.

Priklad 2.1.5. Dokdzeme tautolégiu (p = q) < (=g = —p). (Tato tautoldgia stvisi s princi-
pom nepriameho dokazu. Implikdcia =g = —p sa zvykne nazyvat obmena implikacie p = q.)

Aby sme dokéazali ekvivalenciu dvoch vyrokov, stac¢i ukdzat, Ze vyrok na lavej strane je
nepravdivy prave v tych pripadoch, kedy je nepravdivy vyrok na pravej strane.

Implikacia je nepravdiva jedine v pripade, Ze lavy vyrok je pravdivy a pravy je nepravdivy
(pripad 1 = 0). Teda vyrok p = ¢ je nepravdivy prave vtedy, ked p = 1 a ¢ = 0. Podobne,
aby bol vyrok —q = —p nepravdivy, musi byt —¢ = 1 a —p = 0, ¢o je presne ten isty pripad
p=1aq=0. Vidime, Ze obe strany ekvivalencie maju vzdy tt istt1 pravdivostnti hodnotu.

(Tento sposob overenia tautoldgie sa az tak velmi nelisi od tabulkovej metédy — vlastne
sme si len rozmysleli, v ktorych riadkoch tabulky sa na oboch strandch uvedenej ekvivalencie
vyskytne 0 — zd4 sa mi byt blizsi ku sposobu, ako prirodzene uvazujeme o vyrokoch.)

V cviceni najdete viacero tautoldgii. Je dobré si uvedomit ako suvisia tautoldgie
s niektorymi typmi dokazov. Tautoldgia z prikladu[2.1.5|je presne princip nepriameho dokazu,
ktory sme uz spominali. Tautolégia z cvicenia [2.1.1p) sa tiez ¢asto pouziva pri dokazovani —
namiesto vyroku tvaru p < ¢ dokdzeme zvlast jednotlivé implikacie p = q a g = p.

11

{logika:PRDEMORGAN}

{logika:PRTAUTNEPR}



12 Logika prvého radu

Disjunktivna normalna forma

Logické spojky mozeme chépat ako bindrne operacie na mnozine {0, 1}, ¢ize funkcie z {0,1} x {0,1} do
{0, 1}. Existuje teda celkovo 16 moznjch logickych spojok. (Inak: 2% = 16 spésobov ako vyplnit tabulku so 4
riadkami.) Okrem spojok A, V, <, =, ktoré sme zvyknuti pouzivat, dostaneme aj niektoré menej obvyklé;
napriklad spojku, ktora bez ohladu na hodnoty p a ¢ mé vzdy hodnotu 1.

Vsetky mozné logické spojky moézeme dostat pomocou —, A a V. Ak napriklad chceme dostat spojku
s tabulkou

o|o| R R
O | O R

== ol %

tak to mézeme dosiahnut takto: (p A q) V (mp A q) V (=p A —q). Inak povedané, pouzili sme disjunkciu formul
z ktorych kazda je pravdiva pre jediny riadok v tabulke; a pridali sme tie formuly v ktorych chceme, aby
v tabulke bola jednotka. Rovnaky postup by sme vedeli pouzit aj keby sme mali viac premennych. (Jediny
pripad, kedy to nefunguje, je spojka, ktora je vzdy rovnad 0 — museli by sme pouzit disjunkciu 0 formal. Ta
ale vieme dostat napriklad ako p A —p.)

Zapis v takomto tvare sa zvykne nazyvat disjunktivna normdlna forma.

2.1.2 Vyroky s kvantifikatormi

Okrem logickych spojok, dalsim ndstrojom pomocou ktorého mozeme vytvarat zloZitejsie
tvrdenia z jednoduchsich, st kvantifikdtory. V nasledujicej definicii P(x) oznacuje vgrokovi
funkciu, ¢im rozumieme to, Ze po dosadeni akéhokolvek objektu za x dostaneme vyrok.

Definicia 2.1.6. Vyrok (Va)P(x) znamen4, Ze pre kazdy objekt x plati vyrok P(x). Symbol
V nazyvame vseobecny kvantifikdtor.

Vyrok (3z)P(x) znameni, Ze existuje taky objekt x, pre ktory plati vyrok P(z). Symbol
d nazyvame existencny kvantifikdtor.

Opit, podobne ako pri vyroku, je tato definicia pomerne nepresnd — nie je jasné, ¢o
sa skryva za slovom ,objekt“. TUto nepresnost odstrdnime v Casti Zatial si mozete
predstavit, ze hovorime o objektoch z akéhosi vopred daného systému (univerza), ¢ize vyrok
(Vz)P(x) znamend, 7e P(x) plati pre kazdé x z tohoto univerza. (Univerzom pre nis neskor
bude systém vSetkych mnozin — k axiomatickej definicii mnozin sa dostaneme az neskor.)

V praxi obvykle i tak budeme chcief hovorit nie o vSetkych objektoch, ale objektoch
z nejakej konkrétnej mnoziny A. Budeme preto pouzivat nasledujtce zépisyﬂ

(Vz € A)P(z) & (Vz)(z € A= P(a))

(3z € A)P(z) & (32)(z € AN P(2))

Cize (3z € A)P(x) je len skrateny zapis toho, Ze existuje x, ktoré sticasne patri do mnoziny
A a splha vyrok P(z).

Na overovanie platnosti tvrdeni s kvantifikatormi uz neméame k dispozicii jednoducht me-
t6du, podobni vyplneniu tabulky pravdivostnych hodnét. Je mozné zaviest niekolko pravidiel
(axiém), z ktorych sa daju ostatné tvrdenia odvodzovat. Napriklad pomerne prirodzené sa
zdaju byt tieto pravidla:

Ak plati vyrok (Va)P(x), tak plati aj vyrok P(a) pre dany konkrétny objekt a. (Symbol P(a)
oznacuje vyrok, ktory dostaneme dosadenim a namiesto x. Presnejsie povedané, namiesto kaz-
dého volného vyskytu x — o volnych a viazanych premennych vo vyrokoch s kvantifikdtormi

2Tu pouzivame symbol €, pritom = € A oznacuje, Ze = je prvkom mnoziny A. Vyznamom tohoto symbolu
sa budeme zaoberat neskor, zatial si jednoducho mozete predstavit, Ze nase univerzum je v tomto pripade A.

12



KAPITOLA 2. AXIOMATICKY PRISTUP K TEORII MNOZIN 13

budeme hovorif o chvilu.)
Ak plati (3z)P(z) a stcasne plati P(a) = Q (kde a oznacuje nejaky konkrétny objekt a Q
je nejaky vyrok), tak plati aj Q.

V tejto prednaske nebudeme vymenovavat vSetky pouzivané pravidla a ukazovat si dokazy
tvrdeni pomocou tychto pravidiel — ak by vés tato problematika zaujala, opéf sa moZete obra-
tit na prednasky a texty venované Specidlne logike. Pokial budeme chciet overit a pravdivost
nejakého vyroku s kvantifikdtormi, budeme sa drzat zdravého rozumu — budeme postupovat
tak, ako by sme o tychto vyrokoch uvazovali v obvyklom jazyku a v kazdodennych situaciach.
(Je pravda, ze v kazdodennych situdciach neuvazujeme o mnozindch, pokojne si viak mozeme
pomdct tym, Ze pod vyrokom (Va)P(x) si namiesto ,kazdd mnozina m4 vlastnost P(x)“ na
chvilu predstavime napriklad vyrok ,kazd4 gulocka v tomto vrecku je modra®, podobne pod
(3z)P(x) si mdzeme predstavit vyrok ,niektord gulocka v tomto vrecku je modra®.)

Priklad 2.1.7 (Negacia vyrokov s kvantifikitormi). Zdovodnime platnost vjroku
=[(Vz)P(z)] & (3x)-P(z).

Lavé strana uvedenej ekvivalencie znamend, Ze nie vSetky objekty, s ktorymi pracujeme
majui vlastnost P(x). To je ale presne to isté, Ze medzi nimi existuje aspon jeden objekt, ktory
tto vlastnost nemé, a teda spliia =P(z). (Ak nie je pravda, ze vietky gulocky v nasom vrecku
st modré, musi byt medzi nimi asporti jedna inej farby.)

Podobnym sposobom si mozeme ozrejmit, ze plati ekvivalencia
=[(3z)P(z)] & (Vx)—-P(z).

(Tato ekvivalenciu mozeme odvodit z predchadzajicej aj jednoducho znegovanim oboch stran
v predchadzajicej ekvivalencii — pozri tilohu [2.1.1f).)

Obidve tieto ekvivalencie ¢asto pouzivame, ak potrebujeme znegovat vyrok obsahujici
kvantifikdtor. Strucne sa daja zhrnaf tak, Ze zmenime kvantifikdtor a vyrok pod nim znegu-
jeme.

Priklad 2.1.8. Poklisme sa znegovat vyrok

R(z) = (Va)[P(2) = (By)Q(z, y)].

Postupne dostaneme

—R(z) ©(@r)-[P(z) = (F)Q(z,y)] &
(F)[P(z) A =(Fy)Q(z,y)] &
(B2)[P() A (Vy)-Q(z,y)]

Okrem pravidiel na negovanie vyrokov s kvantifikdtormi sme pouzili negaciu implikécie —

pozri priklad [2.1.1f).

Priklad 2.1.9. Skisme nejaky praktickejsi priklad. Najprv sa poktisme pomocou kvantifi-
kéatorov zapisaf, Ze postupnost redlnych &isel (z,)52, konverguje. To znamend, Ze existuje
realne cislo, ktoré je limitou tejto postupnosti:

(3L € R)(Ve > 0)(3no € N)(Vn € N)[n > ng = |z, — L| < ¢].
Podla pravidiel, ktoré sme uviedli, je negécia tohoto vyroku

(VL € R)(3e > 0)(Vno € N)(In € N)[n > ng A |z, — L| > ¢].

13
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14 Logika prvého radu

V matematickej analjze ste mozno niekedy pouzili overenie tohoto vyroku na dékaz toho, ze
postupnost nekonverguje.

V skuto¢nosti sme tak trochu podvadzali — namiesto (3L € R)(Ve)... by sme mali podla
nasej dohody pisat (3L)[L € R A {(Ve)...}]. (Podobne ako sme to urobili v poslednej ¢asti
tvrdenia, ktort sme mohli zapisat v tvare (¥n > ng)|z, —L| < €.) MozZete si sksif rozmysliet,
ze aj keby sme uvedené vyroky podrobnejsie rozpisali takymto spdésobom, ako negaciu by sme
dostali to isté. Cize pravidla na negovanie vyrokov s kvantifikdtormi funguji aj ak premenné
vyberame len z urcitej mnoziny.

Po odbocke venovanej negaciam vyrokov s kvantifikdtormi sa este na chvilu vratme k ove-
rovaniu pravdivosti takychto vyrokov. V priklade sme pre dany vyrok overili, ze je
pravdivy. Ukazme si aspon jeden priklad, kde zdévodnime, zZe nejaky vyrok obsahujtci kvan-
tifikatory nepravdivy. (V cvi¢eniach k tejto podkapitole ndjdete dalsie vyroky, o ktorych mate
rozhodnut, ¢ st pravdivé alebo nie a svoje tvrdenie zdovodnit.)

Priklad 2.1.10. Chceme overit, ¢i vyrok
[(Vz)P(z) = (V2)Q(z)] = [(V2)(P(z) = Q())]

je pravdivy alebo nie. Po chvili uvaZovania prideme na to, Ze tento vyrok asi neplati. Radi
by sme to zdovodnili tak, Ze ndjdeme konkrétny priklad vyrokov, P(z) a Q(x) pre ktoré to
neplati.

Skiisme uvazovat napriklad vyroky o redlnych éislach:

P(z):=(x >2)
Q(z) := (z > 3).
(Pokial chceme zdoraznit, Ze ide o redlne ¢isla, moézeme pisat P(z) := (x € R) A (z > 2) a

Q(z) := (r € R) A (z > 3). Uz sme vSak uviedli, Ze sa zaoberdme redlnymi ¢islami, takze aj
ked to explicitne nenapiSeme, vSetky vyskyty kvantifikdtorov chdpeme tak, zZe sa vztahuju na
realne ¢isla.)

Pozrime sa najprv na lava stranu implikdcie, ktorej neplatnost chceme ukézat, t.j. na
vyrok (Va)P(z) = (Vz)Q(x). Tento vyrok plati, lebo lava strana implikécie, t.j. (Vz)(z > 2),
je nepravdivé. (Tvrdenie x > 2 neplati pre vSetky redlne ¢isla.)

Teraz sa pozrime na vyrok (Vz)(P(z) = Q(x)), t.j. (Vx)(z > 2 = x > 3). Tento vyrok je
nepravdivy. Implikicia (x > 2 = = > 3) neplati napriklad pre x = %

Cize vyrok, o ktorého pravdivosti chceme rozhodniit, je ekvivalentny si implikaciou 1 = 0,
a teda je nepravdivy.

Viazany a volny vyskyt premennej O viazanom vyskyte premennej vo vyroku hovo-
rime v pripade, Ze sa vyskytuje v kvantifikatore, vyskyt bez kvantifikdtora nazyvame volng.
Ukazme si to na jednoduchych prikladoch:

(Vx € R)z? > 0 — v tomto vyroku je z viazana premenn,

22 > 0 — tu je = volnou premennou,

r=2A (Vo € R)z? > 0 — v tomto vyroku sa premennd z vyskytuje dvakrat, prvy vyskyt je
volny a druhy viazany. Znamena to, ze prvé x ,nie je to isté“ x ako druhé. Preto je vyhodnejsie
(zrozumitelnejsie) tento vyrok nahradit ekvivalentnym vyrokom z = 2 A (Vy € R)y? > 0.

Cvicenia
Uloha 2.1.1. Dokézte, Ze nasledujtce vyroky si tautoldgie:

a) (-pVq) & (p=q)
b)(peq) < lp=q9N(=Dp)

14
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J

(pAq) & (—pV—q)

(phg)=r)e (= (g=r1))

P q) & (-pe q)

(r=4q) < (PA—9q)

p= —q) = —p

(p=-p)=p)=((p=-p) = p)
pe@enepe@en)i)h=@=rep=(¢=r)
Uloha 2.1.2. Dokéazte, ze nasledujuce vyroky su tautoldgie:

a) (pVq) = (qVp);

b) (p A q) & (¢ A p);
c)pV(gVr)e (pVa) Vr;
d)pA(gAT) & (PAG) AT
e) (pVp) e p;
f)
g)
h

=

—~

- L r)
SR IR RIS

{logika:CVTAUT2}

(pAp) < p;
[pV(gAr)elpVa AV
) IpA(gVr)l <A V(AT
i) [pV(pAg) < p
) IpA(eVa]ep
Uloha 2.1.3. Zistite, ¢ uvedené vyroky st tautolégie. Svoje tvrdenie zddvodnite (ak ide
o tautoldgiu, tak to dokazte; ak nie, uvedte kontrapriklad).

)
) p < (p= —p);
)(p/\Q)=>p;

(r=q) = @@= (gAT));

) (p=(gA1)) = (p=q);

) A (PVq) =g
Dp=TVv-g]=I[p=q9=p=r)
NDip=0Ng=7)]=@=q

Uloha 2.1.4. Ukézte, Ze operacie -, A, V, =, < moZeme definovat pomocou:
a) negécie a konjunkcie,

b) negicie a disjunkcie,

¢) negacie a implikacie,

)

)

{logika:CVREDUND}

d) logickej spojky NAND definovanej ako PNAND Q < —(P A Q),
e) logickej spojky NOR definovanej ako PNORQ < —(P V Q).

Uloha 2.1.5*. Nech * je logicka spojka (=binarna boolovska operacia). Dokazte, Ze pomocou
* mozeme dostat vietkych 16 moznych logickych spojok prave vtedy, ked’ * je niektora zo
spojok NAND a NOR.

Uloha 2.1.6. Rozhodnite, ¢ st uvedené vyroky pravdivé. Svoje tvrdenie zdévodnite.
a) (Vo) P(x) = (Vo)Q(z)] = (Vz)(P(x) = Q(x))

b) (Fz)(P(z) A Q(x)) « [(Fz) P(z) A (32)Q()]

¢) (Fr)(P(x) v Q(x)) & [(Fr) P(x) v (F2)Q(x)]

d) (Vo) (P(2) A Q(x)) & [(Va)P(z) A (Vo)Q ()]

e) (Vz)(P(z) vV Q(z)) & [(Va)P(z) V (V2)Q(x)

f) (ve)(P(x) = Q(2)) & [BaP(z)) = (F2)Q(x)]
g) (Vo) (vy)(R(z,y) = ~R(y, z))] = (V&)-R(z, )

15



{logikacvic:ULODISTRIB}

{paradox:SECTNAIV}

16 Naivna tedria mnozin a jej paradoxy

Uloha 2.1.7. Pre vjrokovt funkciu P(z,y) uvazujme vyroky Pi(z,y) = (Vz)(Vy)P(z,y),
Py = (Vo)(3y) P(x,y), Ps = (F2)(Vy)P(x,y), Py = (32)(3y) P(z,y), Ps = (Vy)(V2)P(z,y),
Ps = (Vy)(3x)P(x,y), Pr = 3y)(Vz)P(z,y), Ps = (3y)(3x)P(z,y).

a) Ukazte, Ze pre tieto vyroky plati: P, < Ps, Py < Ps a

Ps—— P

Py Py
PP
b) Ukézte na priklade, ze implikicie v predchédzajicom diagrame nemozno nahradit ekvi-
valenciami.
c¢) Ukazte na priklade, Ze nemusia platit implikicie P; = P> a Py = Fs.
Toto cvicenie sa dé& stru¢ne zhrndf tak, Ze vSetky vzfahy medzi vyrokmi P, ..
ktoré st naznacené v uvedenom diagrame.

., P7 su tie,

Uloha 2.1.8. Nech p je vyrok a Q(z) je vyrokova funkcia. Overte, ¢i platia ekvivalencie:
a) pA

Uloha 2.1.9. Znegujte nasledujtice vyroky. St tieto vyroky (alebo ich negacie) pravdivé, ak
vyrokové premenné berieme z N, Z, Q, R, C (s obvyklym sé¢itovanim, nédsobenim, usporiada-

o o
=~
—~
<C
8
~
—~
LLI
<
~—~
—~
8

[ V)

ol
<
5

~
8

2.2 Naivna tedria mnoZin a jej paradoxy

Zakladom povodného Cantorovho pristupu k tedrii mnozin je nasledujtca definicia mnoziny:
,Mnozina je akykolvek systém objektov, jednozna¢ne vymedzeny nejakou vlastnostou.* Inak
povedané, mnozinu si mozeme predstavif ako novy nazov pre nejaky systém objektov, ¢o
nam umozni struc¢nejsie a jednoduchsie vyjadrovanieﬂ

Stcasne s mnozinami moéZeme robit rdzne opericie, utvarat nové mnoZiny pomocou nie-
ktorych vlastnosti. Napriklad prienik mnozin A a B je takd mnozina, do ktorej patria prave

3Samozrejme, teéria mnozin nam poskytuje omnoho viac, nez len jednoduchsi spésob vyjadrovania. V tejto
casti vsak chceme hlavne ilustrovat problémy, ktoré vznikaju v naivnej tedrii mnozin, aby sme si hned potom
mohli ukdzat, ako ich mozno axiomatickym pristupom odstranit. Skuto¢ne zaujimavé vysledky a aplikdcie
tedrie mnozin stretneme az v dalsich kapitolach.

16
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prvky spliiajice podmienku (z € A)A(x € B), &ize opif je to systém objektov uréeny nejakou
podmienkou. Stru¢ne to mozeme zapisat

ANB={z;(zx € A)AN(z € B)}.

Potom namiesto ,vSetky raciondlne ¢isla leziace v intervale (0,1)“ moézeme pouzit struénejsi
mnozinovy zapis Q N (0, 1).

Russellovﬁ paradox. Vidime teda, ze kazdej podmienke zodpoveda nejakd mnozina prv-
kov spliiajtcich tito podmienku. Specidlne, pokial nepouzijeme Ziadnu podmienku (inak
povedané, pouZijeme prazdnu podmienku) dostaneme mnozinu vsetkych mnozin (vSetkych
objektov). Mohli by sme ju definovat napriklad ako

Set = {z;2 = z},

kedZe podmienku x = x spliia kazdy objekt.
Uvazujme teraz podmienku z ¢ x. Pomocou nej dostaneme mnoZinu

A={z;z ¢z}

takych mnozin, ktoré nie st svojimi vlastnymi prvkami. Polozme si otazku, ¢i do tejto mno-
ziny patri aj mnozina Set vSetkych mnozin. Na jednej strane vieme, Ze mnozina Set obsahuje
vSetky mnozZiny, teda aj samu seba. To znamend, Zze Set € Set, a teda Set € A. Sucasne si
vSak vSimnime, Ze podmienka Set € Set je presne negaciou podmienky urcujicej mnozinu
A, ¢o znamend, Ze Set ¢ A. Dostali sme teda dva navzajom si odporujtce vyroky Set € A
a Set ¢ A, ¢o je spor.

Zda sa, ze tento paradox bol sposobeny tym, Ze Set je akdsi neobvykld, prilis velkd
mnozina. CiZze by moZno pomohlo, keby sme sa nejak§m sposobom vedeli vyhybat , prilis
velkym mnoZzindm“. Toto vsak nie je jediny typ paradoxov, aké v mnaivnej tedrii mnozin
vznikali.

Berryho paradox Zadefinujeme taktto podmnozinu prirodzenych c¢isel
B = {n;n je prirodzené ¢&islo, ktoré sa da definovaf najviac 20 slovami slovenského jazyka}.

Napriek tomu, Ze slovensky jazyk je velmi bohaty, obsahuje len kone¢ne vela slov, nech ich je
povedzme N. Kombinéciou 20 slov dostaneme teda najviac N2° slov, ¢o je stale koneény po-
Get. Existuje teda nekoneéne vela prirodzenych ¢isel, ktoré nepatria do mnoziny B. Oznadéme
najmensie z nich ako n. Zrejme n ¢ B, ¢o znamen4, Ze

n je najmensie prirodzené ¢islo, ktoré sa nedd popisat najviac 20 slovami slovenského jazyka.

Préve sme vsak ¢islo n popisali menej ako 20 slovami slovenského jazyka, a teda n € B. Opét
dostavame spor.

Zda sa, ze takymto problémom by sa dalo vyhnit, keby sme upresnili, ¢o rozumieme
pod pojmom ,vlastnost*, ked hovorime o tom, Ze mnozina je sibor prvkov uréenych nejakou
vlastnostou.

4Bertrand Russell (1872-1970), britsky matematik a filozof
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18 Zermelov-Fraenkelov axiomaticky systém

2.3 Zermelov-Fraenkelov axiomaticky systém

V casti sme videli, Ze potrebujeme spresnit pravidla, pomocou ktorych moZzeme vytvarat
mnoziny, ak chceme dostat tedriu v ktorej sa nebuda daf odvodif sporné tvrdenia. Prave to
je ucelom axiomatizacie tedrie mnozin, ktora si predstavime v tejto podkapitole.

Tedria mnozin je zaloZzena na dvoch primitivnych pojmoch — tak nazyvame pojmy, ktoré
nedeﬁnujemeﬂ St to pojmy mnoZina a patri (oznacujeme €).

Jediné objekty, o ktorych budeme v ramci teérie mnozin hovorif, budi mnoziny. Struéne
povedané: ,VSetko je mnozina.“. Jedna mnoZina moze patrit do inej mnoziny. Tento fakt
oznacime a € b, jeho negéciu budeme zapisovat a ¢ b.

Poznamka 2.3.1. Na zdklade predchadzajucich riadkov by sa mohlo zdat, Ze napriek tomu,
ze nazov prednasky je tedria mnozin, sa na nej nedozviete, ¢o je to vlastne mnozina je. Nie je to
celkom tak — pretoze o chvilu uvedieme viacero axiém popisujicich, ako sa mnoZiny spravaja.
Tieto axidémy nam teda hovoria, aké st vlastnosti mnoziny, ¢o je vlastne to najdélezitejsie,
¢o potrebujeme o mnozinach vediet.

S podobnou situaciou ste sa uz viackrat stretli na inych matematickych predmetoch. Na-
priklad pri skimani grip nezalezalo na tom, aké maju prvky — grupy, ktoré boli izomorfné
(=mali rovnaké grupové vlastnosti) sme povazovali z hladiska tedrie grip za rovnaké. Izomor-
fizmus medzi dvoma grupami znamen4 vlastne, Ze ich nemozno rozli§it grupovo-teoretickymi
prostriedkami. Podobne to bolo i v pripade vektorovych priestorov v prvom roc¢niku na line-
arnej algebre.

2.3.1 Jazyk tedrie mnozin

V predchadzajiacej podkapitole sme hovorili o tom, Ze mnozina je stibor prvkov urcenych
nejakou vlastnostou. Berryho paradox néds presvedéil o tom, Ze nemdZzeme pouzivat tplne
lubovolné vlastnosti, iba dostatocéne ,rozumné“. V tejto ¢asti sa s pouzitim logiky prvého
radu pokusime formdlne zadefinovat, akymi vlastnostami mnozin sa budeme zaoberaf.

Teéria mnozin bude obsahovat viacero axiém o mnozinach, z ktorych budeme o mnozi-
nach moct odvodit rozne tvrdenia. Tieto tvrdenia a axiémy budd mat podobu formul tedrie
mnozin.

Vsetky formuly budi zostavené z premennych oznacujicich mnoziny (budeme pouzivat
pismend a,b,c,...,z, A, B, ..., Z, pripadne a1, as,...), symbolov = (ozna¢uje rovnost mno-
Zin), €, =, A\, V, =, &, 3, V a pomocnych symbolov (, ), [, ], {, } podla pravidiel popisanych
v nasledujicej definicii:

Definicia 2.3.2.
1. Ak z, y st mnozinové premenné, tak (z = y) a (x € y) st formuly tedrie mnozin. (Tieto
dva typy formul nazyvame atomické formuly.)
2. Ak ¢, 1 st formuly tedrie mnozin, tak aj zapisy —p, @ A, oV, ¢ = 1 a @ & P st
formuly tedrie mnozin.
3. Ak z je mnoZinovad premennd a ¢ je formula tedrie mnozin, tak ((3z)p) a ((Va)yp) st
tiez formuly tedrie mnozin.
Za formuly tedrie mnoZin povazujeme len atomické formuly a formuly, ktoré z nich vieme
ziskat pouzitim kone¢ného poctu uvedenych pravidiel.

5Primitivnym pojmom sa neda vyhnat. Ak by sme kazdy pojem chceli definovat pomocou este jednoduch-
$ich pojmov, dostali by sme tak nekonec¢nu retaz definicii, ktoré zavisia jedna od druhej.
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KAPITOLA 2. AXIOMATICKY PRISTUP K TEORII MNOZIN 19

2.3.2 Axiomy systému ZFC

Teraz uvedieme jednotlivé axidomy tedrie mnozin a pri niektorych struéne spomenieme aj
motivaciu pre ich zavedenie a ich najzakladnejsie dosledky. Axiomatizacia, ktora tu uvedieme,
nie je jedind pouzivana, je vSak najrozsSirenejsia. Nazyva sa Zermelov-Fraenkelov systém.
(Odtial pochadzaju pismend ZF, pismeno C zastupuje axiému vyberu — Axiom of Choice.
Pokial vynechédme axiému vyberu, dostaneme systém ZF.) Kvéli jednotnosti budeme pouzivat
rovnaké ¢islovanie axiém ako v [SS|, hoci sme zvolili o ¢osi iné poradie. Spolu s axiémami
spomenieme aj niektoré jednoduché tvrdenia, ktoré z nich vyplyvaju.

Axiéma I (Axidma extenzionality).
(Vo) (vy)l(z = y) & (V2)(z € v & z € y)]

Dve mnoziny sa rovnaju prave vtedy, ked obsahuji rovnaké prvky.

Tato axiéma vlastne popisuje zékladnt vlastnost mnozin — mnozina je jednoznac¢ne uréend
prvkami, ktoré obsahuje.

Viacero dalsich axiém sa zaoberd tym, existenciou niektorych mnoZin a vytvaranim no-
vych mnoZin z uZ existujtcich mnozin. Napriklad je pomerne prirodzené pozadovat existenciu
aspoti jednej mnoziny, aby nas axiomaticky systém nebol tplne bezobsazny. Tuto vlastnost
mozeme formélne zapisat napriklad takto.

Axiéma IV (Axidma existencie).
(3Fz)(z = z)

Existuje aspon jedna mnozina.

Pre kazd( mnozinu plati z = x vdaka vlastnostiam vztahu rovnosti.
Nasleduju 2 axiémy popisujice vytvaranie mnozin z inych mnozin.

Axiéma II (Axiéma zjednotenia mnozin).
(VA)YEU)(V2)(2 € U < (Fa € A)(z € a))

Pre Tubovolnt mnozinu A existuje takd mnozina U, ktord obsahuje prave tie prvky, ktoré
patria do niektorej z mnozin patriacich do A.

Definicia 2.3.3. Mnozinu U z predchadzajicej axiémy nazyvame zjednotenie systému A a
ozna¢ujeme | J A.

Z axiémy extenzionality je zrejmé, Ze mnoZina | J A je uréend jednoznacne.
Axiéma III (Axiéma dvojice).
(Va)(Vb)(3C)(V2)[z € C < (z=a) V (2 = b)]

Ak a, b st mnoziny, tak existuje mnozina ktora obsahuje prave prvky a, b a Ziadne iné. Tato
mnozinu oznaéime {a,b}.

Tvrdenie 2.3.4. Pre lubovolné mnoziny A, B existuje takd mnoZina C, do ktorej patria
prave prvky patriace do mnoZiny A alebo do mnoziny B. Tito mnoZinu oznacujeme AUB a
nazyvame zjednotenie mnozin A a B.

Doékaz. Ak A, B st mnoziny, tak podla axiémy dvojice existuje mnozina {A, B} a podla
axiémy zjednotenie existuje mnozina C, ktord obsahuje prave prvky patriace do niektorej
z mnozin A, B. O
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20 Zermelov-Fraenkelov axiomaticky systém

Dalsou aplikiciou axiémy dvojice je nasledujice jednoduché tvrdenie:

Tvrdenie 2.3.5. Pre kaZdu mnozZinu a existuje jedind mnozina A, ktord obsahuje a ako
jediny svoj prvok, t.j.
z€EAS z=a.

Tiito mnoZinu oznacujeme {a}.

Dokaz. Na dokaz existencie staci pouzit axiému dvojice pre dvojicu mnozin a, a. Jednoznad-
nost vyplyva z axidémy extenzionality. O

Nasledujica axiéma vlastne zahfiia nekonecne vela axiém — jednu pre kazda formulu
tedrie mnozin. Preto hovorime o schéme axiém.

Axiéma V (Schéma axiém vymedzenia). Nech ¢(x) je formula tedrie mnozin, ktord neob-
sahuje B ako volnt premennt. Potom plati

(VA)(3B)(Vz)(z € Bz € AN p(2))

Pre kazdi mnozinu A existuje mnozina B obsahujtca préave tie prvky z A, pre ktoré je
pravdivy vyrok ¢(z), ktory dostaneme nahradenim vSetkych volnych vyskytov premennej x
premennou z. Tato mnozinu budeme oznacovat

B:={z € Ajp(x)}.

Vsimnime si, ze s podobnym sposobom tvorby mnozin sme sa uz stretli v cCasti
Nastala vsak jedna drobna zmena — do novovytvorenej mnoziny patria len prvky z nejakej
vopred danej mnoziny s danou vlastnostou. Teda pomocou tejto axiémy nemdzeme zopakovat
postup, ktory sme urobili pri odvodeni Russellovho paradoxu.

Tato schému axiém budeme velmi ¢asto vyuzivat, ako ukazku si mozeme ukazat existenciu
prazdnej mnoziny.

Tvrdenie 2.3.6. FEzistuje (prdve jedna) mnoZina () s vlastnostou

(Vz)(z ¢ 0).
Thito mnozinu nazyvame prazdna mnozina.

Dokaz. Jednoznac¢nost lahko vyplyva z axiémy extenzionality. UkdZeme existenciu.
Podla axiémy existencie existuje aspon jedna mnoZina z. Definujme teraz mnozinu

0:={z€ux;z# z}.
O

Mozeme poznamenat, Ze v niektorych textoch sa namiesto axiémy existencie uvadza ako
axiéma existencia prézdnej mnoziny. Z predchadzajiceho tvrdenia je zrejmé, ze takto do-
staneme ekvivalentny systém axiém — pomocou ostatnych axiéom vieme z axiémy existencie
dokézat existenciu prazdnej mnoziny a obrétene.

Schému axiém vymedzenia pouzijeme napriklad aj v nasledujtcej podkapitole, ked bu-
deme definovaf viaceré mnozinové operacie. Na tomto mieste eSte zadefinujeme prienik dvojice
mnozin.

Tvrdenie 2.3.7. Pre lubovolné dve mnoziny A, B existuje prdve jedna mnoZina C, ktord
obsahuje prave tie prvky, ktoré patria sucasne do A aj do B. Tito mnoZinu nazyvame prienik
mnozin A a B a oznacujeme ju AN B.
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KAPITOLA 2. AXIOMATICKY PRISTUP K TEORII MNOZIN 21

Dokaz. Mnozina
ANB={x€ A;x € B}

existuje podla schémy axiém vymedzenia pouzitej pre mnozinu A a formulu x € B.
Jednoznacnost vyplyva z axiémy extenzionality. O

Definicia 2.3.8. Mnoziny A a B sa nazyvaju disjunktné, ak ANDB = (), t.j. ak maji prazdny
prienik.

Pred uvedenim dalSej axiémy budeme potrebovat este jednu definiciu, ktord ndm umozni
tito axiému strucnejsie zapisat.

Definicia 2.3.9. Ak A, B st mnoziny, tak hovorime, Zze A je podmnoZinou B, ak kazdy
prvok mnoziny A je prvkom mnoziny B. Tento fakt oznacime A C B.

Ang(Vz)(zeAézeB)

Vidime teda, z2e A C B je tiez formula tedérie mnozin. Budeme ju ¢asto pouzivat ako
struénejsi zapis namiesto dlhsej formuly na pravej strane predchadzajicej ekvivalencie.

Axiéma VI (Axiéma potenénej mnoziny).
(VA)Y3P)(Vz)(z € P& 2z C A)
Pre kazd( mnozZinu A existuje mnozina P pozostavajica prave z podmnozin mnoziny A.

Definicia 2.3.10. MnozZinu vSetkych podmnoZin mnoziny A nazyvame potenénd mnoZina
mnoziny A a oznacujeme P(A).

P(A) = {B; B C A}

Axiéma VI teda vlastne zarucuje existenciu potenénej mnoziny pre kazdi mnozinu.
Kvoli zostruéneniu nasledujicej axiémy zavedme este jeden symbol.

Definicia 2.3.11. Symbolom (3!z)P(x) oznacujeme fakt, Ze existuje jedind mnozina x
s vlastnostou P(z).

Vsimnime si, ze sme tym nepridali ni¢ nové k jazyku logiky prvého radu, kedze ten vyrok
vieme ekvivalentne prepisat napriklad takymto spdsobom

(Blz)P(z) < (Fx)(P(x) A (Vy)(P(y) = y = ).

Zapis (Flz) P(x) mozeme teda chapat ako skratku zapisu na pravej strane. V pripade, ze P(z)
je formula tedrie mnozin, predstavuje aj tento zapis formulu tedrie mnozin.

Pre tplnost uvedme aj ostatné axiémy, hoci ich vyznamom sa budeme podrobnejsie za-
oberat neskor.

Axiéma VIII (Schéma axiém substitacie). Nech ¢(z,y) je formula tedrie mnozin, ktora
neobsahuje B ako volni premenni. Potom plati

(VA)[(Vz € A)B)p(x,y) = (3B)(V2)(z € B< (3z € A)p(z, 2)))].
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22 Zermelov-Fraenkelov axiomaticky systém

Vyznam tejto axiémy by mohol bude jasnejsi po zavedeni pojmu funkcie — pozri po-
znamku Poznamenajme tiez, Ze zo schémy axiém substitiicie vyplyva schéma axiém
vymedzenia. Obe axiémy sa vSak zvyknu uvadzat, do istej miery snad z historickych dévodov
(schéma axiém substittcie bola do axiomatického systému tedrie mnozin zahrnuté neskor) a
azda aj preto, ze schéme axiém vymedzenia je podstatne jednoduchsia a nazornejsia.

Axiéma (Axiéma regularity).
(VA)[(3B)(Be€ A) = (3B € A)—[(Fc)(ce AANc e B)|
Kazda neprazdna mnozina obsahuje mnozinu, ktora je s iou disjunktné.

Z axiémy regularity sa d4 pomerne Tahko odvodit, Ze pre kazdd mnozinu plati = ¢ x, preto
by sa mohlo zdat, Ze jej zavedenie bolo do istej miery motivované Russellovym paradoxom.
V skutocnosti dévody na zavedenie tejto axiémy boli iné, my sa nimi nebudeme detailne

zaoberat.
{zfc:TVRREGXINX}

Tvrdenie 2.3.12. Pre lubovolni mnoZinu plati x ¢ x.

Dékaz. Ak x je mnozina, tak podla tvrdenia existuje mnozina A := {z}. Podla axiémy
regularity existuje B € A také, ze BN A = (). Lenze ak B € A, tak B = z (kedZe mnozina A
je jednoprvkovd) a dostdvame x N {z} = 0, ¢o znamend, ze x ¢ x. O

Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, Ze axiému regularity zavadzame kvoli tomu, aby sme sa
vyhli Russelloviu paradoxu, v skutoc¢nosti st vS§ak dévody na jej zavedenie do axiomatického
systému iné.

Axiéma X (Axiéma nekonenej mnoziny).

(FA)De AN(xe A= zU{z} € A)

KedZe sme uz ukézali, Ze pre Tubovolné z plati ¢ x, znamend to, ze x U {z} # x a
sposobom popisanym v tejto axidme pre kazdy prvok x priddvame nejaky novy prvok. Ked
zacneme z prazdnej mnoziny, kazdd novad mnozina, ktora takto vytvorime, je vlastnou nad-
mnozinou tej predchddzajtcej. Teda potom mnozina A skuto¢ne mé nekonecne vela prvkov.

Doteraz uvedené axiémy sa zvyknu oznacovat ako axiomaticky systém ZF. Po pridani
nasledujicej axiémy uz dostaneme cely systém ZFC.

Axiéma VII (Axiéma vyberu).
(VS)[(VA € S)(A #DANNVA € S)(VB e S)(A# B = AnB =0) = (IV)(VA € S)(Fz)(VNA = {z})]

Ak S je systém neprazdnych disjunktnych mnozin, tak existuje mnozina V', ktora ma s kazdou
z tychto mnozin jednoprvkovy prienik.

Axiéma vyberu je velmi dolezita axiéma. Neskor si uvedieme zrozumitelnejsiu ekviva-
lentnt formuléciu tejto axidmy. Axiémou vyberu sa budeme podrobne zaoberat v kapitole
Z formulécie, ktort sme uviedli, by v8ak mohlo byt jasné, preco sa nazyva axiéma vyberu —
mnozina V' z kazdej mnoziny patriacej do § ,vybera® prave jeden prvok.

Velmi dobre napisané pozndmky o motivacii a vyzname jednotlivych axiém si mézete
precitat napriklad v [Z2] s.79783]|ﬂ (Mozete si tam precitat aj o axiémach, ktorymi sa v tomto
texte podrobne nezaoberame, ako je axiéma regularity.)

6T4to kniha je volne dostupna na internete
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2.4 Operacie s mnozinami

V tejto Casti sa budeme venovaf niektorym operdciam s mnozinami a ukéZeme si tvrdenia,
ktoré o nich platia. Tieto vysledky maji velmi jednoduché a nazorné dokazy, preto sa od
vés ocakéava, ze takéto tvrdenia budete schopni samostatne dokazovat a ba dokonca aj na ne
prist, ked ich budete potrebovat pouzit.

V predchadzajicej kapitole sme definovali vztah ,byf podmnozinou®, ktory sa zvykne
nazyvat aj inkliziou.

ACBYE (v2) (e A= z€B)

Nasledujuce tvrdenie zhina zakladné vlastnosti inklazie.

Tvrdenie 2.4.1. Nech A, B, C st lubovolné mnoZiny. Potom plati:
(i) Pre kaZdi mnoZinu plati A C A.
(ii) A = B prdve vtedy, ked AC BN B C A.
(i) Ak platit ACB aBCC, tak ACC.

Dokaz. Uvedené tvrdenie je ekvivalentné s platnostou implikicie © € A = = € A pre
lubovolné x. Pravdivost tejto implikacie vyplyva z tautolégie » = r ak v nej za vyrok r
dosadime x € A.

Vyplyva priamo z definicie podmnoziny (s pouzitim axiémy extenzionality a tautolégie
z tlohy 2.1.1p)).

Staéi pouzit tautolégiu (p = ¢) A(g=r) = (p =7). O

Tvrdenie [2.4.1|({ii) niekedy budeme pouzivat na dékaz rovnosti mnozin — moézeme dokazo-
vat to, Ze mnoziny A a B sa rovnaju tak, ze zvlast dokdZzeme inklizie A C B a B C A.

Definicia 2.4.2. Ak A je podmnozina B a sucasne A # B, tak hovorime, Ze A je vlastnd
podmnoZina mnoziny B. Oznadenie A C B.

ACB& (ACB)A(A+#B)

Poznamka 2.4.3. V tomto texte pouZivam C na oznacenie podmnoziny a C na oznadenie
vlastnej podmnoziny. Toto oznacenie som zvolil z toho dovodu, Ze som sa chcel vyhnat
moznym nedorozumeniam. Dost ¢asto sa na oznacenie inklizie pouziva C, najdu sa vSak
aj texty (hoci zriedkavejsie), v ktorych C je symbolom pre podmnozinu, zatialéo C oznacuje
vlastni podmnozinu.

Budeme teraz pokracovat tym, %e pripomenieme niektoré operacie, ktoré sme definovali
v predchadzajicej podkapitole a zadefinujeme niekolko novych.
Pre dvojicu mnozin sme zatial zadefinovali zjednotenie a prienik mnozin.

AUB={z;z € AVz € B}
ANB={xz€ A;x € B}
Tieto operacie st znazornené na obrazku pomocou Vennovych diagramov. (Vennovym
diagramom sa es$te budeme podrobnejsie venovat v Casti )

Na tomto mieste si méZeme pripomentt, Ze pre koneéné mnoZiny ste sa na diskrétnej
matematike naucili vypocitat pocet prvkov zjednotenia dvoch mnozin:

|AU B| = |A| +|B| - |AN B].
(Podobné vztahy pre viac ako dve mnoziny viete takisto odvodit pouzitim principu zapojenia

a vypojenia.)
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AUB

Obr. 2.1: Zjednotenie a prienik dvoch mnozin {oper : FIGZJED!

Na priklade tychto dvoch operacii si ukdZeme, ako modZeme dokazovat rozne mnozinové
identity. (Kedze vSak ide o jednoduché dokazy, ktoré sa daju Tahko previest na overovanie
tautoldégii, vii¢Sinu z nich ponechdme ako cviéenie.)
{oper: TVRZJED
Tvrdenie 2.4.4. Nech A, B, C si mnoZiny. Potom plati:

{oper:it1ZJEDPRIEN}
(i) AU(BUC)=(AUuB)UC, AN(BNC) =(ANB)NC (asociativnost operdcii U a N);
(ii) AUB=BUA, AN B = BN A (komutativnost operdcii U a N);
{oper:itpIsTRIB} (il) PUA=A 0NA=10;
{oper:itIpEMp} (iv) AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC) = (AUB)N(AUC) (distributivnost);
{oper:it6zJEDPRIEN} (V) ANA=A, AU A= A (idempotentost operdcii U a N)
(vi) AN(AUB)=A, AU (AN B) = A (zdkony absorpcie).

Dokaz. Na zdklade axiémy extenzionality sa dve mnoZiny rovnaju préve vtedy, ked obsa-
hujt rovnaké prvky. Teda ndm staci ukdzat, ze plati

xre AU(BUCQ) = ze(AUB)UC.

Priamo na zéklade definicie zjednotenia mézeme vyrok = € AU (B U C) prepisat ako (z €
A)V [(x € B)V (z € C)]. Podobne vyrok na pravej strane ekvivalencie je ekvivalentny
s vyrokom [(z € A) V (z € B)]V (z € C). Ak si teda oznaéime p := (x € A), ¢:= (x € B) a
r:= (z € C), tak vlastne mame dokazat

pV(gVr) & (pVaq)Vr,

¢o je presne tautoldgia z tlohy [2.1.2h).
Velmi podobnym spésobom sa dé druhd cast tohoto tvrdenia previest na tautolégiu

2.1.2b). O

V predchédzajicom dokaze sme videli jeden mozny spésob dékazu mnozinovych identit —
zaloZeny na tom, ze dokazovanu identitu prevedieme na tautolégiu, ktorit potom overujeme.
Inou moznostou je dékaz spocivajuci v algebraickej manipulacii — pokial mdme uZz dokazany
dostatocne vela identit, moézeme ich pouzit na dokaz novych identit; takyto postup si ukdzeme
napriklad v priklade[2:4.8] V zévere tejto podkapitoly sa budeme este venovat metéde dokazu
mnozinovych identit pomocou Vennovych diagramov.

Niekedy budeme potrebovat urobif prienik nie len jednej mnoziny, ale celého systému
mnozin.

Ak S je mnozina, tak podla axiémy zjednotenia existuje jej zjednotenie, ktoré budeme
oznacovat | JS. Dost ¢asto hovorime v takomto pripade o zjednotent systému mnoZin, pretoze
jednotlivé prvky mnozZiny S chapeme ako mnoziny.
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Budeme ¢asto pouzivat aj dve dalSie oznacenia pre zjednotenie systému mnozin, konkrétne
U A a v pripade, ze S = {A;;i € I}, tak zjednotenie tohoto systému oznacime |J A4;.
Aes i€l
Poznamenajme, ze zépisom S = {A;;i € I} rozumieme to, Ze pre kazdy prvok mnoziny
1 € I je jednoznacne urdéend mnozina A;. Potom podla schémy axiém substiticie existuje aj
mnozina {A;;i € I} a podla axiémy zjednotenia existuje zjednotenie tejto mnoziny.
Budeme pouzivat aj prienik systému mnoZin — pre neprdzdny systém S = {A;;i € I}
zavedieme oznacenia:

ﬂS: m A:={z;,(VA € S)z € A}
AeS
ﬂAi ={z;(Viel)ze€ A;}

icl

Existenciu prieniku & moézeme zdévodnif pomocou schémy axiém vymedzenia — tto
mnozinu totiz mozeme ekvivalentne zapisat ako {z € |JS; (VA € S)z € A}. (Ak S # 0, tak
z vlastnosti (VA € §)z € A, ktorou definujeme prienik systému S, vyplyva (A € S)z € 4, a
teda z € |JS. Pre § = () by takéto zdovodnenie nefungovalo a keby sme rovnakym spésobom
cheeli definovat prienik prazdneho systému, dostali by sme mnozinu vSetkych mnozin — t4
vSak neexistuje; pozri vetu )

Na dokaz roznych identit platnych pre prienik a zjednotenie systému mnozin mézeme
pouzit podobny pristup ako pre prienik a zjednotenie dvoch mnozin, ibaze namiesto tautoldgii
v tomto pripade dostaneme vyroky s kvantifikdtormi, ktorych platnost bude treba overit.

Nasledujice tvrdenie hovori, Ze distributivnost plati aj pre prienik a zjednotenie systému
mnozin:

Tvrdenie 2.4.5. Nech S a B st lubovolné mnoziny. Potom plati:
(1) BN Ues A=Ures(BNA);
(ii)) BUN es A= Nacs(BUA).

Dokaz. Opit ukdzeme iba prva éast tvrdenia, druht identitu ponechévame ako cvidenie.

Pokusme sa (podla definicie) prepisat, ¢o to znamena, Ze prvok = patri do mnoziny uvede-
nej na lavej strane dokazovanej rovnosti. Pouzitim definicie prieniku dvoch mnoZzin a prieniku
systému mnozin dostaneme, ze

reBN|JAe (@eB)AFAcS)zeA
AeS

Pre mnozinu na pravej strane rovnosti dostavame

ze | JBNA) & (FAcS)(zeBrzeA).
AeS

Ak ozna¢ime p := (z € B) a Q(A) := z € A, tak vlastne mame overit ekvivalenciu
pAEBAES)QA) = (FA S)p A Q(A).
To je presne ekvivalencia z ulohy [2.1.8h). O
Dokézeme aj niektoré vztahy medzi mnoZinovymi operdciami a reldciou inkluzie.
Tvrdenie 2.4.6. Nech A a B st mnoziny. Nasledujice podmienky siu ekvivalentné:

(i) AC B;
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(i) A=AnNB;
(ili) B= AUB.

Dokaz. = (ii): Podmienka A C B znamen platnost implikacie (z € A) = (z € B) pre
Tubovolné x.

Ak x € A, tak na zdklade tejto implikdcie plati aj « € B, ¢ize plati (x € A) A (x € B),
t.j. x € AN B. Tym je dokdzand inklazia A C AN B.

Obratene, z © € AN DB, t.j. (x € A)A(z € B) vyplyva € A. (Tu dokonca nepotrebujeme
podmienku A C B. Pouzivame vlastne tautolégiu p = (pAq).) Teda plati aj inkltzia ANB C
A.

Spojenim tychto dvoch inklazii dostdvame rovnost A = AN B.

Dokaz implikacie (i) = je velmi podobny ako dékaz predchadzajicej ¢asti, poneché-
vame ho ako cvicenie.

= : Predpokladajme, Ze plati A = AN B. Ak x € A, tak potom z € AN B, ¢o
znamend, Ze (x € A) A (z € B). Teda x patri aj do mnoziny B. Tym je ukdzand inklizia
ACB.

Dokaz implikacie = (li) op#t prenechame citatelovi. O

Tvrdenie 2.4.7. Nech A, B, C su mnoziny. Potom plati:

(i) 0 C A;
(ii) ANBCAC AU B;
(ili) Ak AC B, tak ANCCBNC aAUCCBUC.

Dokaz. : Mnozina () neobsahuje Ziadny prvok, teda kazdy prvok z () patri aj do A.

([i): Plati 2 € ANB < [(z € A)A(x € B)] = 2 € A. Tym je dokézand inklizia ANB C A.

Podobne z x € A vyplyva (x € A)V (x € B) & 2 € AU B, a teda plati A C AU B.

(iil): Predpokladédme, ze A C B, ¢ize plati implikacia (x € A) = (x € B). Potom plati aj
[(x € A)A(xz € C)] = [(z € B)A(z € C)] (na zdklade tautoldgie (p = q) = [(pAr) = (¢Ar)]);
¢o je len inak zapisana implikicia x € ANC = x € BN C. Dokaz druhej casti sa d4 urobit
aplne analogicky.

Skusme este urobit dokaz druhej ¢asti pomocou tvrdenia (Touto metédou by sa
samozrejme dala dokazovat aj prva ¢ast tvrdenia.) Vieme teda, ze plati B = AU B a radi by
sme pomocou toho dokazali (AUC)U(BUC) = BUC. Z tvrdenia[2.4.4] vieme, Ze operacia U je
asociativna (vyrazy obsahujice len tito operaciu mozeme fubovolne prezatvorkovat), komu-
tativna (mnoZiny moézeme vymieat) a idempotentna. Pomocou tychto vlastnosti skutoc¢ne
dostaneme

(AuC)u(BuC)=[AUu(CuC)]luB=(AuC)UB=(AUuB)UC =BUC.
O

Ako priklad pouzitia predchadzajicich tvrdeni uvedieme iny dékaz tvrdenia .
Priklad 2.4.8. An(AUB) 2 (4nA)uAnB) @ AuanB) ¥ 4, pricom v jednotlivych
rovnostiach sme pouzili:

(1) distributivnost — tvrdenie i
(2) idempotentnost — tvrdenie [2.4.4
(3) fakt, ze AN B C A — tvrdenie [2.4.7|(ii) — a tvrdenie pre mnoziny AN B a A.

Dalsie operacie, ktoré budeme niekedy pouZivat st rozdiel a symetricka diferencia (sy-
metricky rozdiel) dvoch mnozin.

26

{oper:it2SUBE
{oper:it3SUBE



KAPITOLA 2. AXIOMATICKY PRISTUP K TEORII MNOZIN 27

Definicia 2.4.9. Rozdiel mnozZin A a B je mnozina
AN B:={x € A;x ¢ B}.
Symetrickd diferencia mnozin A a B je mnozina

AAB = (AN B)U(B\ A)
A B A AAB |B

Obr. 2.2: Vennove diagramy pre A\ B a AAB {oper :FIGROZD}

Symetricky rozdiel je teda mnozina tych prvkov, ktoré patria prave do jednej z mnozin

A, B. Zodpoveda logickej spojke XOR.

{oper : TVRSETMINUS}
Tvrdenie 2.4.10. Nech A, B, C st mnoZiny. Potom plati:

{oper: itDEMORGAN}

i) AN(BNC)=( U
i) AN(BUC)=(ANB)~
(iii) AN(BNC)=(ANB)U (AﬂC);

i) A~ B)U
N
(iv) (AUB)NC =(A~NC)U(BNC),  ANB)NC=(ANCO)N(BNC);
(v)
)
)

(A\C) AN(BUC)=(ANB)N(ANC);

v) ANB=AN (AN B);
(vi) (ANB)NC=(ANC)~B=AN(C\ B);
(vii) (ANB)UC =(AUC)~ (BN CO);

(viii) AUB=(ANB)U(B~A)U(ANB);
(ix) ACB& ANB=1. {oper: itDEMORGANSYS}
(x) Ak pre kazdéi € I je B; mnozina, tak plati AN(,c; Bi = U;c;(ANB;) a ANU,;¢; Bi
Nicr (AN Bi). {oper : itSMSUBSET}

(xi) Ak BCC, tak ANC C AN B.
(xii) Ak BC C, tak BN ACCN A.

Casti (i . @ sa zvykni nazyvat de Morganove zdkony.

{oper:TVRSYMDIF}
Tvrdenie 2.4.11. Nech A, B, C st mnoZiny. Potom plati:

AAB = BAA; {oper:itASOCSYMDIF}

Dokaz. Standardnym sposobom prevedieme uvedené tvrdenie na dokaz tautoldgie (p XOR ¢) XOR 7 <
pXOR(¢XOR ), pricom logickd spojka XOR je uréend tabulkou
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p | g | pXORyg
11 0
1]0 1
01 1
0o 0

Pri dokazovani naSej tautolégie potom dostédvame nasledujicu tabulku:

plqg|r|pXORq | a:=(pXORq)XOR7 | ¢XOR7 | b:=pXOR(¢XOR7r) | asb
11111 0 1 0 1 1
11110 0 0 1 0 1
1101 1 0 1 0 1
110]0 1 1 0 1 1
011 1 0 0 0 1
0110 1 1 1 1 1
0|01 0 1 1 1 1
0100 0 0 0 0 1
O

Vennove diagramy

Pri dokazoch mnoZinovych identit mézeme pouzit aj Vennove diagramy. Pri nich zndzornime
mnoziny ako rovinné utvary, pricom dbame na to, aby mnoziny boli v tzv. generickej po-
lohe, t.j. aby sa tam vyskytli ,vSetky mozné“ oblasti. (Napriklad oblast predstavujica prvky
patriace do A aj B a nepatriace do C, ak kreslime Vennov diagram pre 3 mnoziny.)

Na obrazku st zndzornené 2 resp. 3 mnoziny v generickej polohe. (MozZete sa pokusit
vymysliet, ako by ste kreslili Vennove diagramy pre viac mnozin.)

A B

Obr. 2.3: Generickad poloha

Pri dékaze postupujeme tak, ze vo Vennovom diagrame nakreslime postupne, ako vyzeraja
mnozZiny na lavej a pravej strane rovnosti a tieto obrazky porovname.

Priklad 2.4.12. Ako priklad si ukdZeme dokaz asociativnosti pre operdciu A (tvrdenie
). Dokaz toho istého tvrdenia overenim prislusnej tautolégie tabulkovou metddou
sme uz videli.

Na obréazku vidime, ako mozeme postupovat. Najprv (ako pomocku) sme si nakreslili
oblast zodpovedajticu mnoZine AAB a potom, pomocou nej, sme dostali mnozinu (AAB)AC
vystupujicu na lavej strane rovnosti.
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@@
C C

AAB (AAB)AC
A B A B
c c
BAC AN(BAC)

Obr. 2.4: Asociativnost operacie A

Analogicky postupujeme pre mnozinu AA(BAC) na pravej strane rovnosti. Vidime, Ze
sme dostali presne rovnaké obrazky, ¢ize rovnost (AAB)AC = AA(BAC) plati.

Mozete sa pytat, do akej miery je dokaz pomocou Vennovych diagramov korektny. (Od
prvého ro¢nika na vysokej Skole ste uz urcite velakrat poculi, Ze ,jobrazok nie je dokaz“.)
Odpoved je, ze tento dokaz je Uplne rovnocenny s overenim prislusnej tautoldgie tabulkovou
metédou. Robime tam totiz presne to isté, ¢o pri tabulkovej metdéde, len namiesto symbolov
0 a 1 pouzivame farebné zvyraznenie niektorej oblasti — pozri obrazok Mbzete si teda
vybrat ktorukolvek z tychto dvoch metdd a pouZivat ti, ktord vam vidsmi vyhovuje a pri
ktorej mate mensiu obavu z toho, ze by ste spravili chybu.

Cvicenia

Uloha 2.4.1. Dokézte tvrdenia [2.4.4} [2.4.6] [2.4.7] [2.4.5] [2.4.10] [2.4.11} resp. tie Gasti uve-
denych tvrdeni, ktoré sme nedokdzali v predchadzajicom texte. (Vyskdsajte si aspoii na
niektorom priklade tabulkovii metédu aj Vennove diagramy; v pripade tvrdeni tykajicich sa
inkltzie si mozete vyskasat dokaz priamo z definicie ako aj pouzitie tvrdenia |2.4.6])

Uloha 2.4.2. Pokuste sa vymyslief nejaké mozné nakreslenia Vennovho diagramu pre 4
(pripadne aj viac) mnoZin.

Uloha 2.4.3. Zistite, ¢i st uvedené tvrdenia pravdivé (pre lubovolny vyrok P(z)). V pripade
nepravdivych tvrdeni rozhodnite, ¢i aspon jedna z implikacii je pravdiva. Svoje tvrdenie
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000

N
Sy

fin

Obr. 2.5: Vztah medzi Vennovym diagramom a tabulkou

zd6vodnite!

a) [(3z € A)P(x) vV (3z € B)P(z)] & (3x € AU B)P(x)
b) [(Vx € A)P(z)V (Vx € B)P(x)] & (Vz € AU B)P(x)
) [((Vz € A)P(z) A (Vz € B)P(z)] & (Vz € AU B)P(x)
e) [(3z € A)P(z) A (3x € B)P(x)] & (3z € AN B)P(x)
) [(Vz € A)P(z) vV (Vz € B)P(z)] & (Vx € AN B)P(x)
g) [Vz € A)P(x) A (Vz € B)P(z)] & (Vx € AN B)P(x).

2.5 Usporiadané dvojice a karteziansky sucin

Posledny typ operécie definovanej na mnozinach, ktorym sa budeme zaoberat, je kartezidn-
sky stcin. Tu ho zadefinujeme pre dve mnozZiny, resp. pre koneény pocet mnozin, neskor
(v Casti zadefinujeme aj kartezidnsky sucéin fubovolného systému mnozin. Na to, aby
sme mohli zadefinovat karteziansky sucin dvoch mnozin, vSak najprv potrebujeme definovat
pojem usporiadanej dvojice.

Definicia 2.5.1. Nech a, b s mnoziny. Potom mnozinu

(a,0) := {{a},{a,b}}
nazyvame usporiadanou dvojicou mnozin a a b.

Tato definicia sa modZe na prvy pohlad zdat neobvykla. Treba si uvedomit, %e pracujeme
iba s mnozinami a kazdy objekt chceme definovat ako nejakt mnozinu. Lahko si mozete vSim-
nut, Ze mnozina uvedena v definicii skuto¢ne existuje — stadi viackrat pouzit axiému dvojice.
Menej zrejmé je, preco by prave takdto mnozina mala byt vhodnou definiciou usporiadane;
mnoziny. Odpoved je, Ze splia zdkladnt vlastnost, ktori od usporiadanych mnozin vyzadu-
jeme — sformulovant v nasledujicom tvrdeni. (Pokojne by sme mohli pouzit aj aktkolvek int
definiciu usporiadanej dvojice, ktora by vyhovovala tejto poziadavke.)

Tvrdenie 2.5.2. Nech a, b, ¢, d su mnoZiny. Potom
(a,b) =

(c,d) & a=cAb=d.
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Doékaz. Platnost implikacie < je jasna.

Predpokladame, ze plati (a,b) = (¢, d), t.j. {{a},{a,b}} = {{c}, {c,d}}. Potom {a} €
{{c},{c,d}}, o znamend, ze bud {a} = {c} (a teda a = ¢) alebo {a} = {¢,d}.

V prvom z uvedenych pripadov dostaneme {{a},{a,b}} = {{a},{a,d}}. Ak b = qa, tak
tito rovnost mozeme prepisat ako {{a}} = {{a}, {a,d}}, ¢o ale znamena, ze {a} = {a,d}, a
teda a = d.

Ak b # a, tak {a,b} # {a}, a preto musi platit {a,b} = {a,d} a b=d.

Zostava ndm rozmysliet si druht moznost, ked {a} = {c, d}. Tato rovnost ale znamena, ze
a = ¢ = d. Potom pdvodni rovnost mozeme prepisat ako {{a}, {a,b}} = {a} a zopakovanim
rovnakej ivahy, ako sme pouzili pred chvilou, dostaneme a = b = ¢ = d. O

Teraz uz mozeme zadefinovat kartezidnsky stcin dvoch mnozin.

Definicia 2.5.3. Kartezidnsky stc¢in mnozin A a B je mnozina, ktorej prvkami st prave také
usporiadané dvojice, kde prvy prvok patri do mnoziny a a druhy prvok patri do mnoziny b.
Tato mnozinu oznacujeme

A x B:={(a,b);a € A,be B}.

Este overime na zdklade axiém existenciu mnoziny A x B. VSimnime si, ze {a} C AU B
aj {a,b} € AU B pre Tubovolné prvky a € A, b € B. Teda {a},{a,b} € P({AU B}) a
(a,b) = {{a},{a,b}} € P(P(AU B)). Vdaka tomu mozeme kartezidnsky sacin prepisat ako

AxB={xeP(P(AUB));(Za € A)(3Fbe B)x = (a,b)}.

Existencia takejto mnoziny je zarucena schémou axiéom Vymedzeniam
Je zrejmé, Ze uvedend definicia sa da velmi lahko rozsirif pre koneény podet mnozin.
Uvedieme niektoré zakladné vlastnosti kartezianskeho stcinu. Opét, ako obvykle, dokazy
viacerych z nich ponechdme ako cvicenie.

Tvrdenie 2.5.4. Nech A, B, C, D si mnoziny. Potom plati
(i) AxD=0xA=0;
(i) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC);
(iii) Ax (BNC)=(AxB)Nn(Ax(C);
(iv) Ax (BNC)=(AxB)\ (Ax ().
(v) Ak navyse predpokladdme, zZe A, B, C, D si neprdzdne, tak A x B = C x D plati prdve
vtedy, ked A=C a B=D.

Dokaz. Ukdzeme druht a piatu ¢ast tvrdenia — ostatné zostani ako cvidenie pre Citatela.

(ii): Prvok x patri do mnoziny A x (B U C) prave vtedy, ked x = (a,d) pre nejaké a € A
ad € BUC. To znamend, ze d € B alebo d € C. Teda dostévame, ze © € A x (BUC) préave
vtedy, ked = = (a,d) pre nejaké a € A a d € B alebo x = (a,d) pre nejaké a € A a d € C.
Posledna cast je ale len iny zapis toho, ze x € (A x B) U (A x C).

(v): Predpokladajme, ze A # (). Teda existuje nejaky prvok a € A. Potom pre kazdy
prvok b € B plati (a,b) € A x B=C x D. Z toho, ze (a,b) € C x D uz vyplyva, ze b € D.
Dokazali sme teda inklaziu B C D.

Inkltzia D C B sa dokdZe podobne, s vyuZitim toho, ze C # (). Tym je dokédzané B = D.

Rovnost A = C' mozno zdovodnit analogicky. O

7V dalsich kapitolach uz nebudeme viésinou posupovat Gplne podrobne az k axiémam vo vsetkych doka-
zoch. Kazdopadne na zéklade ukazok, ktoré ste videli doteraz, by mohlo byt pre vas aj pri dalsich dokazoch
predstavitelné, ze sa daju prepisat az na postupnost logickych krokov, ktoré vyuzivaju iba axiémy systému
ZFC.
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Ukéazeme si na konkrétnych prikladoch, ze karteziansky sicin nie je vo vSeobecnosti ko-
mutativny ani asociativny.

Priklad 2.5.5. Néjdite priklad mnozin A, B takych, ze A x B # B x Al

Staci zobrat fubovolné dve jednoprvkové mnoziny A = {a}, B = {b} také, ze a # b.
(Napriklad a = 0, B = {0}.)

Potom aj mnoziny A x B = {(a,b)} a Bx A = {(b,a)} st jednoprvkové. Ak by sa rovnali,
znamenalo by to, Ze (a,b) = (b, a) a podla tvrdenia @ a = b, ¢o je spor.

Priklad 2.5.6. Najdite priklad mnozin A, B, C takych, ze A x (B x C) 7é Ax (BxC)!
Opit vystaéime s jednoprvkovymi mnozinami. VysktiSajme A = B = C' = {(}. Potom
dostaneme

Ax (B x C)={0} x {(0,0)} = {(0,(©,0))}
(Ax B)x C={(0,0)} x {0} ={((0,0),0)}
Ak by sa tieto dve mnoziny rovnali, tak by platilo (0, (0,0)) = ((0,0),0) a podla tvrdenia
aj @ = (0,0). Podla definicie usporiadanej dvojice ale (0, 0) = {{(}}, ¢o nie je prazdna
mnozina.
Cvicenia
Uloha 2.5.1. Dokazte ostatné Casti tvrdenia [2.5.4]
Uloha 2.5.2. Dokazte, Ze z rovnosti X x X =Y x Y vyplyva X =Y.

Uloha 2.5.3. Dokézte (priamo, nie s pouzitim tvrdenia [2.5.4)):
a) Pre A B#(plati Ax B=Bx A= A=B;
b)AxB=0< A=0V B=1{.

Uloha 2.5.4. Dokazte, Ze pre A # () plati A x B C A x C < B C C. Plati toto tvrdenie
bez predpokladu A # ()?

Uloha 2.5.5. Dokéazte, alebo najdite kontrapriklad:

a) (Ax BY)U(C x D) C(AUC) x (BUD);

b) (Ax B)U(C x D)2 (AUC) x (BUD);

¢) (AxB)U(CxD)=(AUC) x (BUD);

d) (AxB)N(CxD)C(ANC) x (BND);

e) (AxB)N(CxD)D(ANC) x (BN D);

f)(AxB)N(CxD)=(ANC) x (BND).

Uloha 2.5.6. Dokézte, Ze pre lubovolné mnoziny A, B, C plati A x (BAC) = (A x B)A(Ax
C).

Uloha 2.5.7. Ukaite, ze ak AxC CBxDaAxC # (), tak A C B a C C D. Ukézte na
priklade, %e bez predpokladu A x C # () uz toto tvrdenie neplati.

2.5.1 Triedy*

Niekedy je v tedrii mnozin vhodné pouzivat okrem pojmu mnozina aj pojem triedy. Pod triedou rozumieme
sthrn vietkych mnozin splhajtcich nejakd dant formulu teérie mnozin ¢(z). Pokial by sme sa obmedzili
iba na = z nejakej vopred danej mnoziny A, na zdklade schémy axiém vymedzenia dostaneme takto opit
mnozinu. Pokial véak chceme hovorit o vetkjch mnozinach spliiajicich ¢(z), uz nemame zarucené, ze to
bude mnozina. Napriek tomu sa niekedy hodi pouzivat mnozinové zapisy aj pre triedy, treba mat vsak vzdy
na pamiti, Ze nepracujeme s mnozinami (hoci pouzivame podobné zapisy).
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Triedu budeme teda chapat jednoducho ako alternativny zapis nejakej formuly tedrii mnozin, resp. ozna-
denie pre systém mnozin, ktoré tejto formule vyhovuji (pricom mame na paméti, Ze tento systém nemusi
byt mnozinou). S triedami sa daju robit niektoré operacie, ako napriklad prienik alebo zjednotenie dvojice
tried, daju sa zaviest triedové relacie a funkcie. Napriklad inkliziu mozno chapat ako relaciu na triede Set
vSetkych mnozin. (O relaciach a funkcidch budeme hovorit v nasledujtcej kapitole, nie¢o o nich vsak uz viete
z nizsich roénikov.) Podrobnejsie si o triedach mézete preéitat napriklad v [BS) §1.3].

V pripade, ze trieda nie je mnozinou, hovorime o vlastnej triede.

Postup, ktory sme pouzili pri Russellovom paradoxe v ZFC mézZeme pouzit na zddévodnenie toho, ze
neexistuje mnozina vsetkych mnozin, ¢o vlastne znamena, ze systém vsetkych mnozin tvori vlastna triedu.

Veta 2.5.7. Trieda vsetkych mnozin
Set = {z;z = z}

je vlastnou triedou. (Inak povedané, neexistuje mnoZina vsetkych mnoZin.)

Dékaz. Oznacéme Set = {z;2 = =z} triedu vietkjch mnozin. (KedZe sem patria vietky mnozin spliajtce
formulu z € z, ide skuto¢ne o triedu.)
Nech by Set bola mnozina. Potom (podla schémy axiém vymedzenia) aj

A= {z € Set;z ¢ z}

by bola mnozina.

Pre mnozinu A by potom nastala jedna z moZnosti A € A alebo A ¢ A.

Ak plati A € A tak (podla definicie mnoziny A) musi platit A ¢ A, ¢o je spor.

Podobne z predpokladu A ¢ A dostavame, ze A € A, ¢o je tiez spor.

Predpoklad, ze Set je mnozina vedie k sporu — takdto mnozina preto existovat nemoze (a je to teda
skuto¢ne vlastna trieda.) |
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Kapitola 3

Relacie a funkcie

V tejto kapitole sa budeme zaoberat zakladnymi vlastnostami relacii a funkcii, podrobnejsie
sa budeme zaoberat niektorymi Specidlnymi typmi relécii, konkrétne ¢iastoénymi usporiada-
niami a dobrymi usporiadaniami.

3.1 Relacie

Definicia 3.1.1. Reldcia R medzi mnozinami A a B je Tubovolnd podmnoZina mnoziny
A x B. Pokial A = B, hovorime o relécii na mnozZine A.

Obvykle namiesto (a,b) € R pouzivame zapis aRb.

Mnozinu D(R) = {a € A;(3b € B)aRb} nazyvame definicny obor relacie R a mnozinu
H(R) = {b € B;(3a € A)aRb} obor hodnét relicie R.

Priklad 3.1.2. Ak A je lubovolnd mnozina, tak
ida = {(a,a);a € A}
je relacia na mnozine A.
Priklad 3.1.3. Na mnozine I = (—1,1) moZeme zadefinovat reldciu
R={(z,y) € I x ;2> +¢y* =1}.
Grafom tejto relacie je kruznica.

Priklad 3.1.4. Na mnoZine prirodzenych ¢isel N mame definovant relaciu
{(a,b) € N x N;a < b}.

To znamend, Ze a a b s v relacii prave vtedy, ked a je mensSie alebo rovné b. Je prirodzené
oznacit tuto relaciu < a fakt, Ze prvky a, b st v relécii zapisovat a < b.

Predchadzajuci priklad presne ilustruje to, ako budeme pouzivat reldcie — reldcia ndm
hovori o vzfahoch medzi prvkami mnoziny, konkrétne ak mame dant reldciu na mnozine A,
mozeme ju chapat tak, Ze popisuje, ktoré prvky mnoziny A st v uréitom vztahu.

Samozrejme, zaujimavé buda pre nas hlavne relacie, ktoré maju niektoré uzitocné vlast-
nosti.

Definicia 3.1.5. Nech A je mnozina a R je reldcia na mnozine A. Hovorime, Ze relacia R je:
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) reflexivna, ak pre kazdé a € A plati aRa,
) ireflexivna alebo tiez antireflexivna, ak pre ziadne a € A neplati aRa,
) symetrickd, ak pre lubovolné a,b € A plati aRb = bRa,
v) antisymetrickd, ak pre lubovolné a,b € A plati aRb AbRa = a =,
) asymetrickd, ak pre lubovolné a,b € A plati aRb = —(bRa),
) tranzitivna, ak pre lubovolné a, b, c € A plati aRb A bRc = aRc,
) trichotomickd, ak pre Tubovolné a,b € A plati prave jedna z moznosti aRb, bRa, a = b.

Té istd mnozina moZe predstavovat reldciu na réznych mnozinach, napriklad mnozinu
R = {(z,y) € I x I;2? + y? = 1} z prikladu mozeme chépatf ako reldciu na mnoZine
I = (—1,1) aj na mnozine R. V kazdej ¢asti predoslej definicie sa vyskytuje vlastnost, kto-
rd mé platit pre vSetky prvky z danej mnoziny. Z toho je jasné, Ze ak hovorime o tychto
vlastnostiach, musime uviest aj mnoZinu, na ktorej dand relaciu uvazujeme.

S jednym Specidlnym typom relacie — s relaciami ekvivalencie — ste sa uz pravdepodobne
stretli a mali by ste vedief o vztahu medzi reldciami ekvivalencie a rozkladmi mnozin, pozri
napriklad [KGGS), ¢ast 1.4], [OS], [SS, podkapitola 4.3]. (Asi ste o nich hovorili na predmete
Algebra v stvislosti s faktorovymi grupami a pravdepodobne ste sa o nich uéili aj na diskrétne;j
matematike.)

Definicia 3.1.6. Reldcia R na mnozine A sa nazyva reldcia ekvivalencie ak je reflexivna,
symetricka a tranzitivna.

V tejto prednaske sa budeme Casto zaoberat ¢iastoénymi usporiadaniami.

Definicia 3.1.7. Reldcia R na mnozine A sa nazyva ciastocné usporiadanie na mnozine A,
ak relicia R je reflexivna, tranzitivna a antisymetricka.

Hovorime tiez, ze dvojica (A4, R) je ¢iastoéne usporiadand mnoZina alebo Ze mnozina A
je CiastoCne usporiadana relaciou R.

Ak st navySe Tubovolné dva rozne prvky mnoziny A porovnatelné relaciou R, t.j. plati

(Va,b € A)a # b= aRbV bRa,

nazyvame ju linedrnym usporiadanim.

V niektorych textoch sa namiesto nazvu linedrne usporiadanie pouziva termin aplné uspo-
riadanie.

Prikladom ¢iastoéného usporiadania je relacia < na mnozine N (priklad. Téato relacia
je dokonca lineadrnym usporiadanim.

Ciasto¢nymi usporiadaniami sa budeme podrobne zaoberaf v ¢asti Teraz sa este
pozrieme na to, ako mozeme reldcie skladat.

Definicia 3.1.8. Nech R je relicia medzi mnozinami A, B a S je relicia medzi mnoZinami
B, C. Potom relaciu

SoR={(a,c) € Ax C;(3b e B)aRb A bSc}

nazyvame zloZenim reldcii S a R.
Reléciu
R~ = {(b,a) € B x A;(a,b) € R}

medzi mnozinami B a A nazyvame inverznou reldciou k relacii R.

Tvrdenie 3.1.9. Ak R je lubovolnd reldcia medzi mnoZinami A, B, tak plati

(R°H)™' =R
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Jednoduchy dékaz ponechavame ako cvicenie.
{rel:DEFID}
Definicia 3.1.10. Nech A je mnozina. Potom relaciu

ida = {(a,a);a € A}
na mnozine A nazyvame identita na mnozine A.

Tvrdenie 3.1.11. Nech A, B st mnoziny R je reldcia medzi mnozinami A, B a S je reldcia
medzi mnozinami B, A. Potom plati

ROidAZR
idAOSZS.

Dokaz. Oznaéme T := Roidy.

Ak (a,b) € T, tak existuje z € A také, ze (a,z) € ids a (z,b) € R. LenZe podmienka
(a,x) € id4 znamend, ze a = x. Preto (a,b) € R. Tym sme ukdzali, zZe T C R

Obréatene, ak (a,b) € R, tak pre z = a mame (a, ) € id4 a (z,b) € R, ¢o podla definicie
skladania relacii znamena R C T

Celkovo teda dostavame T' = R o id4 = R. Dokaz druhej Casti tvrdenia je podobny. [

{rel : TVRINVZLOZ}
Tvrdenie 3.1.12. Nech R je reldcia medzi mnoZinami A a B, S je reldcia medzi mnoZinami

B a C. Potom plati:
(SoR) ™' =R 1oSL

Dékaz. Ozna¢me lavii a pravi stranu rovnosti L = (SoR)"'a P=R 10 S~ L
Nech ¢ € C, a € A. Dvojica (c¢,a) patri do L prave vtedy, ked (a,c) € S o R. To je
ekvivalentné s tym, ze existuje b € B také, ze (a,b) € R a (b,c) € S. Na zaklade definicie
inverzného zobrazenia mézeme tito podmienku ekvivalentne zapisat tak, Ze existuje b € B
s vlastnostami (c,b) € S~! (b,a) € R~. To je ale ekvivalentné s podmienkou (c,a) €
R ltoS =P
Tym je dokdzand rovnost L = P. O
{rel:TVRTRANZSKLAD}
Tvrdenie 3.1.13. Nech R je reldcia na mnozine A. Potom plati:
(i) reldcia R je reflexivna prave vtedy, ked ids C R;
{rel:itantIsyM} (i) reldcia R je symetrickd prdve vtedy, ked R~! = R;
{rel:itTRANzZSKLAD}  (ili) reldcia R je antisymetrickd prave vtedy, ked RN R™' Cidg;
(iv) reldacia R je tranzitivna prdve vtedy, ked Ro R C R;
(v) lubovolné dva rozne prvky A si porovnatelné v reldcii R prdve vtedy, ked RU R™! D
Ax AN idA.

Dokaz. Dokézeme iba Gast ostatné ponechame ako cvicenie, kedZe stt pomerne jednodu-
ché.

Nech R je tranzitivna reldcia. Ak (z,z) € Ro R, tak existuje y € R také, ze xRy
a yRz. Z tranzitivnosti ale potom vyplyva, ze (z,z) € R. Ukazali sme, Ze Ro R C R.

Nech plati Ro R C R. Nech dalej xRy a yRz. Podla definicie skladania relacii mame
potom (z,z) € Ro R C R, teda aj xRz a R je tranzitivna. O

Pomocou tohoto tvrdenia moZeme pomerne lahko ukézat, Ze ak R je ¢iastocéné (linedrne)

usporiadanie na mnozine A, tak to isté plati aj o relacii R~!. MozZete si vysktsat dokazat
toto tvrdenie priamo z definicie.
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Tvrdenie 3.1.14. Ak R je ciastocné usporiadanie na mnoZine A, tak aj R~ je Ciastocné
usporiadanie na A.
Ak navyse R je linedrne, tak to isté plati aj o usporiadani R™1.

Dokaz. Predpokladame, Ze R je reflexivna, antisymetrickd a a tranzitivna relacia.

7Z reflexivnosti méame idy C R, z ¢oho vyplyva idq = id;ll C R! (pozri tilohu .
Tato inkltzia znamend, ze R~! je reflexivna.

Antisymetria implikuje, ze R N R~ C id4 (pozri Tvrdenie ), ¢o je sucasne
antisymetria pre relaciu R~1, kedze (R™1)~! = R.

Tranzitivnost znamend, ze Ro R C R, ateda R"'!o R = (RoR)"! C R7L. (Vyuzili
sme tvrdenie a tilohu [3.1.11})

Ak navySe predpokladdme, Ze Tubovolné dva rozne prvky mmnoziny A st v tejto relécii
porovnatelné, znamena to, ze RUR™! D A x A~ ida. Ak je tdto podmienka splnend pre R,
tak je splnend aj pre R~1. O

'I‘ranzitivny uzaver V niektorych aplikacidch byva uzitoény pojem tranzitivneho uzaveru, o je vlastne
relacia vytvorena z danej relacie R tak, aby sa od R privelmi neliSila a stcasne bola tranzitivna. Nasledujica
definicia spresiuje, ¢o rozumieme pod pojmom ,privelmi neligila“. Neskor, ked sa budeme zaoberat pojmom
najmensieho prvku v ¢iastoéne usporiadanej mnozine, by malo byt jasnejSie, pre¢o sme pouzili prave takuto
definiciu.

Definicia 3.1.15. Nech P(z) je Iubovolné formula tedrie mnozin s volnou premennou z. Potom hovorime,
ze A je nagmensia mnozina s vlastnostou P(z) vzhladom na inkliziu, ak pre kazdi mnozinu B s vlastnostou
P(x) plati A C B.

(VB)(P(B) = AC B)

Matematickou indukciOLEI zavedieme nasledujice oznacenie pre fubovolnd relaciu R na mnozine A:
RO =idy;
R =R;
R"*+1 = R™ o R pre Iubovolné prirodzené ¢&islo n € N.

Tvrdenie 3.1.16. Nech R je reldcia na mnozine A. Oznacme T := |5~ R". Potom reldcia T je najmensia
(vzhladom na inkliziu) reldcia, ktord je tranzitivna a obsahuje reldciu R ako svoju podmnozinu. Tito reldciu
nazyvame tranzitivny uzaver reldcie R.

Dokaz. TODO O

V skutoc¢nosti existenciu tranzitivneho uzaveru by sme mohli ukdzat aj trochu ingym (snad jednoduchsim)
sposobom, pouzitim faktu, ze prienik tranzitivnych rel4cii je opét tranzitivna reldcia — tloha [3.1.16] Dokaz,
ktory sme tu uviedli, ma vsak tu vyhodu, Ze od istej miery aj popisuje, ako tranzitivny uzaver danej relacie

vyzera.

Cvicenia
Uloha 3.1.1. Dokéazte tvrdenie m a tvrdenie m

Uloha 3.1.2. Nech R je relacia medzi mnozinami A a B a nech D(R) = A. Zistite, ¢ platia
nasledujtice tvrdenia. Svoje tvrdenie vzdy zddvodnite (dokézte alebo najdite kontrapriklad):
a) R-1oR=ida;
b) R 'oRC ida;
C) R 'oR Didy.

IMatematickou indukciou sa budeme podrobnejsie zaoberat neskér, budeme ju vSak bezne pouzivat uz
teraz — poznate ju z nizsich ro¢nikov — hoci jej spravnost sme este nezdovodnili. (Zatial sme dokonca v tedrii
mnozin nedefinovali ani mnozinu prirodzenych ¢isel, pozri pozndmku [1.4.1])
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Uloha 3.1.3. Nech R, S st relacie na mnozine A. Pre ktoré z vlastnosti uvedenych v definicii
plati:

a) Ak mé danti vlastnost relacia R, tak ju m4 aj R™*.

b) Ak maji dant vlastnost reldcie R a S, tak ju ma aj S o R.

Uloha 3.1.4. Nech R, S su relacie ekvivalencie na mnozine A. Dokazte alebo najdite kon-
trapriklad:

a) relacia R~! je relacia ekvivalencie na A;

b) relacia R o S je relicia ekvivalencie na A;

¢) reldcia RN S je reldcia ekvivalencie na A.

Uloha 3.1.5. Nech R, S st ¢iastoéné usporiadania na mnozine A. Dokazte alebo najdite
kontrapriklad:

a) relacia R~! je ¢iasto¢né usporiadanie na A;

b) reldcia Ro S je Ciastoéné usporiadanie na A;

c) reldcia RN S je ¢iastofné usporiadanie na A.

Uloha 3.1.6. Ukazte, Ze skladanie relacii je asociativne, t.j. pre relacie R medzi A a B, S
medzi B a C,aT medzi C a Dplati To(SoR)=(ToS)oR.

Uloha 3.1.7. Graficky znédzornite dané relacie R, S na mnozine A; pokuste sa popisaf a
znazornit aj reldcie R~', S™!, So R, Ro S, Ro R, SoS. Ktoré z vlastnosti uvedenjch
v definicii 3.1.5| maju tieto relacie?

a) A=(-1,1), R={(z,y) € Ax A;2° +y* =1}, S = {(z,y) € Ax A;2% +y* <1};

b) A=R; R={(z,y) € Ax A;|z| > [y}, S = {(z,y) € Ax A;|y| > |z[};

c) A=R; R={(z,y) e Ax A;jz —y| <a}, S={(z,y) € A x A;|z —y| < b}, kde a, b st
nejaké (pevne zvolené) redlne ¢isla;

Uloha 3.1.8. Nech A je kone¢na mnozina, ktord méa n prvkov. Kolko relacii, reflexivnych
relacii, symetrickych relacii existuje na mnozine A7

Uloha 3.1.9. Dokézte, Ze ak R je relacia na mnozine A, ktora je reflexivna a tranzitivna,
tak R o R = R. Plati aj obratena implikacia?

Uloha 3.1.10. Nech R, S st relacie medzi mnozinami A, B. Dokézte, 7e (RN S)~! =
RI'nSta(RUS)t=R1tusSL

Uloha 3.1.11. Dokéazte nasledujtice tvrdenia. (V kazdom z nich implicitne predpokladéme,
Ze ide o reldcie medzi takymi mnozinami, aby ich bolo mozné skladat.)

a) Ak R, S12 su relacie a S; C Sq, tak S1 0 R C S; o R. Plati aj obratena implikacia?

b) Ak Ry 2, S st relacie Ry C Ry, tak S o Ry C S o Ry. Plati aj obratend implikacia?

c¢) Nech R; o st reldcie na mnozine A a Ry C Ry. Potom Rfl - R;l.

d) Nech R je relacia na mnozine A také, ze D(R) = A. Ak R C R™!, tak ida C Ro R. Plat{
aj obratena implikacia?

Uloha 3.1.12. Nech A # (). Je relacia () na mnozine A reflexivna, symetrické, tranzitivna?
Ktoré z tychto vlastnosti platia pre relaciu id4?

Uloha 3.1.13. Pre relaciu R medzi mnozinami {1,2,...,m} a {1,2,...,n} definujme maticu
reldcie (oznacme ju AR) tak, ze a;; = 1 ak iRj a v opa¢nom pripade a;; = 0. Nech R je relacia
medzi mnozinami {1,2,...,m} a {1,2,...,n} a S je reldcia medzi mnozinami {1,2,...,n} a
{1,2,...,k}. Viete najst nejaky vzfah medzi maticou Agor a stuc¢inom matic Ar.Ag? (Pozor
na vymenu poradial)
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Uloha 3.1.14. Jednotlivé podmienky z definicie prepiste pomocou kvantifikdtorov a
znegujte ich.

Uloha 3.1.15. Néjdite priklady &iasto¢nych usporiadani < na mnozine N takych, Ze:
a) Kazdy prvok N je minimalnym prvkom <.

b) (N, <) m4 najvicsi prvok a nemé najmensi prvok.

¢) (N, <) nem4 najmensi ani najvicsi prvok.

{relcvic:ULOTRANZUZ}
Uloha 3.1.16. Nech A je mnozina.

Ukazte, ze prienik lubovolného systému tranzitivnych relécii na mnozine A je opét tranzitivna relacia na
mnozine A.

Pomocou tohoto vysledku ukazte, Ze pre danu reladciu R na A je relacia T := (({S C Ax A;S D A, S
je tranzitivna} najmensou (vzhladom na inkliziu) relaciou, ktorad obsahuje A a je tranzitivna. (Cize T je
tranzitivny uzaver relacie R.)

Uloha 3.1.17. Nech R je relicia na mnozine A. Dokézte, Ze:

a) Najmensia (vzhladom na inklaziu) reflexivna relacia obsahujica R ako svoju podmnozinu je RUid 4. (Této
relacia sa zvykne nazyvat reflexivny uzdver relicie R.)

b) Najmensia (vzhladom na inkltziu) symetricka relacia obsahujtca R ako svoju podmnozinu je R U R™1.
(Téato relacia sa zvykne nazyvat symetricky uzdver relacie R.)

3.2 Funkcie

Velmi délezitti tlohu v niektorych tvahéch v dalsich ¢astiach tejto predndsky buda hraf
funkcie (alebo tiez zobrazenia, obidva nédzvy budeme pouzivat ako ekvivalentné).

Definicia 3.2.1. Zobrazenie (funkcia) z mnoziny A do B je reldcia medzi mnozinami A a B
takd, Ze pre kazdé a € A existuje préve jedno b € B s vlastnostou (a,b) € f.

(Va € A)(3b € B)(a,b) €

Zobrazenie f z A do B budeme oznacovat f: A — B. Mnozinu A nazjvame definicng obor
a B obor hodndt zobrazenia f.

Poznamka 3.2.2. Namiesto zapisu (a,b) € f budeme pouzivaf zapis f(a) = b, tak ako ste
boli zvyknuti aj doteraz. Definicia zobrazenia zarucuje, ze tento zapis je zmysluplny, Ze ide
o rovnost nejakych dvoch objektov, kedZe f(a) predstavuje prave jeden prvok z mnoziny B
(ten, ktory je v relacii s prvkom a).

Niekedy budeme pouzivat aj zapis f: a — b.

Priklad 3.2.3. Jednoduchym prikladom zobrazenia je zobrazenie ids: A — A (pozri defi-
niciu(3.1.10)). Pre kazdé a € A plati id4(a) = a. Toto zobrazenie zvykneme nazyvat identické
zobrazenie.

Definicia 3.2.4. Ak f: A — B je zobrazenie a C C A, tak zobrazenie f|c: C — B,
definované predpisom

fle(@) = f(z)

pre vsetky x € C, nazyvame zuzZenie zobrazenia f na mnozinu C.

Mnozinovo moézeme definiciu zZenia zobrazenia zapisat ako

fle = fn(C x B).
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Skladanie zobrazeni je vlastne Specidlnym pripadom skladania relécii. MéZeme si v§imnut,
Ze na zaklade definicie zobrazenia mdZeme vlastne zloZenie zobrazeni f: A— Bag: B — C
ekvivalentne definovat ako

go f(a) = g(f(a)) pre kazdé a € A.

Vyplyva to z toho, ze ku kazdému a existuje prave jeden prvok, s ktorym je a v relacii f a
je to prvok f(a), to isté plati aj pre f(a) a g(f(a)).

Kedze skladanie zobrazeni sme definovali ako Specidlny pripad skladania relacii, zatial
vieme, Ze pre zobrazenia f: A — B, g: B — C je g o f relacia. Overme, Ze tato relacia je
zobrazenim.

Tvrdenie 3.2.5. Nech f: A— B, g: B — C su zobrazenia. Potom aj g o f je zobrazenie

Dékaz. Nech a € A. Plati (a,c) € go f prave vtedy, ked existuje b € B také, Ze (a,b) € f a
(b,c) € g. Pretoze f je zobrazenie, ku kazdému a € A existuje prave jedno b € B s vlastnostou
(a,b) € f. Dalej, kedZe g je zobrazenie, k tomuto b existuje jediné ¢ € C také, ze (b,c) € g.
Z toho celkovo dostavame, ze (k danému a € A) existuje prave jedno ¢ € C také, ze (a,c) €
go f. Teda g o f je skutocne zobrazenie. O

Takisto inverzni relaciu k zobrazeniu f budeme nazyvat inverznym zobrazenim, ale len
v pripade, Ze f~! je tiez zobrazenie. Ak f~! je zobrazenie, hovorime tieZ, Ze k f existuje
inverzné zobrazenie.

Pripomenme si najprv potrebné pojmy, ktoré poznate uz z nizsich ro¢nikov:

Definicia 3.2.6. Nech f: X — Y je zobrazenie. Hovorime, Ze f je injektivne (prosté) zobra-
zenie (alebo tiez injekcia), ak pre vSetky =,y € X také, Ze x # y plati f(z) # f(y).
Hovorime, Ze f je surjekcia (surjektivne zobrazenie, zobrazenie na), ak pre kazdé y € Y
existuje také, x € X, ze f(x) =y.
Hovorime, Ze f je bijekcia (bijektivne zobrazenie), ak f je stiGasne injekcia aj surjekcia.

Definiciu injekcie mozeme ekvivalentne prepisat ako f(z) = f(y) = = = y. Teda zobraze-
nie je injektivne prave vtedy, ked sa na Zziadny prvok oboru hodnoét nezobrazi viac ako jeden
prvok definiéného oboru. Zobrazenie je surjektivne, ak kazdy prvok oboru hodnét ma nejaky
vzor — prvok, ktory sa nan zobrazi.

Niektoré zakladné vlastnosti injekcii, surjekcii a bijekcii st zhrnuté v cviceniach za touto
podkapitolou. (Mnohé z nich by ste mali ovlddat z prvého ro¢nika, prinajmensom celkom
urcite tie, ktoré s uvedené v tlohe [3.2.1])

Ukazeme si, Ze inverzné zobrazenie k f existuje prave vtedy, ked f je bijekcia.

Tvrdenie 3.2.7. Nech f: A — B je zobrazenie. Potom f~! je zobrazenie z B do A prdve
vtedy, ked [ je bijekcia.

Dokaz. Predpokladajme, Ze inverznd reldcia k f je zobrazenie, t.j. f=1 = {(b,a) €
B x A;b = f(a)} spliia vlastnost z definicie zobrazenia. To znamena, Ze ku kazdému b € B
existuje prave jedno a € A také, ze f(a) =b.

Fakt, ze ku kazdému b € B existuje a € A s vlastnostou f(a) = b je presne surjektivnost
zobrazenia f. Z toho, Ze také a existuje jediné dostavame injektivnost. (Ak f(a1) = f(az2) =:
b, tak a1 = as na zdklade jednoznacnosti.)

V podstate mozeme zopakovat ivahu z prvej Casti dokazu len v obratenom poradi.
Nech f je bijekcia. Zo surjektivnosti f méame, Ze ku kazdému b € B existuje a € A také,
ze (b,a) € f~'. Z injektivnosti f mame jednoznacénost takéhoto a. Cize obe podmienky
z definicie zobrazenia st pre f~! splnené. O
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7 predchadzajiuceho dokazu vidime, Ze definiciu inverzného zobrazenie mdZeme ekviva-
lentne preformulovat tak, Ze je to zobrazenie, pre ktoré plati

f7Hb) =a & f(a) =0.

Teraz sa presvedéime, Ze definicia inverzného zobrazenia, ktord sme tu uviedli, je ekviva-
lentna s definiciou, ktord poznate z prvého rocnika.

Tvrdenie 3.2.8. Nech f: A — B, g: B — A su zobrazenia. Nasledujice podmienky su
ekvivalentne:

(i) g= f1 (t.j. g je inverzné zobrazenie k f);

(ii) platigo f=1ida a fog=1idp.

Dokaz. (i)= (ii): Ak g = f~! je zobrazenie, tak podla tvrdeniaje f Dbijekciou. Chceme
ukézat dve rovnosti mnozin, ukdzeme ich postupne ako jednotlivé inkluzie.

Ak (a,z) € go f, tak existuje b € B tak, 7e f(a) =b a g(b) = z. Predpoklad, ze ¢g(b) =z
znamend, ze f(x) = b. Z injektivnosti f potom dostdvame, Zze x = a. Ukdzali sme teda
go f Cida.

Stucasne pre kazdé a € A plati (a, f(a)) € fa(f(a),a) € g, teda (a,a) € go f a dostavame,
ze idy C go f. Zo stcasnej platnosti tychto dvoch inklazii dostavame prvi rovnost gof = id 4.

Ak (b,z) € f o g, tak existuje a € A také, ze a = g(b) a x = f(a). Rovnost a = ¢(b)
znamend (na zaklade definicie inverzného zobrazenie), ze b = f(a), z ¢oho mdme = = b.
Dokazali sme fog Cidp.

Nech teraz b € B. Potom plati (g(b),b) € f (podla definicie inverznej reldcie), a teda
(b,b) € fog. Teda mame aj platnost inklizie idg C f o g a celkovo dostdvame rovnost
idgp = fog.

(ii)= (i): Predpokladajme, Ze g je zobrazenie spliiajiice rovnosti go f = ida a fog = idp.

Nech (a,b) € f, t.j. b= f(a). Potom g(b) = g(f(a)) = a, teda (b,a) € g. Ukézali sme, zZe
f1cy.

Podobne ak (b, a) € g, t.j. a = g(b), tak f(a) = f(g(b)) = b, teda (a,b) € f a (b,a) € f~1.
Tym je dokédzané g C f~1. O

Poznamka 3.2.9. V predchéadzajtcich dékazoch sme so zobrazeniami pracovali ako s relé-
ciami, preto sme eSte pomerne Casto pouzivali zapis (z,y) € f.

pouzivat zapis f(z) = y alebo tiez rovnost zobrazeni f = g budeme dokazovaf tak, ze pre
kazdé z z definiéného oboru ukdzeme platnost rovnosti f(z) = g(x).

Poznamka 3.2.10. Po zavedeni pojmu funkcie vidno, Ze schéma axiém substiticie vlastne
hovori to, Ze pre kazda funkciu f definovani na mnozine A existuje mnozina f[A] = {f(x);x €

ALB

Poznamka 3.2.11. Axiému vyberu mozeme preformulovat tak, ze pre kazdy systém S
disjunktnych neprazdnych mnozin existuje funkcia f: S — |J S, ktora kazdej mnozine A € S
priradi nejaky prvok tejto mnoziny.

Detailnejsie zdovodnenie, Ze ide skuto¢ne o ekvivalentnt formuldciu je v tvrdeni[5.1.2]

Definicia 3.2.12. Nech f: X — Y je zobrazenie, AC X, BCY.
Potom mnozinu

flA]:={f(a);a € A}

2Toto preformulovanie nie je uplne presné — pri definicii zobrazenia sme pozadovali, aby bol uréeny obor
hodnot, ni¢ také v schéme axiém substittcie nie je. Keby sme vsak hovorili o triedovych funkciach, uz by sme
takto dostali presne schému axiém substitucie.
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nazyvame obraz mnoZiny A v zobrazeni f a mnoZinu
FHB) = {a; f(a) € B}

nazyvame vzor mnoziny B v zobrazeni f.

V pripade, ze B = {b} je jednoprvkova mnozina, niekedy namiesto zapisu f~*[{b}] po-
uzijeme zapis f~1(b). (Z kontextu by malo byt zrejmé, ¢i hovorime o inverznej funkcii k f,
alebo zapis f~!(b) znamen4 vzor jednoprvkovej mnoziny.)

To znamena, Ze vzor a obraz mnoziny s charakterizované tymito podmienkami:

x € f[A] & (Fa € A)x = f(a)
r€ f'Ble f(zx)eB

.....

ale ponechame ako cvicenie.

Tvrdenie 3.2.13. Nech f: X —» Y, g: Y — Z si zobrazenia, A, BC X,C,DCY, ECZ,
A; CX aB; CY pre kazdé i € I. Potom plati
i) go flA] = g[f[Al];
(go f) A =g [ Al
A C f7YSfIA] a ak f je injektivne, tak A = f=1[f[A]];
1

=~

)
)

iv) flfYC]] € C a ak f je surjektivne, tak f[f~1[C]] = C;

(v) fIANB] C f[A]N f[B] a ak f je injektivne, tak f[AN B] = f[A] N f|B];
(vi) flNier Ail € Nyer fAi] a ak | je injektivne, tak f[(,c; Ail = Nier fIA;
(vii) fl[AUB] = flA]U f[B];

(viii) f[UieI Ai]l = Ul I flAil;

(ix) f7HCNnD]= fHCIn f1[D];

(%) fﬁl[mzel Ail = Nier A

xi) f7HCuD]=fYClu fD];

(xii) f_l[UzEI Bi] =Uier B
(xiii) A = f[A] C f[B] a ak f je injekcia, tak plati aj opacnd implikdcia;
) C !

Dokaz. Ak z € f[AN B], znamena to, ze x = f(c) pre nejaké c € AN B. Potom ale c € A
a stcasne aj ¢ € B. Z toho vyplyva, ze = f(c) sucasne patri do f[A] aj f[B], ¢ize patri aj
do prieniku f[A] N f[B], ¢im je dokdzan4 inkluzia f[AN B] C f[A] N f[B].

Predpokladajme navySe, Ze f je injekcia a pokiisme sa za tohoto predpokladu dokazaf aj
opacnu inklaziu. Ak x € f[A] N f[B], tak = f(a) pre nejaké a € A a sucasne x = f(b) pre
nejaké b € B. Z rovnosti x = f(a) = f(b) dostaneme, na zaklade injektivnosti f, Ze plati
a = b. Teda prvok a patri do AN B a x = f(a) je prvkom mnoziny f[A N B]. Tym sme
dokézali inklaziu f[A] N f[B] C f[A N B]. Spolu s prvou ¢astou dokazu mame uz dokdzané
obe inkltzie medzi tymito mnozinami, a teda plati rovnost.

() Nech z € f=[N,c; Ail, ¢ize f(z) € MN;e; Ai- To je ekvivalentné s podmienkou, Ze
(Vi € I)f(x) € A;. Tato podmienku moZzeme dalej ekvivalentne prepisat ako (Vi € I)x €
f7HA] atiez © € ,o; f1[Ai]. Teda podmienky x € f~[(,c; A a @ € ;e fHA] sa
skutocne ekvivalentné.

flA]CC & (Vae A)f(a) eC & (Vae A)ae f7HC] & AC fC). O

Nasledujtce tvrdenie uz mozno poznate z nizsich roénikov, pozri napriklad [S12] cvicenia
v Casti 2.2] alebo [KGGS, Vety 1.3.3,1.3.4]. (Je treba dat pozor na to, Ze skladanie zobrazeni
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je v [KGGS] definované opacne ako v tejto prednaske, a preto je aj toto tvrdenie sformulované
inak.)

Tu ho uvadzame preto, aby sme zdoéraznili pouzitie axiémy vyberu v jednej casti do-
kazu tohoto tvrdenia. (V Casti ukézeme, ze tato Cast tvrdenia je dokonca ekvivalentné
s axiémou vyberu v systéme ZF.)

Tvrdenie 3.2.14. Nech f: A — B je zobrazenie. Potom plati:
(i) f je surjekcia prdve vtedy, ked existuje zobrazenie g: B — A také, Ze fog=idp.
(ii) Nech navyse A # (0. Potom f je injekcia prdve vtedy, ked existuje zobrazenie g: B — A
také, Ze go f = id4.

Dokaz. (i) (Toto je vlastne jedind narocnejsia ¢ast dokazu celého tvrdenia, je to prave
t& dast, ktord vyuziva axiému vyberu. Ostatné ¢asti by ste mali byt schopni zvladnuf samos-
tatne.)

Ak f je surjekcia, tak {f~1(z);x € B} je systém neprazdnych disjunktnych podmnozin
A. Neprazdnost kazdej mnoziny f~!(x) vyplyva zo surjektivnosti (kazdé * € B m4 aspon
jeden vzor). Disjunktnost vyplyva z toho, Ze f je zobrazenie, ¢iZe ziadne a € A nemdZe patrit
do f~1(x) aj do f~Y(y), ak @ # y. (Ziadne a € A sa nemdze zobrazit na dva rdzne prvky
mnoziny B.)

Potom podla axiémy vyberu (tak ako sme ju preformulovali v poznadmke existuje
funkcia g: B — A tak4, ze g(b) € f~1(b) pre kazdé b € B. (Ak chceme byt tiplne presni, tak
axiéma vyberu hovori o zobrazeni z mnoziny { f~*(z); x € B}, s pouzitim bijekcie x — f~1(z)
medzi B a touto mnozinou uz vieme dostat skuto¢ne zobrazenie z B do A.)

Podmienka g(b) € f~1(b) vlastne znamena, ze f(g(b)) = b. Platnost tejto podmienky pre
kazdé b € B znamend, ze f o g =1idg.

(1) Chceme ukézat, ze pre kazdé b € B existuje v zobrazeni f vzor. Rovnost f(g(b)) =
b implikuje, ze g(b) je vzorom pre b.

(ii) Kedze A # (), existuje nejaky prvok a € A; zvolme si jeden taky prvok a ozna¢me
ho ag. Zobrazenie g definujeme nasledovne:

b =
9() ag, inak.
7 injektivnosti f vyplyva, ze takymto sposobom skutoéne dostaneme zobrazenie. Rovnost
g9(f(a)) = a (pre kazdé a € A) je zrejma z definicie zobrazenia g.

(ii) Ak f(z) = f(y), tak plati aj g(f(z)) = g(f(y)), ¢ize z = y. O

Désledok 3.2.15. Ak A # () a existuje injekcia f: A — B, tak existuje surjekcia f: B — A.

a, ak existuje a také, ze f(a) = b,

Dokaz. Ak f je injekcia, tak podla druhej casti tvrdenia [3.2.14] existuje g: B — A také, Ze
go f =1ids. Potom ale z prvej Casti toho istého tvrdenia dostavame, Ze g je surjekcia. O

3.2.1 Karteziansky stcin systému mnozin

V casti [2.5] sme definovali kartezidansky stcin dvojice mnozin. V tejto casti by sme chceli
zaviest do istej miery analogicky pojem pre lubovolny (nielen koneény) systém mnozin. Este
predtym vsak zadefinujeme projekciu, ¢o je zobrazenie izko suvisiace s kartezianskym saci-
nom mnozin.

Projekcie, ktoré budeme definovaf, st zobrazenia definované na kartezidnskom stéine
dvoch mnozin. Ak zobrazujeme usporiadané dvojice, ¢asto budeme namiesto f((a,b)) pouzi-
vat strucénejsi zapis f(a,b). (Z kontextu by malo byt vzdy jasné, Ze mame na mysli usporiadané
dvojice.)
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Definicia 3.2.16. Ak A, B st lubovolné mnoziny, tak zobrazenia p;: AX B — A aps: Ax
B — B, dané predpismi

p1(a,b) =
pa(a,b) =b

pre (a,b) € A x B, budeme nazyvat projekcie z kartezidnskeho st¢inu A x B na mnoziny A
a B.

Niekedy budeme pouzivat aj oznacenie p4, pg, t.j. vlastne nie je vyznacené, & ide o pro-
jekciu na prvia a druhtt mnozinu, ale ¢i ide o projekciu na mnozinu A alebo mnozinu B.

Mozeme si v8imnut, Ze usporiadané dvojica je jednoznacne uréend hodnotami zobrazeni
p1,2- (To je vlastne len inak preformulované tvrdenie [2.5.2)).

Teraz by sme chceli zadefinovat kartezidnsky sucin systému mnozin {A;,: € I}, ktory by
mal podobné vlastnosti, t.j. ak pre kazdé i € I zvolime nejaky prvok z A;, mal by tym byt
jednoznaéne uréeny prvok suéin. Tato poziadavku splia nasledujica definicia.

Definicia 3.2.17. Nech [ je mnozina a pre kazdé i € I je A; mnozina. Potom kartezidnsky
stiéin systému mnozin A;, i € I definujeme ako mnozinu vSetkych zobrazeni z I do |J A;

il
takych, ze obraz prvku ¢ patri do A4;. Oznacujeme ho [] A;.
iel
HAi ={f:1— UAi;f(i) € A}

i€l i€l

Pre kazdé ¢ € I definujeme zobrazenie p;: [ A; — A;
i€l

ktoré nazyvame i-ta projekcia.

Vidime, ze ide skuto¢ne o pojem analogicky ku kartezianskemu sucinu dvoch mnozin.
Zatial¢o pri kartezidnskom stéine dvoch mnozin bol kazdy jeho prvok jednoznaéne urdeny
dvomi stiradnicami, tu mame stradnice indexované prvkami z 1.

3.2.2 Karteziansky sucin funkcii

Dalsi pojem, ktory bude pre nas neskér uzitoény, je karteziansky sacin funkcii. Podobne ako
pri kartezianskom st¢ine mnozin, budeme ho definovat zvlast pre stc¢in dvoch mnozin a zvI4st
pre sucin systému mnozin.

Definicia 3.2.18. Nech f: A — C, g: B — D st zobrazenia. Potom ich kartezidnsky siucin
je zobrazenie f X g: A x B — C x D uréené predpisom

fxg(a,b) = (f(a),g(b)).
Ak pre kazdé i € I je f;: A; — B, zobrazenie, tak kartezidnsky sucin tychto zobrazeni je
g=11fi: 11 4i = 11 Bi, kde g(f) pre f € [ A; je ur€end ako
iel i€l il iel

9()@) = fi(f(@)-
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Ked nad tymito definiciami trochu porozmyslame, opét by malo byt vidno, Ze ide o ana-
logické pojmy. Zobrazenie f X g je vlastne zobrazenie, ktoré sa na prvej stradnici sprava

rovnako ako f a na druhej stradnici ako g. Zobrazenie [] f; je skonstruované pomocou sys-
il

tému zobrazeni indexovaného mnozinou I a je to zobrazenie, ktoré sa na i-tej stiradnici sprava

rovnako ako f;.

Tvrdenie 3.2.19. Nech f: A — C, g: B — D su zobrazenia.
(i) Ak f aj g su injekcie, tak f X g je injekcia.
(ii) Ak f aj g su surjekcie, tak f X g je surjekcia.

(iii) Ak f aj g su bijekcie, tak f x g je bijekcia.

Doékaz. (i) Nech f a g st injekcie. Ak plati f x g(a,b) = f x g(a’,b’), znamena to, Ze
(f(a),g(d)) = (f(a'),g(")), ¢ize f(a) = f(a'), g(b) = g(b'). Z injektivnosti zobrazeni f,
g potom mame a =d’, b=V a (a,b) = (a’, V).

(ii) Nech f, g st surjekcie a (¢,d) € C x D. Potom existuji a € A ab € B tak, ze f(a) = ¢,
g(b) = d. Z toho mame, Ze f X g(a,b) = (¢, d). Ukézali sme, Ze pre lubovolné (c,d) existuje
vzor, a teda zobrazenie f X g je surjektivne.

(iii) Vyplyva z Casti (i) a (ii). O

V dokaze analogického tvrdenia pre stéin systému mnozin budeme potrebovat na jednom
mieste vyuzit axidmu vyberu; odvolame sa na jej ekvivalentni formuldciu, ktort dokazeme
neskor v kapitole [5]

Tvrdenie 3.2.20. Nech f;: A; — B; je zobrazenie pre kaZdé i € I.
(1) Ak f; je injekcia pre kazdé i € 1, tak ] f; je injekcia.

icl
(il) Ak f; je surjekcia pre kaZdé i € I, tak ] fi je surjekcia.
iel
(iii) Ak f; je bijekcia pre kazdé i € I, tak [] fi je bijekcia.
iel
Dékaz. Oznacme g := [] f;.
il
(i) Predpokladajme, ze vSetky f; sa injekcie. Nech f, f" € [] A; a nech g(f) = g(f’).

iel

To znamend, Ze pre kazdé ¢ € I plati g(f)(i) = g(f')(#). Podla definicie zobrazenia g potom
dostaneme pre kazdé i € I rovnost f;(f (7)) = fi(f'(?)) a z injektivnosti zobrazenia f; vyplyva
f(@) = f'(i). Teda zobrazenia f a f’ sa rovnaju a g je skutoéne injektivne.

(ii) Nech kazdé f; je surjektivne a nech f € [] B;. Potom pre kazdé i € I existuje a; € A;

iel

také, ze fi(a;) = f(i). Inak povedané, {a € A;; fi(a) = f(i)} je systém neprazdnych mnozin.
Z ekvivalentnej formuldcie axiémy vyberu (tvrdenie ) vyplyva existencia zobrazenia
h definovaného na I takého, ze h(i) € {a € A;; fi(a) = f(i)}, ¢ize h(i) € 4; a fi(h(i)) = f(7)
pre kazdé i € I. Poslednd rovnost hovori presne to, ze g(h) = f. Ukdzali sme, Ze pre kazdé
f € [] Bi existuje vzor, ¢ize g je surjektivne zobrazenie.

iel

(iii) Dahko vyplyva z predchadzajtcich dvoch ¢asti. O

Cvicenia

Uloha 3.2.1. Dokézte, Ze:

a) Zlozenie dvoch injekcii je injekcia.
b) Zlozenie dvoch surjekcii je surjekcia.
¢) Zlozenie dvoch bijekcii je bijekcia.
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Uloha 3.2.2. Nech f: X =Y, g,h: Y = Z st zobrazenia. Dokézte, Ze:

a) Ak f je surjekcia, tak plati go f =ho f = g =h.

b) Ak Z # () a plati (pre Iubovolné g,h: Y — Z) implikdcia go f = ho f = g = h, tak [ je
surjekcia.

Uloha 3.2.3. Nech g,h: X =Y, f: Y — Z st zobrazenia. Dokézte, Ze:

a) Ak f je injekcia a plati fog= foh, tak g = h.

b) Ak X # () a pre Iubovolné g,h: X — Y plati implikicia fog = foh = g = h, tak f je
injekcia.

Uloha 3.2.4. Ak f: X - Y ag: Y — X st zobrazenia také, Ze go f = idx, tak ¢ je surjekcia
a f je injekcia. Uké&zte na priklade, Ze g nemusi byt injekcia a f nemusi byt surjekcia.

Zdovodnite pomocou tohoto vysledku a tvrdenia[3.2.14] Ze ak pre mnoziny X, Y existuje
injekcia f: X — Y prave vtedy, ked existuje surjekcia g: ¥ — X.

Uloha 3.2.5. Dokéazte tvrdenie [3.2.13] Pre casti tvrdenia, ktoré obsahuji inkliziu a nie
rovnost, najdite priklady ukazujtce, Ze nerovnost moze byt ostra (rovnost nemusi vzdy platit).

Uloha 3.2.6. Predpokladajme, 7e f: X — Y je zobrazenie. Zapiste pomocou kvantifikdtorov
vyroky ,.f je injekcia“ a ,,f je surjekcia® a znegujte tieto vyroky.
3.3 Ciasto¢ne usporiadané mnoziny

Pripomefime najprv definiciu ¢iastoéného usporiadania. Ciastoéné usporiadanie mnoziny A
je taka relacia < na mnozine A, ktord je reflexivna, antisymetricka a tranzitivna, t.j.:

(Va e A)a<a (R)
(Va,be A)a<bAb<a=a=b (A)
(Va,b,c € A)a<bAb<c=a<c (T)

KedZe definicia ¢iasto¢ného usporiadania je do istej miery motivované obvyklym usporiada-
nim redlnych a prirodzenych ¢&isel, budeme dost ¢asto pre iastoéné usporiadanie pouZivat
symbol <. Niekedy budeme pouzivat aj symbol <, ktorym budeme oznacovat to, ze a < b a
prvky a a b sa nerovnaja.

a<b & (a<b)ANa#b

O linedrnom usporiadani hovorime, ak st lubovolné 2 prvky mnoziny A porovnatelné,
teda ak

(Ma,be A)a#£b=a<bVb<a.

V pripade, Ze budete Studovat aj int literataru, je treba dat pozor na to, Ze niektori autori
definuja ¢iasto¢né usporiadanie inak. Savis tychto dvoch definicii je podrobne vysvetleny na
konci tejto podkapitoly.

Zacnime tym, ze uvedieme niekolko prikladov ¢iastoénych usporiadani.

Priklad 3.3.1. Jednoduchymi prikladmi ¢iastoéne usporiadanych mnozin st (R, <), (Q, <),

(Z,<), (N, <) s obvyklym usporiadanim. Vo vSetkych spomenutych pripadoch ide o linedrne
usporiadanie.
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Priklad 3.3.2. Mozeme si v8imnut, ze ak (4, <) je éiastoéne usporiadand mnozina a B C A,
tak (B, <N (B x B)) je tiez ¢iastoéne usporiadand mnozina. Inak povedané, podmnozina
¢lastofne usporiadanej mnoziny s tym istym usporiadanim (ziZenym na tito podmnozinu)
tvori opét ¢lastocne usporiadani mnozinu.

Tlustraciou st napriklad podmnoziny R uvedené v predchadzajucom priklade.

Vyplyva to z toho, ze vSetky poziadavky v definicii ¢iastocne usporiadanej mnoziny si
tvaru (Va,b,c € A)P(a,b,c), kde P(a,b, c) predstavuje nejakt vlastnost reldcie. Je zrejmé, ze
ak nejaké vlastnost plati pre Tubovolné prvky danej mnoziny, tak plati aj pre prvky kazdej
jej podmnoziny.

Priklad 3.3.3. Ak A je lubovolnd mnozina, tak (P(A), C) je ¢iasto¢ne usporiadand mnozina.
Vsetky vlastnosti z definicie ¢iastocne usporiadanej mnoziny sme overili v tvrdeni

Podla prikladu dostaneme ¢iasto¢ne usporiadanit mnozinu aj pre lubovolnii pod-
mnozinu mnoziny P(A).

Priklad 3.3.4. Dalsim prikladom je relacia ,,deli“ na mnoZine prirodzenych éisel definovana
tak, ze
alb & (3c e N)b = a.c.

Tato relaciu doverne poznate z predmetu Elementarna tedria ¢isel |[C1] a nemalo by vam
robit problém, Ze ide skuto¢ne o éiastocne usporiadanti mnozZinu.

Mbzeme si tiez viimnut, Ze (Z, |) nie je ¢iasto¢ne usporiadanou mnozinou, kedze nespliia
poziadavku antisymetrie. Plati napriklad 1 | —1 aj —1 | 1.

Hasseho diagram. V pripade ¢iasto¢ného usporiadania na koneénych mnozindch moézeme
znazornit reldciu usporiadania pomocou Hasseho diagramu.

Definicia 3.3.5. Nech (A, <) je ¢iasto¢ne usporiadand mnozina. Prvok a nazyvame pred-
chodcom prvku b, ak a < b a sticasne plati

a<c<b = c=aVec=b.
Prvok b sa nazyva nasledovnik prvku a.

Predchadzajtca definicia vlastne hovori, Ze a je predchodcom b, ak a < b a medzi nimi
uz nie je ziadny iny prvok.

Relaciu ¢iasto¢ného usporiadania mozeme znézornit, ak znazornime dvojice prvok a jeho
predchodca. Takymto sposobom sice nedostaneme vSetky dvojice, ktoré st v relécii, no ked
doplnime dalsie dvojice, ktoré do nej musia patrit na zdklade tranzitivnosti a reflexivnosti,
dostaneme uz celt reldciu. (Inak povedané, priddme vSetky dvojice tvaru (a,a) a urobime
tranzitivny uzaver.)

Casto sa zvykne kreslif Hasseho diagram tak, Ze vzdy nakreslime sipku z prvku do jeho
nasledovnika. My budeme kreslit Hasseho diagramy bez $ipok, ak budu dva prvky spojené
hranou, tak nasledovnik je ten z nich, ktory je na obrazku nakresleny vyssie.

Na obrazku st nakreslené Hasseho diagramy pre ¢iastoéne usporiadanti mnozinu
(P(X), Q) v pripade, 7Ze mnozina X je 2-,3- alebo 4-prvkova. MoZeme si v8imnut, Ze tento
diagram pre 2-prvkovi mnozinu ma tvar Stvorca a pre 3-prvkovi mnozinu tvar kocky. Je
preto prirodzené povazovat diagram pre n-prvkovi mnozinu za znézornenie vrcholov a hrén
n-rozmernej (hyper)kocky. Napriklad na obrazku je b-rozmernd hyperkocka.

Mozeme si tiez vSimnut, ze ak nakreslime Hasseho diagram pre ¢iasto¢ne usporiadant
mnozinu ({0,1,2,3,5,6,10,15},]), tak dostaneme (pri vhodnom umiestneni vrcholov), presne
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{0,1,2}

{0,1}

{0}

Obr. 3.1: Hasseho diagram (P(X), C) pre 2-,3- a 4-prvkovi mnozinu

ten isty obréazok ako pre (P({0,1,2}),C). Vidime, Ze tieto dve ¢iastoéne usporiadané mno-
Ziny sa v istom zmysle rovnaké. Toto pozorovanie nés vedie k definicii izomorfizmu ¢iastoc¢ne
usporiadanych mnozin. Tato definicia je podobné s definiciou izomorfizmu pre iné typy struk-
tar.

Definicia 3.3.6. Nech (X, <) a (Y, =) st ¢lastocne usporiadané mnoZiny a f: X — Y je
zobrazenie. Hovorime, Ze zobrazenie f je monotonne, ak plati

(V:rl,xg S X)IEl < x9 = f(l’l) = f(IL'Q)

Niekedy pouzivame aj zapis f: (X, <) — (Y, =).

Ak je zobrazenie f navyse bijektivne a f~! je tieZz monoténne, tak f nazyvame izomorfiz-
mus. Ak existuje izomorfizmus medzi ¢iastoéne usporiadanymi mnozinami (X, <) a (Y, <),
tak hovorime, 7Ze (X, <) a (Y, <) s izomorfné, oznacujeme (X, <) = (Y, <).

Vidime, Ze f je izomorfizmus, prave vtedy, ked je to bijekcia a plati
(le,l‘g S X)xl <z & f(l‘l) = f($2)

Podobne, ako to bolo v pripade grap ¢i vektorovych priestorov, existencia izomorfizmu vlastne
znamena, ze ide o rovnaké Ciastoc¢ne usporiadané mnoziny, ktoré sa lisia len pomenovanim
prvkov.
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Obr. 3.2: 5-rozmernd hyperkocka — Hasseho diagram pre P(X), kde X je 5-prvkovd mnozina

Definicia 3.3.7. Nech (A, <) je ¢iasto¢ne usporiadand mnozina a a € A. Hovorime, Ze a je
(i) nagmensi prvok mnoziny A, ak pre kazdy prvok b € A plati a < b;
(ii) najvicsi prvok mnoziny A, ak pre kazdy prvok b € A plati b < a;

iii) minimdlny prvok mnoziny A, ak pre kazdé b € A plati b < a = b = q;
)

(
(iv) mazimdlny prvok mnoziny A, ak pre kazdé b € A plati a < b = a =b.

Definiciu miniméalneho prvku moézeme volne preformulovat tak, Ze neexistuje prvok, ktory
by bol od neho mensi. Podobne, prvok a je maximalny, ak neexistuje prvok, ktory je od neho

Lahko sa d4 vidiet, Ze najmensi prvok je stéasne aj minimélnym prvkom; najvicsi prvok
je stcasne aj maximalnym prvkom.

V pripade, zZe ide linedrne usporiadanie, tak miniméalny prvok je najmensi prvok, maxi-
malny prvok je najvicsi prvok. Vo vSeobecnosti to v8ak neplati. D4 sa najst vela jednoduchych
prikladov (mozete si rozmysliet, ako je to s ¢iastofne usporiadanymi mnozinami znazorne-
nymi na obrézku; my si ukdZeme jeden z nich. Ak uvazujeme Tubovolndi mnozinu A, ktora
maé aspon dva prvky, tak relacia id 4 je Ciasto¢né usporiadanie na mnozine A. Pri tomto uspo-
riadani je kazdy prvok mnoZiny A minimdlny (a stic¢asne aj maximéalny), ale mnoZina A nem4
najmensi ani najvacsi prvok.

Predchadzajuci priklad sucasne ukazuje, ze maximélnych (minimélnych) prvkov moéze mat
Ciastocne usporiadand mnozina viacero. Ak vsak Ciasto¢ne usporiadanad mnozina ma najviacsi
(najmensi) prvok, tak tento prvok je jednoznacne urceny.

Ostré cCiastoéné usporiadanie V definicii ¢iastocného usporiadania sme sa vlastne snazili najst
spolo¢né vlastnosti reldcii ako st <, C. V niektorych textoch najdete int definiciu éiastoéného usporiadania,
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{cum:FIGMID} Obr. 3.3: Hasseho diagram pre ¢iasto¢né usporiadanie | na mnozine {0,1,2,3,5,6,10,15}

Odrad>

Obr. 3.4: Dalsie priklady Hasseho diagramov { cum: FIGMOREH,

ktora spliiaju napriklad relacie <, S. (Napriklad v ISS], pozri |SS} s.52,Pozndmka 4.4.1].) My takuto relaciu
budeme nazyvat ostré ¢iastoéné usporiadanie.

V nasledujicom tvrdeni ukdzeme, aky je vzfah medzi tymito dvoma definiciami. V podstate zistime to,
ze ku kazdému ciasto¢nému usporiadaniu existuje zodpovedajice ostré ciastoné usporiadanie a obratene.

Definicia 3.3.8. Reldciu < na mnozine A nazyvame ostré ciastoéné usporiadanie, ak je antireflexivna,
asymetricka a tranzitivna; t.j. pre lubovolné a, b, c € A plati
a £ a;
a<b=b«a;
a<bAb<c=a<ec
Ak st navySe lubovolné dva rézne prvky porovnatelné, tak hovorime o ostrom linedrnom usporiadant.

aFtFb=>a<bVb<a
Najprv dokdzeme dve pomerne jednoduché lemy.

Lema 3.3.9. Nech R je reldacia na mnozine A a S = RUidy. Potom:
(i) reldcia S je reflexivna;
(ii) ak R je asymetrickd, tak S je antisymetrickd;
(iii) ak R je tranzitivna, tak aj S je tranzitivna.

Doékaz. (i) Priamo z definicie reldcie S vidime, Zze id4 C S, ¢o je podla tvrdenia ekvivalentné s pod-
mienkou, ze S je reflexivna.

(ii) Nech aSb a bSa. Z definicie S vidime, Ze to moze nastat jedine v pripade, Ze a = b alebo stcasne plati
aRb aj bRa. Druhd moznost vSak nenastane nikdy, lebo R je asymetrickd. Tym sme dokézali, Ze aSbAbSa =
a = b, ¢o znamena, ze S je antisymetricka.
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(iii) Nech aSb a bSc. Rozoberme jednotlivé moznosti:
a) a=bab=c Potom a=c, ateda aSc.
b) a = b a bRc. Potom aRc, a teda aSc.
¢) aRb a b = c. Potom aRe, a teda aSc.
d) aRb a bRc. Potom aRce, a teda aSc.
Ukézali sme, %e v kazdom pripade, ktory moze nastat, plati aSc, ¢ize relacia S je tranzitivna. O

Lema 3.3.10. Nech R je relacia na mnozine A a S = R\ id4. Potom:
(i) reldcia S je antireflezivna;
(ii) ak R je antisymetrickd, tak S je asymetrickd;
(ili) ak R je tranzitivna a antireflexivna, tak aj S je tranzitivna.

Dokaz. (i) Zrejmé.

(ii) Sporom. Nech by platilo aSb aj bSa. To by znamenalo, ze a # b a sucasne plati aRb i bRa. Dostali
sme spor s predpokladom, ze R je antisymetricka.

(iii) Nech aSb, bSc. To znamend, ze a # b, b # ¢, aRb a bRc. Z tranzitivnosti reldcie R dostavame, ze
aRc. Pretoze R je antireflexivna, a # c a aSec. O

Na zaklade predchadzajicich liem uz dostdvame platnost korespondencie medzi ¢iastoénymi usporiada-
niami a ostrymi ¢iastoénymi usporiadaniami, ktort sme chceli dokazat.:

Désledok 3.3.11. Nech R je reldcia na mnozine A.

Ak R je ciastocné usporiadanie, tak R \ id je ostré ¢iastocné usporiadanie, pricom ak R je linedrne,
tak aj R\ id je linedrne.

Ak S je ostré ciastoéné usporiadanie, tak SUid s je ¢iastocné usporiadanie, pricom ak S je linedrne tak
aj SUidy je linedrne.

Navyse, priradenia R — R~ idag a S — S Uids si navzdjom inverzné priradenia medzi mnozinou
véetkych ¢iastoénych usporiadant mnoziny A a mnozinou véetkych ostrych ¢iastoénych usporiadani mnoziny
A (a teda tieto priradenia su bijektivne).

Poznamka 3.3.12. Z antireflexivnosti a asymetrie ostrého ¢iastoéného usporiadania vidime, ze ak < je ostré
¢iastoéné usporiadanie na mnozine A, tak pre kazdé a,b € A plati prave jedna z moznosti

a=15b a<b b < a.

Cize ostré ¢iastoéné usporiadanie je trichotomicka relécia.
Cvicenia

Uloha 3.3.1. Ukaite, 7ze ak (A, <) je ¢iastoéne usporiadanad mnozina, tak A ma nanajvys
jeden najvicsi prvok a nanajvys jeden najmensi prvok.

Uloha 3.3.2. Ukéite, Ze pre zobrazenia medzi ¢iastoéne usporiadanymi mnozinami plati:
a) zlozenie dvoch monoténnych zobrazeni je monoténne zobrazenie;
b) zloZenie dvoch izomorfizmov je izomorfizmus.

Uloha 3.3.3. Ukazte, ze ak A, B st lineane usporiadané mnoziny, tak bijektivne monoténne
zobrazenie f: A — B je izomorfizmus.

Uloha 3.3.4. Nech A je mnozina a R 2 su ciastoéné usporiadania na A. Dokazte, alebo
vyvratte:

a) Relacia Ry N Rs je ¢lastocné usporiadanie na A.

b) Relacia Ry U Ry je Clastoéné usporiadanie na A.

¢) Ak Ry U R; je ¢iastocné usporiadanie na A, tak R; C Ry alebo Ry C R;.

Uloha 3.3.5. Néjdite pre kazdy z Hasseho diagramov na obrazku podmnozinu A C N
takd, ze Ciasto¢ne usporiadand mnozina (A, |) ma dany Hasseho diagram.

Uloha 3.3.6. Néjdite pre kazdy z Hasseho diagramov na obrazku mnozinu A C P(N)
taku, Ze ¢iastofne usporiadand mnozZina (A, C) mé dany Hasseho diagram.
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Uloha 3.3.7. Nech A je Iubovolnad mnozina. St relacie A x A, id4 a () ¢iastoénymi usporia-
daniami na mnozine A7

Uloha 3.3.8. Mbze byt ¢iastoéné usporiadanie na mnozine A zobrazenim z A do A?
Uloha 3.3.9. Pre aké mnoziny A je (P(A), C) linedrne usporiadand mnoZina?

Uloha 3.3.10. Nech f: A — B je lubovolné zobrazenie a (B, <) je Giastoéne usporiadana
mnozina. Dokézte potom, Ze relicia < definovand ako a < a’ < f(a) < f(a’) je Ciastoénym
usporiadanim na mnozina A. Bude < linedrne usporiadanie, ak < je linedrne usporidanie?

3.4 Dobre usporiadané mnoZiny

Definicia 3.4.1. Nech (A, <) je ¢iastoéne usporiadand mnozina. Hovorime, ze (A, <) je dobre
usporiadand mnoZina, resp. ze < je dobré usporiadanie na mnozine A, ak kazda neprazdna
podmnozina mnoZiny A ma najmensi prvok v usporiadani <.

Lahko vidno, Ze dobre usporiadand mnoZina musi byt linedrne usporiadana. (Staci si
v8imnut, Ze ak najmensi prvok mnoZiny {a,b} je prvok a, tak plati a < b, ak je to prvok b,
tak plati b < a.)

Tiez je lahké ukizat, Ze podmnoZzina dobre usporiadanej mnoziny je tiez dobre usporia-
dand (tloha [3.4.1)).

Skor nez uvedieme aspon jeden priklad dobre usporiadanej mnoziny, sformulujeme a do-
kaZzeme vetu naznacujtcu, pre¢o by mohli byt dobre usporiadané mnoziny uZito¢né.

Definicia 3.4.2. Ak (4, <) je linedrne usporiadand mnozina, tak symbolom A, budeme
oznacovat mnozinu vSetkych prvkov mensich nez a.

A, ={z e djz<a}

Veta 3.4.3 (Indukcia v dobre usporiadanej mnozine). Nech (A, <) je dobre usporiadand
mnozina. Nech podmnoZina B C A md nasledujicu vlastnost:

(Va e A)A, C B=acB.

Potom B = A.

Skor nez pristupime k dékazu, vysvetlime si, o ¢om vlastne hovori tato veta. Nech B je
mnozina prvkov z A uréenych nejakou vlastnostou. Potom podmienka z vety vlastne hovori:
Ak tuto vlastnost maji vSetky prvky mensie ako a, tak ju mé aj a.“ A veta hovori,
Ze v taktomto pripade uvedent vlastnost maja vSetky prvky z A.

Toto pozorovanie vysvetluje pomenovanie vety — ide skuto¢ne presne o postup, ktory
vyuzivame pri dokaze matematickou indukciou: Ukézeme, ze ak vlastnost plati pre vSetky
prvky mensie ako a, tak plati aj pre a.

Dokaz. Sporom. Nech by B bola vlastnd podmnozina A, ¢ize A \ B # (). Kedze A \ B je
nepréazdna podmnozina dobre usporiadanej mnoziny A, existuje jej najmensi prvok a.

Plati A, C B, inak by totiz do B patril niektori prvok mensi nez a. Potom ale a € B, ¢o
je spor. O
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Uz sme viackrat spominali, Ze prirodzené ¢isla neskor zavedieme v ramci ZFC. Predché-
dzajice poznamky o siivise dobrého usporiadania a indukcie naznacujt, Ze ich zavedieme
ako nejakt dobre usporiadant mnozinu. Potom budeme mat vdaka vete [3.4.3] automaticky
k dispozicii aj matematickd indukciu na mnozine prirodzenych ¢isel.

Zatial, kym ich neméme vybudované v ZFC, teda prirodzené &isla vyuzivame iba v pri-
kladoch, lahko vSak nahliadneme, Ze matematickou indukciou by sme boli schopni ukdzat,
mnozina prirodzenych ¢isel a aj vSetky jej podmnoZiny (teda aj vSetky koneéné lineadrne
usporiadané mnoziny) st dobre usporiadané.

Priklad 3.4.4. Kazdé koneéné linearne usporiadand mnozina je dobre usporiadané.
Mnozina prirodzenych ¢isel N s obvyklym usporiadanim je dobre usporiadané.

Zaujimavé su hlavne priklady nekonecnych dobre usporiadanych mnozin. Pre nekonecného
mnoziny samozrejme nemozeme nakreslit Hasseho diagram (musel by obsahovat nekonecéne
vela vrcholov), ¢asto ho vSak moZeme aspon naznadif. Nasledujtice pozorovanie ukazuje, Ze
je splnena zékladné podmienka pre kreslenie Hasseho diagramov — kazdy prvok ma nasledov-
nika.

Lema 3.4.5. Ak (A, <) je dobre usporiadand mnoZina a prvok a € A nie je maximdlny, tak
existuje nasledovnik proku a.

Doékaz. Nasledovnik prvku a je najmensi prvok mnoziny {b € A;b > a}. Tadto mnoZina je
neprazdna ak a nie je najviac¢si prvok mnoziny A. O

Ukézeme si aj niekolko sposobov, ako z uz vytvorenych dobre usporiadanych mnozin
mozeme dostat novéEI Takto mozeme ziskat velké mnozstvo dalsich prikladov.

Definicia 3.4.6. Nech (4, <4), (B,<p) su ¢iastofne usporiadané mnoziny. Potom reldciu
< na mnozine A x B definovanu ako

(@b)<(@b) E  (a<ad)Via=a)A(b<pb)
nazyvame lexikografické usporiadanie. Tiez hovorime, ze (A x B, <) je lexikograficky sicin
Clasto¢ne usporiadanych mnozin (A, <4) a (B, <p).
Antilexikografické usporiadanie na A x B definujeme ako

(@b)<(ab) &  (b<pt)V[b=V)A(a<sd).

Lexikografické usporiadanie je podobné abecednému usporiadaniu slov v slovniku alebo
mien v telefénnom zozname. Pozrieme sa na prvé pismeno (prvi siradnicu) oboch slov. Ak
st prvé pismend rozliéné, tak uz podla nich vieme rozhodnit, ktoré zo slov patri na prvé
miesto. Ak nie porovnavame dalSie stiradnice.

Z uvedenej definicie by malo byt zrejmé, Ze by sa velmi lahko dala podobnym spésobom
rozsirit na viac ako dve stradnice.

Antilexikografické usporiadanie je velmi podobné, len ako najdélezitej$iu sme zobrali
druhi (posledni) poziciu namiesto prvej. Tvrdenia, ktoré tu uvedieme, budeme dokazovat
len pre lexikografické usporiadanie; dokazy pre antilexikografické usporiadanie by boli takmer
totozné (pozri aj poznamku [3.4.8).

V nasledujiicom tvrdeni (kvoli jednoduchosti zapisu) pouzivame ten isty symbol pre uspo-
riadanie na A, B aj A x B, z kontextu by malo byt jasné, ktoru z tychto troch relacii médme
na mysli.

3Sice tieto operacie budeme definovaf pre fubovolné &iastoéne usporiadané mnoziny, vyuzivat ich budeme
hlavne pre dobre usporiadané mnoziny.
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Tvrdenie 3.4.7. Nech (A, <), (B, <) st ¢iastocne usporiadané mnoziny a (A x B, <) je ich
(anti)lexikograficky sucin. Potom

(i) (A x B, <) je ciastocne usporiadand mnozina;

(ii) ak (A,<) a (B, <) st linedrne usporiadané, tak aj (A x B, <) je linedrne usporiadand
mnozina;

(i) ak (A, <) a (B, <) st dobre usporiadané, tak aj (A x B, <) je dobre usporiadand mno-
Zina.

Dokaz. (1): Reflexivnost je zrejma z definicie lexikografického usporiadania.

Antisymetria. Nech plati (a,b) < (a/,") aj (a/, V') < (a,b).

Ak by platilo a < d/, tak (a,b) < (a/,V'), ¢o znamend, ze by neplatilo (a’,0’) < (a,bd).
Teda musi platit @ < a’. Analogickou tivahou zistime, e o’ < a, a teda a = d’.

Ak a = @/, tak z platnosti (a,b) < (d’,') a (a/,V’) < (a,b) dostaneme b <" a b’ < b. To
ale znamend, ze b = b'.

Ukézali sme, 7ze a = a’, b =10, z ¢oho vyplyva (a,b) = (a’,b’).

Tranzitivnost. Nech (a,b) < (a/,b') a stiasne (a’,0') < (a”,0”). Ukdzeme, %e potom aj
(a,b) < (a”,b").

UvaZujme najprv pripad, Ze a < a’ alebo a’ < a”. V ktoromkolvek z tjchto dvoch pripadov
dostévame, ze a < o, a teda (a,b) < (a”,b").

Ako druhd moZnost ndm zostdva a = @’ = a”. Potom ale plati b < V' a b/ < b”, z ¢oho
vyplyva b < b a (a,b) < (a”,0").

(ii): Teraz budeme predpokladat, ze (A4,<) aj (B,<) sa linedrne usporiadané. Nech
(a,b),(a’,b') € A x B. Potom plati niektord z moznosti a < a’ alebo @’ < a. Bez ujmy
na v8eobecnosti, nech a < a’ (ddkaz v druhom moZnom pripade by bol presne symetricky).

Ak a < d/, tak z definicie lexikografického usporiadania mame (a,b) < (a/,b).

Ak a = a', tak pre prvky b a V' mame opif dve moZnosti. Bud b < ¥/, vtedy plati
(a,b) < (a',b'); alebo b’ < b a v tomto pripade (a’,b’) < (a,b).

Zistili sme, ze dvojice (a,b), (a’/,b’) st vzdy porovnatelné.

(iii): Teraz budeme navysSe predpokladat, ze (4, <) a (B, <) st dobre usporiadané. Pri-
pomenime, Ze projekcia pa: A X B — A je zobrazenie p4(a,b) = a.

Ak C je neprizdna podmnozina mnoziny A x B, tak p4[C] je neprazdna podmnozina A.
Kedze (A, <) je dobre usporiadand, existuje najmensi prvok ag mnoziny p4[C].

Ozna¢me D := {b € B;(ag,b) € C}. Mnozina D je neprazdna, kedze ag € pa[C], t.j. exis-
tuje asponl jedna dvojica (a,b) € C, kde prva suradnica je a = ag. Pretoze (B, <) je dobre
usporiadand mnozina, existuje najmensi prvok mnoziny D, ozna¢me ho bg.

Ukazeme, Ze (ag,bp) je najmensi prvok mnoziny C. Nech (a,b) € C.

Z toho, ze a € pa[C], madme ag < a. Ak a = ag, znamend to, ze b € D, preto by < b a
(ao,bo) < (a,b). Ak a < ag, tak tiez (na zdklade definicie lexikografického usporiadania) plati
(a(), b()) < (a, b) O]

!/

Poznamka 3.4.8. Nech < oznacuje lexikografické a <’ antilexikografické usporiadanie na
mnozine A x B. Dahko sa mozno presved¢it, ze f(a,b) = (b, a) je izomorfizmus medzi (Ax B, <
) a (A x B,<’). Kedze ide o izomorfné ¢iastoéne usporiadané mnoziny, ¢okolvek dokdzeme
o lexikografickom usporiadani, plati aj pre antilexikografické usporiadanie. (Cize v dokaze
tvrdeniaskutoéne stacilo dokdzat jednotlivé ¢asti pre jedno z tychto dvoch usporiadani.)

Nézorne si mozeme lexikograficky suc¢in predstavit pomerne jednoducho — vlastne staci
v Hasseoveom diagrame pre mnozinu A kazda bodku nahradit mnoZinou B.
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palC] A

Obr. 3.5: Ilustracia k dokazu tvrdenia [3.4.7]

Priklad 3.4.9. Nech (B,<p) a (C,<¢) st ¢iastoéne usporiadané mnoziny. Na mnoZine
M :={0} x BU{1} x C zadefinujeme ¢iasto¢né usporiadanie < takymto sposobom:

(0,b) < (1,¢) pre lubovolné b € B, ¢ € C,

pre b, b’ € B plati (0,b) < (0,V) prave vtedy, ked b <p ¥';

pre ¢,c’ € C plati (0,c) < (0,¢') prave vtedy, ked ¢ <¢ .

Nie je tazké overit, Ze takto skutoéne dostaneme ¢iastoéné usporiadanie. Nazorne si vy-
sledné usporiadanie méZeme predstavit tak, Ze sme vsetky prvky mnoziny C dali nad prvky
mnoziny B.

Ak obe mnoziny st linedrne (dobre) usporiadané, plati to aj o vyslednej mnozine — overenie
tohoto faktu ponechdme ako cvifenie pre ¢itatela. (ZovSeobecnenie tohoto faktu moZete najst
v tlohe [3.4.3])

Pre potreby tohoto prikladu budeme volat tak(ito mnozinu sti¢tom ¢iastoéne usporiada-
nych mnoZin a oznacovat (B, <p) + (C,<¢) alebo stru¢ne B + C. Na obrazku mozete
vidiet, ¢o dostaneme, ak za B resp. C zvolime N (s obvyklym usporiadanim) alebo jedno-
prvkovi mnozinu. Mozete si napriklad vSimnut, ze dobre usporiadand mnozina {0} + N je
izomorfna s dobre usporiadanou mnoZinou N, zatialéo N + {0} nie je. Neskor uvidime, Ze
takto definovany sucet a antilexikograficky sucin dobre usporiadanych mnoZzin sa daju pouzit
na zavedenie suctu a sucinu ordinélnych cisel.

Poznamka 3.4.10. Namiesto BUC sme v predchadzajicom priklade pouzili {0} x BU{1}xC
kvoli tomu, aby sme zabezpedili, Ze dostaneme disjunktné mnoziny. (Ak by mnoziny {0} x B a
{1} x C mali spolo¢ny prvok, znamenalo by to, ze (0,b) = (1,¢), a teda 0 = 1.) Namiesto 0 a 1
sme mohli pouzit lubovolné dva roézne prvky, napriklad () a {(}. Takyto trik sa ¢asto vyuziva,
ked z nejakého dovodu potrebujeme dostat dve mnoziny, ktoré st podobné na dané mnoziny
ale zabezpecit, aby boli disjunktné. (V tomto konkrétnom pripade sme chceli dostat mnoziny,
ktoré sa podobaji na B a C z hladiska ich usporiadania, ale st disjunktné.) V niektorych
textoch najdete podobnym spdsobom definovant operaciu disjunktné zjednotenie mnoZin.

Este zavedieme jeden pojem, ktory budeme potrebovat neskdr a na precvicenie prace
s nim si ukazeme jedno jednoduché tvrdenie.

Definicia 3.4.11. Pociatoény usek linedrne usporiadanej mnoziny (X, <) je podmnozina
UC X svlastnostouz e UNy<ax=yeU.
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(170): (1,0)-

(1’2) °
(0,2)- (0,2) - (1,1)-
(0,1)- (0,1)- (1,0)
(0,00 (0,00 (0,0)-
N+N N+{0} {0}+N

Obr. 3.6: Priklady na stcet dobre usporiadanych mnozin

Ak (X, <) je dobre usporiadand mnozina, tak pociato¢né tseky v (X, <) stt X a mnoziny
tvaru X, = {& € X;2 < a} pre a € X. Ak totiz U je pofiato¢ny tsek v X a U # X, tak
X \ U je neprazdna podmnozina X. Ozna¢me a najmensi prvok mnoziny U \ X. KedZe a je
najmensi prvok doplnku U, vSetky mensie prvky uz musia patrit do U, a teda U C X,,.

Tvrdenie 3.4.12. Nech (X, <) je linedrne usporiadand mnoZina a nech X' = {X,;a € X} je
mnozina vietkjch vlastnijch pociatocnyjch tisekov mnoZiny X. Potom zobrazenie f: X — X'
uréené predpisom

f(a) =X,

je izomorfizmus medzi ¢iastocne usporiadanymi mnozinami (X, <) a (X', C).

Dokaz. Surjektivnost zobrazenia f je zrejma z definicie mnoziny X’. Overme injektivnost
tohoto zobrazenia.

Nech a,b € X a a # b. KedZe X je linedrne usporiadand mnozina, tieto dva prvky st
porovnatelné. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech a < b. Potom a € X, ale sucasne a ¢ X, ¢o
znamend, ze X, # Xp. Ukdzali sme implikaciu a # b = f(a) # f(b), ¢o znamend, ze f je
injektivne.

Dalej chceme overit, 7e f je monoténne. Ak plati a < b, tak f(a) = {z € X;2 < a} C
{r € X;2 < b} = f(b). (Stac¢i si uvedomit, ze na zaklade tranzitivnosti z v < a a a < b
vyplyva z < b.)

Este treba overit, Ze aj f~! je monoténne. Na to si staci viimnat, ze ak X, C X, tak
a < b (Ak by totiz platilo a > b, tak b € X, \ X}, ¢o je v spore s predpokladom X, C Xj;.)

Iné moZnost — namiesto overovania monoténnosti f~! — je pouzif vysledok z tlohy

O

CvicCenia

Uloha 3.4.1. Ukazte, 7e kazda podmnozina dobre usporiadanej mnoziny (so zdedenym uspo-
riadanim) je dobre usporiadana.

Uloha 3.4.2. Nech (X, <) je linedrne usporiadana mnozina. Ukazte, ze a € X je minimalny
prvok mnoziny X prave vtedy, ked X, = 0.

Uloha 3.4.3. V tejto tilohe zadefinujeme isté zovseobecnenie lexikografického stéinu.

Nech (A, <4) je ¢iastofne usporiadand mnozina a pre kazdé a € A je (B,, <,) ¢iastocne
usporiadana mnozina. Na mnozine |J,. 4 {a} x B, definujeme reléciu < predpisom:

(a,b) < (a',b") & (a<ad)Vila=d)A(b< V).
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Tato mnozinu budeme oznacovat v tejto tlohe > B,.
acA
a) Overte, zZe takto dostaneme ¢iasto¢ne usporiadant mnoZinu a navyse, ak vsetky pouzité
mnoziny su linedrne (dobre) usporiadané, aj Y B, je linedrne (dobre) usporiadand mnoZina.
acA
b) Ukazte, ze ak B, = B pre kazdé A, tak dostaneme takymto sposobom lexikograficky

stéin mnozin A a B.

c) Ak A ={0,1} (s obvyklym usporiadanim, t.j. 0 < 1), By = B a B; = C, tak dostaneme
Ciastocne usporiadanit mnozinu z prikladu

d) Nech A = N, B, = {0,1,...,n} (v oboch pripadoch s obvyklym usporiadanim pri-

rodzenych ¢isel). Ako vyzerd Y. B,? (Pod otdzkou ,ako vyzerd“ sa tu mysli: Vedeli by ste
acA
ju graficky znézornit? Je izomorfné s nejakou ¢iastoéne usporiadanou mnozinou, ktora sa uz

v niektorych prikladoch vyskytla?)

Uloha 3.4.4. Zistite, ktoré z uvedenych dobre usporiadanych mnozin st izomorfné. Mozete
sa pokusit ich aj nejako graficky znézornit.

a) (N, <)
b) (N, <) + (N, <)
c) (N, <)+ ({0}, <)
d) ({0}, <) + (N, <)
e) ({0,1}, <) x (N, <) (lexikograficky sucin)
f) (N, <) x ({0,1}, <) (lexikograficky stcin)
g) (N, <) x (N, <) (lexikograficky sta¢in)
h) ZneN({l 2v TL}, _)

Uloha 3.4.5*. Dokézte, Ze:

a) (2 body) Kazd4 podmnozina R, ktora je dobre usporiadana (pri obvyklom usporiadani
redlnych ¢isel) je spocitatelna.

b) (2 body) Kazda dobre usporiadand podmnozina R je izomorfnd s podmnozinou Q (s ob-
vyklym usporiadanim racionalnych ¢isel).

¢) (2 body) Kazda spocitatelnd dobre usporiadand mnoZina je izomorfna s podmnoZinou
(R, <).

(Casti a), b) a c¢) nemusite nutne riesit v uvedenom poradi, zvolte si také, aké vam vyhovuje
najviac.)
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Kapitola 4

Kardinalne ¢isla

V tejto kapitole zavedieme pojem kardinality, ¢o je azda najuzitocnejsi a najdolezitejsi pojem
tedrie mnozin. ZjednodusSene povedané, ide o rozsirenie pojmu poc¢tu prvkov mnoziny na
nekonecné mnoziny.

4.1 Porovnavanie mohutnosti mnozin

Lahko vidime, Ze dve koneéné mnoziny majui rovnaky pocet prvkov prave vtedy, ked medzi
nimi existuje bijekcia (vieme néjst jednojednozna¢né priradenie medzi ich prvkami). Toto
pozorovanie motivuje sposob, ktorym by sme chceli zaviest pojem analogicky k po¢tu prvkov
aj pre nekone¢né mnoziny.

Definicia 4.1.1. Hovorime, Ze mnoziny X a Y maja rovnaka kardinalitu (mohutnost), ak
existuje bijekcia f: X — Y. Oznacujeme |X| = |Y|.

Poznamka 4.1.2. Je uzitoéné si vSimnuaf, ze ak |X| = |Y]| a [Y| = |Z|, tak aj |X]| = |Z|.
(Vyplyva to z toho, Ze zlozenim dvoch bijekcii dostaneme opéf bijekciu.)

Dalsie oc¢ividné vlastnosti sii, Ze | X| = | X| plati pre kazdd mnozinu X (lebo idx: X — X
je bijekcia) a ak | X| = Y[, tak |Y| = |X]|.

Hoci uvedena definicia nie je zlozita, predsa len si zasluzi isty komentar.

Poznamka 4.1.3. Znak = zvykneme pisat medzi nejaké dva objekty v pripade, Ze st totozné.
V definicii sme v8ak symbol rovnosti pouzili v trochu inom vyzname. Jedna moznost,
ako sa na to pozerat, je skutocne vsetky vyskyty zapisov tvaru |X| = |Y| chapaf ako iny
zapis pre to, ze existuje bijekcia medzi X a Y. Pozorovanie z poznamky do istej miery
opraviiuje pouZzitie symbolu =, lebo ukazuje, Ze vztah ,mat rovnakt mohutnost“ ma skutocne
podobné vlastnosti ako rovnost. (Je to triedové relacia ekvivalencie na triede vietkych mnozin.)

Ovela lepsie by bolo, keby sme skuto¢ne boli schopni definovat nejaké objekty, ktoré by
zodpovedali symbolu | X |. KedZe pracujeme v systéme ZFC, kde ,,vSetko je mnozina“, idealne
by bolo, keby to boli mnoziny. Pytame sa teda vlastne, ¢i je mozné kazdej mnozine X priradit
mnozinu |X| takym sposobom, Ze ak medzi X a Y existuje bijekcia, tak obidvom mnozinadm
priradime t4 istd mnozinu | X| = |Y].

Odpoved na tato otézku je, Ze sa to skutoéne dé. Tato mnozinu | X| budeme nazyvat
kardindlne ¢islo mnoziny X. (Kardinalne ¢isla budeme ¢asto oznacovat malymi gréckymi
pismenami.) Bohuzial zatial nemdme vybudovany aparit na to, aby sme mohli podat Stan-
dardny sposob, ako sa to v sti¢asnej tedrii mnozin robi. Cize zatial vAm nezostéva ind moznost,
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iba tomu uverit a pouzivat pojem kardinalneho éisla s prislubom, Ze neskor uvidite, Ze tento
pojem sa d4 v ZFC zmysluplne vybudovat. (Urobime to v ¢asti )

Mbobzete sa na kardindlne éisla zatial pozeraf aj takym spésobom, Ze kardinalne ¢&islo X
definujeme ako spolocni viastnost vietkyjch mnozin, pre ktoré existuje bijekcia s mnoZinou X .
Toto je vlastne pévodna Cantorova definicia a je pre mnohé tcely iplne postacujica a dosta-
to¢ne intuitivna. Jedind nevyhoda, ktora ma pre nas, je té, ze takto definované kardinélne
¢islo nie je mnozina a my chceme pracovat v systéme ZFC, ¢ize iba s mnozinami.

Na tomto mieste by som vSak spomenul eSte niektoré, zdanlivo vcelku prirodzené, spésoby
definicie kardinalnych ¢isel a vysvetlil na aké problémy narazaji a aké sa dovody, ze sme sa
rozhodli vydat inou cestou. (MoZno niektorym z ¢itatelov takéto moznosti prisli na um, hoci
vyzaduja trochu praxe v tedrii mnozin. Kazdopadne, pokial ste existencii kardindlnych ¢isel
ochotni uverif a netrdpi vés, ¢i by sme ich mohli definovat nejako inak, mozete zvysok tejto
pozndmky tplne pokojne preskoc¢it.) Na pochopenie niektorych ¢asti v tejto poznamke je
uzitoéné mat preéitani cast o triedach.

Vidime, ze sme vlastne rozdelili vSetky mnoziny na akési ,triedy ekvivalencie®. (Nemo-
zeme celkom hovorit o relacii ekvivalencie, kedZe vztah ,mat rovnaka kardinalitu“ definujeme
na vSetkych mnozindch a tie netvoria mnozinu.) MnoZine X zodpoveda trieda ekvivalencie

{Y"; existuje bijekcia medzi X a Y}.

Nemohli by sme jednoducho priradit mnozine X uvedent triedu ekvivalencie a t oznacit ako
| X|? Mali by sme predsa kazdej mnoZine priradeny jeden objekt a dosiahli by sme presne to,
¢o checeme. Bohuzial, ako ukazuje tvrdenie tato ,trieda ekvivalencie“ nie je mnozinou.
(Je to tak dokonca uZ pre jednoprvkové mnozZiny — tvrdenie ) Cize s takto definovanymi
kardindlnymi ¢islami by sa ndm dost zle manipulovalo, napriklad by sme z nich nemohli
vytvarat mnoziny.

Situédciu by sme vedeli zachranit, ak by sme mali k dispozicii axiému vyberu pre triedy.
(Intuitivne by malo byt jasné, ¢o by takd axiéma hovorila, hoci v systéme ZFC ju nie je
uplne lahké sformulovat, kedZe nepouzivame pojmy trieda a triedové funkcia.) Z kazdej triedy
ekvivalencie by sme potom mohli vybrat jedného reprezentanta, aj ked tieto triedy nie st
mnozinami.

Axiéma vyberu pre triedy sa v matematike niekedy skutoc¢ne pouziva, pozri napriklad
[Lev, Section V.4], [M} p.334,Table 10]. Casto sa nazyva aj azioma globdlneho vijberu a ozna-
cuje AGC, systém ZF rozsireny o tito axiému sa oznacuje ZFGC. Tato axiéma je silnejsia nez
axiéma vyberu. Je vSak zname, ze ZFGC je konzervativne rozsirenie ZFC, t.j. akékolvek tvr-
denie o mnozinach dokdzatelné v ZFGC je dokazatelné aj v ZFC, [Levi, p.180,V.4.8]. (Axiéma
globélneho vyberu vSak prindsa nové tvrdenia o triedach.) My sme sa vSak rozhodli pracovat
v systéme ZFC, ktory takiito axidmu neobsahuje, teda tento pristup nemézeme pouzit.

V skutocnosti sa vyber reprezentanta da istym sposobom urobit aj v ZFC. Tento spdsob,
nazyvany Scottov trik, je zaloZzeny na vybere prvku z triedy ekvivalencie, ktory ma mini-
malny rank v kumulativnej hierarchii mnozin [F} Section 8.6.1]. My sa vSak kumulativnou
hierarchiou mnozin v rdmci tejto prednasky nezaoberame, takZe tento sposob definicie kar-
dindlov nemézeme detailnejsie popisat. Navyse, hoci je takato definicia spravna a v principe

uvedieme aj my (alebo uz spomenuty povodny Cantorov pristup).

Cize ak este raz zhrnieme predchadzajicu poznamku, kardinalne ¢islo budeme zatial
chéapat ,naivne“, ako spolo¢ni vlastnost vSetkych mnozin rovnakej kardinality (=vSetkych
mnozin medzi ktorymi existuje bijekcia). A aZ neskor si ukdzeme, ako sa d4 pojem kardi-
nalneho &isla zaviest tak, aby kardinalne ¢islo tiez bolo mnozinou. Napriek tomu, Ze sme
dokaz toho faktu odlozili na neskor, budeme s kardinalnymi ¢islami bezne zaobchadzat ako

59



KARDINALAMAKARDINALITUA}

{def : TVRCUM}

{def : VTCANTBER}
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s mnozinami, budeme napriklad pracovat s mnozinami kardinalnych ¢isel alebo s funkciami
definovanymi na kardindlnom disle.
Vlastne vSetko, ¢o zatial potrebujeme vedief o kardinalnych éislach, je toto:

Poznamka 4.1.4. Neskor ukdzeme, ze v ZFC je mozné zadefinovat kardinalne ¢isla (inymi
slovami existuje formula jazyka ZFC, ktort spliiaji prave kardinalne &isla) tak, Ze plati:
(i) Pre kazda mnozinu A existuje kardinélne ¢islo a také, Ze A a @ maja rovnakt mohutnost
(t.j. existuje medzi nimi bijekcia). Oznadenie: |A| = a.

(ii) Plati |a| = a.

(iii) Ak |A| = a, |B| = b a existuje bijekcia medzi mnozinami A a B, tak a = b.
Préve posledna vlastnost je zédkladnou vlastnostou kardindlnych ¢isel, budeme ju ¢asto pou-
zivat na dokaz rovnosti medzi kardinalnymi éislami.

Po tejto dlhej (a pri prvom ¢itani asi aj fazko zrozumitelnej) poznadmke tykajicej sa
definicie kardindlnych ¢isel podme s nimi sktsit aj nieco robit. Ako prvi vec sa kardindlne
éisla nau¢ime porovnavat.

Definicia 4.1.5. Hovorime, Ze kardinalita mnoziny X je mensia alebo rovnd ako kardinalita
mnoziny Y, oznacujeme | X| < |Y|, ak existuje injekcia z X do Y.

Ak plati | X| < |Y] ale X a Y nemaji rovnaku kardinalitu, tak hovorime, ze X ma mensiu
kardinalitu ako mnozina Y, oznacujeme | X| < |Y].

(X < Y| [X]< [Y]AIX]# Y]

Poznamka 4.1.6. Uz vieme (pozri tvrdenie|3.2.14a ilohu(3.2.4)), Ze pre X # () je existencia
injekcie z X do Y ekvivalentnd s existenciou surjekcie z Y do X. (Pri¢om implikicia <
vyzaduje axiému vyberu — dokonca je s tiou ekvivalentné, ako ukdZzeme v tvrdeni [5.1.2(vi]).)

Lahko sa overi, Ze nerovnost medzi kardindlnymi ¢islami je dobre definovand, t.j. ak
X| = [X'| a || = V'], tak plati |X| < |V]| & |X] < Y.

Prirodzend otézka je, ¢i aj pre nerovnost kardinalnych ¢isel plati reflexivnost, tranzitivnost
a antisymetria. Na prvé dve Casti tejto otdzky vieme odpovedat okamzite, tretia bude o ¢osi
narocnejsia, odpoved na fu je vSak tiez pozitivna.

Tvrdenie 4.1.7. Nech X, Y, Z st lubovolné mnoziny. Potom plati:
() %] < [X];

(i) [X] < Y| A Y| < 2] > 1X] < |2

(ili) [X]=[Y]= |X|<|Y]

Dokaz. (i) idx: X — X je injekcia.
(ii) Zlozenie dvoch injekcil je injekcia.
(iii) Kazd4 bijekcia je injekcia. O
Teraz dokazeme velmi dolezitit Cantor-Bernsteinovu vetu, ktord ukazuje platnost antisy-
metrie pre porovnavanie kardinalit.

Veta 4.1.8 (Cantor-Bernstein). Nech X, Y si mnoziny. Ak plati
[ X]=[Y].

X| < Y] alY] < |X], tak

(X[ < [YIAY] < |X] = |X]|= Y|

Inak: Ak existuje injekcia f: X — Y a injekcia g: Y — X, tak existuje bijekcia h: X — Y.
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Tato vetu budeme velmi ¢asto vyuzivat, ak budeme chcief dokézaft, Ze dve mnoziny maja
rovnakt kardinalitu. Mnohokrat je totiz jednoduchsie skonstruovat injekcie oboma smermi,
nez priamo najst bijekciu medzi danymi mnoZinami.

Uvedieme dva dokazy tejto vety, zdkladnd myslienka je v oboch velmi podobné. Budeme
sa snazit ukdzat existenciu takej podmnoziny C' C X, pre ktort je f|c bijekcia medzi C' a
fIC] a glyfjc7 je bijekcia medzi X \C a Y \ f[C], pozri obrézok Z tychto dvoch bijekcii
uz potom vieme poskladat bijekciu medzi X a Y.

g
f
X Y
Obr. 4.1: Tlustracia k dékazu Cantor-Bernsteinovej vety {del:FIGCANTBER}

Doékaz. Nech f: X = Y, g: Y — X st injekcie. Definujme zobrazenie F': P(X) — P(X)
predpisom
F(A) = X~ g[Y ~ f[A]l.

Dalej indukciou definujeme mnoZiny A,,, n € N nasledovne:
Ao =0,
Api1 = F(A)
a polozme C := | J°7
Potom plati

nl

F(C)=F (U A ) XglysfIU Anll = Xnglys | flAnll = Xng[[) Y flAW]] =

. n=1 . n=1 n=1
:X\ﬂg[Y\ UX\gY\f[ n =U
n=1 n=1 n=1

V predchadzajacich upravach sme pouzili viackrat tvrdenie a fakt, Ze zobrazenia f a
g su injektivne a tiez de Morganove zakony z tvrdenia [2.4.10
Ukézali sme teda, ze pre mnozinu C plati F(C) = C, ¢o je ekvivalentné s rovnostami
C=X gy~ flC],
X N C=glY ~ f[C]].

Definujme teraz zobrazenie h: X — Y nasledovne:

h(z) = f(z), akzeC,
1y, kde y € Y je prvok s vlastnostou ¢g(y) = = ak = ¢ C.
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62 Porovnavanie mohutnosti mnozin

Tento predpis skuto¢ne definuje zobrazenie: Kazdy prvok x mnoziny X bud patri do C alebo
do X ~\ C, ¢ize sa pouzije prave jedna z uvedenych dvoch vetiev. Ak x € X \ C, tak existuje
y € Y s vlastnostou g(y) = x, lebo X \ C' = g[Y ~ f[C]]. StCasne z injektivnosti g existuje
jediné také y.

Ukézeme dalej, Ze toto zobrazenie je bijektivne. Overme najprv injektivnost. Nech plati
h(x1) = h(z2). Rozlisme tri moznosti, ktoré mozu nastat:
a) Oba prvky st z mnoziny C, t.j. 1,22 € C. Potom ak h(x1) = h(xz), tak f(x1) = f(z2) a
z injektivnosti f dostaneme x; = x5.
b) Jeden z tychto prvkov je z C' a druhy patri do X \.C. Nech napriklad z; € C azo € X \C.
Ak h(z1) = h(z2), tak mame g(f(z1)) = x2. Potom x5 € g[f[C]] a stcasne 22 € X N\ C =
glY \ f[C]], z éoho dostaneme x5 € g[f[C]]Ng[Y ~ fIC]] = g[fICIN (Y ~ fIC])] = g[0] = 0,
¢o je samozrejme spor. (Tu sme vyuzili injektivnost zobrazenia g, pozri tvrdenie [3.2.13] (v)).)
¢) Oba prvky st v X \ C, t.j. z1,22 € X ~ C. Potom z h(z1) = h(zz) = y vyplyva
9(y) = 21 = 72

Este zostéva overit surjektivnost. Ak y € Y, tak mézu nastat dva pripady. Bud y € f[C]
a potom y = f(c) pre nejaké ¢ € C, ¢o znamend, ze y = h(c). Ak y € Y ~ f[C], tak
g(y) € X N C = g[Y \ f|C]], ¢o podla definicie zobrazenia h znamend, ze y = h(g(y)). O

Uvedeny dokaz méa nevyhodu, Ze vyuziva matematickl indukciu a prirodzené ¢isla, ktoré
sme zatial nedefinovali. (Preto sa ich snazime vyuzivat iba v prikladoch, nie vSak v dolezitych
dékazoch.) Nasledujuci dékaz je len o trosi¢ku komplikovanejsi — 1isi sa od predchédzajiceho
vlastne iba na jednom mieste, tento problém v nom vsak uz nie je.

Dokaz. Opit budeme predpokladat, ze f: X — Y a ¢g: Y — X si injekcie a zadefinujeme
zobrazenie F': P(X) — P(X) presne rovnako, ako v predchéddzajicom dokaze, t.j.

F(A) = X ~ glY ~ f[4]]

Budeme sa snazit ukazat, ze existuje mnozina C's vlastnostou F/(C') = C, konstrukcia bijekcie
h pomocou tejto mnoziny uz je rovnaka ako v predchadzajacom dokaze.

Najprv ukéZeme, Ze zobrazenie F' je monoténne (vzhladom na ¢iastoéné usporiadanie C).
Ak A C B, tak pouzitim tvrdeni 2.4.10|(xi) a [3.2.13| postupne dostaneme

flA] € f[B]
Y~ fIA] 2 Y\ f[B]
glY ~ fIA]] 2 g[Y ~ f[B]]
X ~NglY N fIA] € X N glY ~ f[B]]
F(A) C F(B)

Polozme S :={BC X;BC F(B)}aC:=

Ak B e S, tak BC C, ateda F(B) C F(C

Stcasne z nerovnosti B C F(B) na zaklade monoténnosti dostaneme F(B) C F(F(B)),
¢ize aj F(B) € S. Teda pre kazdé B € S plati B C F(B) C F(C), z ¢oho vyplyva C =
U BC F(O).
Bes

Zistili sme teda, ze C C F(C). Z monoténnosti potom vyplyva F(C) C F(F(C)), ¢o
znamend, ze F'(C) € 8. Teda F(C) je jedna z mnozin, ktoré zjednocujeme, ¢o znamena, ze
F(C)Cc.

Zistili sme, ze platia obe inkluzie, ¢ize C' = F(C). O

(-

S=U{BC X;BCF(B).

~—
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Poznamka 4.1.9. Pre citatela, ktory sa zaoberal tedriou zviizov, moéze byt zaujimavé vSimnat si, Ze sme v do-
kaze vlastne zostrojili zobrazenie F': P(X) — P(X), ktoré je monoténne. Na dékaz Cantor-Bernsteinovej vety
nam stacilo najst pevny bod tohoto zobrazenia. Jeho existencia vyplyva z Knaster-Tarského vety o pevnom
bode, kedze (P(X),C) je Uplny zvéiz. Takymto spdsobom je dokdzana Cantor-Bernsteinova veta napriklad
v [F, Theorem 3.1.9], |KLSZ, Priklad 2.3.6]. (V podstate nas dokaz bol do znaé¢nej miery podobny spo-
sobu, akym sa dokazuje Knaster-Tarského veta, resp. prvy z uvedenych dokazov sa va¢Smi ponasal na dokaz
Kleeneho vety o pevnom bode.)

Doteraz dokdzané vysledky o nerovnostiach medzi kardindlmi mozeme preformulovat aj
nasledovnym sposobom:

Veta 4.1.10. Nech a, b, ¢ su kardindlne c¢isla. Potom plati:
(i) a <a;

(i) a<bAbD<a=a=b;

(iii) a<bAb<c=a<ec

Poznamka 4.1.11. V tomto kontexte je dalSou prirodzenou otdzkou to, ¢ st Tubovolné
dve kardinélne ¢isla porovnatelné. Je to skutocéne pravda, dokaz vyuziva axiému vyberu.
Tento fakt ukézeme neskér pomocou vysledkov o dobre usporiadanych mnozinach v kapitole
o ordinalnych &islach ako désledok

Cvicenia

Uloha 4.1.1. Pokiste sa urobit dokaz vety (Cantor-Bernstein) tak, ze polozite C' =
({B C X;B 2 F(B)}.

Uloha 4.1.2. Rozhodnite o platnosti nasledujticeho tvrdenia. (Svoju odpoved zdévodnite,
t.j. dokézte toto tvrdenie alebo néjdite kontrapriklad.)

Pre lubovolné mnoziny A, B plati | A| < | B| préve vtedy, ked existuje bijekcia medzi mnoZinou
A nejakou vlastnou podmnozinou mnoziny B.

Uloha 4.1.3. Nech A, B st Iubovolné mnoziny. Dokézte (s pouzitim axiémy vyberu), ze

IFTAIl < |A].

4.2 Kardinalna aritmetika

Zakladné operacie s kardindlnymi ¢islami, ktoré zavedieme, st sicCet, sicin a umocnovanie
kardinalnych ¢isel.

Definicia 4.2.1. Nech a, b st kardindlne ¢isla a nech A, B s mnoziny také, ze |A| = a,
|B| = b. Potom:
(i) Predpokladajme navySe, ze mnoziny A a B st disjunktné. Potom sicet kardindlnych
¢isel a a b je kardinalne ¢islo mnoziny A U B, t.j.

a+b=|AUB|.

(ii) Stucin kardindlnych cisel a a b je kardindlne ¢islo mnoZiny A X B, t.j.

a.b=|Ax B|.
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(iii) Kardinalne ¢islo a umocnené na kardinalne éislo b je kardinalita mnoZziny vsetkych
zobrazeni z B do A. Tato mnozinu budeme oznacovat AZ. T.j. a® = |AP|, kde

AB = {f: f je zobrazenie z B do A}.

Tato definicia si zasltzi niekolko komentarov. V prvom rade sa moZeme zamysliet nad
tym, ¢i vobec pre Tubovolné kardindlne ¢éislo a existuje mnozina A také, ze |A| = a. Pokial
ste uverili poznamke tak viete, Ze mdzeme za A zvolif priamo kardinal a. Tu sa vSak
odvolavame na konstrukciu kardinalov, ktortt urobime az neskor v casti Ale funguje to
aj pri naivhom pohlade na kardindlne ¢isla — za kardindlne &isla totiz povazujeme iba tie
,objekty*, ktoré mozeme dostat ako kardinality nejakych mnozin.

V prvej casti definicie navySe pozadujeme, aby mnoziny A a B boli disjunktné. Ak sme uz
nasli mnoziny A, B spliiajtice |A| = a a |B| = b, tak namiesto nich mozeme zobrat napriklad
mnoziny Ax {0} a Bx{{0}}. Tieto mnoziny maju takd istt kardinalitu a ur¢ite st disjunktné
(pozri poznamku .

V stvislosti s poslednou ¢astou definicie sa mézeme pytat, ¢ mnozina AZ musi existovat.
Moézete sa pokisit ukdzat z axidom systému ZFC, ze pre lubovolné dve mnoziny takdto mnozina
skuto¢ne existuje — tloha

Takisto mé zmysel pytat sa, ¢ st tieto operdcie dobre definované. Inymi slovami, ¢i
nezéavisia od volby mnozin A, B s uvedenymi vlastnostami. Presvedéime sa, Ze je to v poriadku
pri st¢ine kardinalov, ostatné operacie ponechdvame na rozmyslenie ¢itatelovi.

Mame teda vlastne ukéazat, ze ak |A| = |A'| a |B| = |B/, tak aj |A x B| = |A’ x B’|.
Uvedené predpoklady znamenaju, Ze existuju bijekcie f: A — A" a g: B — B’. Potom podla
tvrdenia [3.2.19) je zobrazenie f x g: A x A’ — B x B’ tiez bijekcia.

Sposob, akym sme zaviedli operacie na kardinalnych ¢islach je pomerne prirodzeny — pri-
najmensom pre koneéné mnoziny funguje tak, ako obvyklé sCitovanie, nasobenie a umociova-
nie. Lahko si uvedomite, ze ak madme m-prvkovi a n-prvkovi mnozinu, ktoré su disjunktné,
tak ich zjednotenie ma m + n prvkov. Takisto karteziansky stc¢in m-prvkovej a n-prvkovej
mnoziny mé m.n prvkov a zobrazeni z n-prvkovej mnoziny do m-prvkovej je m™ (pre kazdy
z n prvkov mam préve m moznosti vyberu jeho obrazu).

Tu si moZeme stcasne uvedomit, ze plati 00 = 1, kedze §® = {(}. Prazdna mnozina 0 je
totiz jedind podmnozina @) x ) = (3, teda jedina reldcia na mnozine ). Lahko vidno, Ze tato
relacia spliia definiciu zobrazenia.

O chvilu si ukdZeme niektoré vlastnosti kardindlnej aritmetiky (mnohé z nich st do istej
miery podobné na aritmetiku prirodzenych ¢isel, ale v niektorych veciach je zasa pocitanie
s kardindlmi vyrazne odlisné). Este predtym vsSak skisme zadefinovat niektoré konkrétne
kardinélne ¢isla.

Definicia 4.2.2. Lubovolné prirodzené ¢islo n budeme stotoziiovat s kardindlnym ¢islom
n-prvkovej mnoziny. Teda napriklad |(] = 0, [{0}| =1 a |{0,{0}}| = 2.

Kardinélne ¢islo mnoziny prirodzenych ¢isel budeme oznacovat Rg. Kardinélne ¢isla men-
Sie nez Ny volame konecné. Kardinalne ¢islo a volame nekonecné, ak a > Ng.

Kardinalne ¢islo mnoziny P(N) budeme oznacovat ¢. (Toto kardinalne ¢islo sa niekedy
nazyva kardinalita kontinua.)

Poznamka 4.2.3. Zatial eSte nemdme dokdzané, Ze pre kazdé kardindlne &islo plati bud
a < Ng alebo a > Ng, teda ze musi byt bud konecné alebo nekonecéné. Ako sme uz spomenuli
v poznamke na to aby lubovolné dve kardinalne ¢isla boli porovnatelné potrebujeme
axiému vyberu. KedZe my pracujeme v ZFC, tak uvedend definicia je ekvivalentné s takou
definiciou, kde by sme nekonecné kardinaly zaviedli ako tie, ktoré nie st konec¢né.
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V tedrii mnozin sa skuto¢ne pracuje s viacerymi definiciami kone¢nosti, ktoré su ekviva-
lentné v ZFC, nie vSetky z nich st v8ak ekvivalentné v ZF; pozri napriklad [B2, Problém 1B,
[He2l Section 4.1], [SS, Kapitoly 7.1 a 7.4]

Oznacenie ¢ a nazov kardinalita kontinua pochadza z toho, Ze ¢ je kardinalita mnoziny R.
Tento fakt overime neskor — tvrdenie Uz teraz ukazeme, ze ¢ = 280,

Veta 4.2.4. Nech X je lubovolnd mnoZina. Potom plati
PO)| = 2%

Dokaz. Na dokaz ndm staéi n4jst bijekciu medzi mnozinami {0,1}* a P(X).
Staci si viimnuif, ze zobrazenia f: P(X) — {0,1}* a g: {0,1}* — P(X) definované
predpisom

f(A) = xa pre A C X,
g(h) ={x € X;h(x) =1} pre h: X — {0,1},

kde xa(z) =1prex € Aaxa(x) =0prez ¢ A, ¢ize x4 je charakteristickd funkcia mnoziny
1) =

A. (Skutocne plati g(f(A)) = {z € X;xa(z) = Aa f(9(h)) = X{zex;h(x)=1} = h pPre
Tubovolné A € P(X) a h € {0,1}X.)
KedZe k zobrazeniu f existuje inverzné zobrazenie, je to bijekcia. O

Désledok 4.2.5.
¢ = 2No

4.2.1 Vlastnosti séitovania kardinalov

V tejto a nasledujicich ¢astiach budeme dokazovat niektoré rovnosti a nerovnosti, ktoré platia
pre kardindlne operéacie. KedZe postup pri vSetkych dokazoch je velmi podobny, moZete si
niekolko pozriet, aby ste videli zdkladny princip, ktory sa v nich pouziva. Potom sa ostatné
mozete pokusit dokdzat samostatne a len ak si s nimi nebudete vediet poradit, pozrite sa na
doékazy, ktoré st uvedené tu.

Veta 4.2.6. Nech a, b, ¢ su kardindlne ¢isla, potom plati

a+b=b+a
a+(b+c)=(a+b)+c
Dékaz. Najprv ukdzme prvi rovnost. Nech A, B st disjunktné mnoziny také, ze |A| = a a
|B| = b. Tvrdenie, ze |A|+|B| = |B|+|A| znamena, Ze existuje bijekcia medzi AUB a BUA.
To ale vyplyva z rovnosti AU B = BU A a z toho, Ze identické zobrazenie je bijektivne.
Druht rovnost dostaneme podobnym spésobom z rovnosti AU(BUC) = (AUB)UC. O

Veta 4.2.7. Nech a, b, ¢ si kardindlne ¢isla také, Ze b < c. Potom

a+b<a+ec
Dékaz. Nech A, B, C st mnozZiny také, ze |A| = a, |B| = b, |C| = ¢ a sti¢asne plati AN B =

AN C = 0. Dalej predpokladdme, Ze existuje injekcia f: B — C. Chceme ukazaf existenciu
injekcie z AU B do AUC.
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Definujme zobrazenie g: AUB — AU C ako

(z) = x ak x € A,
g = f(z) akaxe B.

Z toho, Zze A a B su disjunktné, vyplyva, Ze g je skutoéne zobrazenie.

Takisto sa vcelku lahko ukéze, Ze zobrazenie g je injektivne. Predpokladajme, ze g(z) =
g(y). Uvazujme najprv moznost x € A, ¢o znamen4, ze g(x) = . Potom y ¢ B, leboz y € B
by vyplyva, ze g(y) € CaCNA=10. Teday € A a g(y) =y, ¢ize rovnost g(z) = g(y)
znamena priamo x = y.

Teraz predpokladajme, Ze plati g(z) = ¢(y) a * € B. To znamend, ze g(x) = f(z).
Stcasne to znamend, ze y € B. (Ak by platilo y € A, tak g(z) =y € CN A = ().) Potom
mame g(y) = f(y). Teda z g(x) = g(y) vyplyva f(x) = f(y) a, kedZe f je injekcia, aj rovnost
r=1y. O

Pri dékaze tejto vety sa oplati vSimnuf si jednu vSeobecnt zdkonitost. V dokaze sme mohli
pouzit fubovolntt mnozinu B taku, ze |B| = b (a si¢asne A N B = {}). Takouto mnoZinou je
aj mnozina f[B], pretoZe f: B — f[B] je bijekcia.

To znamen4, Ze pri vhodnej volbe mnoziny B mo6zeme priamo predpokladat B C C. Tym
sa dokaz znacne zjednodu$i — z tvrdenia vieme, ze potom AU B C AU C. Z toho
uZ je jasnd existencia injekcie definovanej jednoducho ako x +— x pre vsetky z € AU B.

Priklad 4.2.8. Priamo, konstrukciou prislusnej bijekcie, ukazeme, Ze plati
Ny + Ng = Np.

Uvazujme mnoziny N x {0} a N x {1}. Obidve maju kardinalitu Ry a navyse st disjunktné.
Sta¢i ukazat, ze existuje bijekcie medzi N x {0} UN x {1} a N. Bijekciu mozeme definovat
napriklad ako
f(na O) =2n,
f(n,1) = 2n + 1.
Pre kazdé prirodzené ¢islo plati 0 < n < Ny (kedze § C {0,1,...,n — 1} C N), z ¢oho

dostavame
Ng=0+Rg<n+RNg<Ng+Ny=0g

7 Cantor-Bernsteinovej vety potom mame
NO :n—l—No :N0+N0.

Z toho vidime napriklad aj to, Zze vysledok analogicky k vete £:2.7] neplati pre ostra
nerovnost.

Dékaz nasledujiceho tvrdenia je zaloZzeny na podobnej myslienke ako predchadzajuci
dokaz.

Tvrdenie 4.2.9. Ak a je nekonecné kardindlne ¢islo, tak g 4+ a = a.

Dékaz. Méame vlastne dokazat, ze ak A je takd mnozina, ze |A| = a > N, tak [N x {0} U A x

{1} = A].
Predpoklad |A| > Ng znamend, Ze existuje injekcia N — A. Mo6zeme priamo predpokladat,
ze N C A.
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Teraz uz vieme velmi jednoducho zostrojit bijekciu medzi Nx{0}UAx {1} a A analogickym
sposobom ako v predchadzajicom priklade.

f(n,0) =2n,prea € N
f(n,1)=2n+1,prea € N
fla,1)=a,ak a ¢ N

4.2.2 Vldastnosti nasobenia kardinalov

Veta 4.2.10. Nech a, b, ¢ su kardindlne c¢isla, potom plati

ab = ba
a(be) = (ab)c
a(b+c) =ab+ ac

Dokaz. Nech A, B, C st Tubovolné mnoziny.
Na dokaz prvého tvrdenia staéi ukdzat existenciu bijekcie medzi Ax B a B x A. Zobrazenie
f: Ax B — B x A definovani predpisom

fi(a,b) = (b,a)
pre a € A, b € B je bijekcia.

Na dokaz druhej ¢asti stac¢i ndjst bijekciu g: A x (B x C) — (A x B) x C. Takouto
bijekciou je zobrazenie definované ako

g: (a’ (ba C)) — ((a7 b)7 C)
prea€ A, be B, ceC.

V tretej ¢asti mame, za predpokladu, Ze B a C st disjunktné, najst bijekciu medzi A x (BU
C)a(AxB)U(AxC).Z tvrdenia v8ak vieme, Ze plati dokonca rovnost A x (BUC) =
(Ax B)U(AxCQC). O
Veta 4.2.11. Nech a, b, ¢ su kardindlne c¢isla také, Ze b < c. Potom

ab < ac.

Doékaz. Nech f: B — C je injekcia. Potom podla tvrdenia3.2.19|je aj zobrazenie ida X f: AX
B — A x C injekcia. O

Opit plati analogickd pozndmka ako pri vete Mohli by sme priamo predpokladat,
7e B C C a potom si staéi v§imnut, ze A x B C A x C (pozri tlohu [2.5.4).

Priklad 4.2.12. Ukézeme, Ze plati
Ng.Ro = Ng. (4.1)
Z rovnosti (4.1)) dostaneme, ze pre kazdé n € N, n > 0, plati

NO S TL.NO § No.No = No.

67

{aritm:PRIKLBIJEKNxN}

{aritm:EQNxN}



68 Kardinalna aritmetika

Z Cantor-Bernsteinovej vety potom vyplyva rovnost
NO = ’Il.NO = No.No.

Na doékaz rovnosti nam staci zostrojit bijekciu medzi N x N a N. Takychto bijekcii
sa d4 najst vela, ako prvi si ukdzeme jednu velmi zndmu pochadzajicu uz od G. Cantora.

Nasledujtci obrazok nam ukazuje, ako mdézeme usporiadané dvojice prirodzenych cisel
usporiadat do postupnosti:

(0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (4,0) . (n,0)

(n,1)

(0,n) (1,n) (2,n) (3,n) (4,n) (n,n)

Zobrazenie f: N x N — N definujeme tak, ze kazdej dvojici priradime poziciu, na ktorej sa
nachadza v tejto postupnosti, t.j. (0,0) — 0, (0,1) — 1, (1,0) — 2, (0,2) — 3, (1,1) — 4,
(2,0) — 5 atd.

Toto zobrazenie vieme popisat aj jednoduchym predpisom. VSimnime si, ze dvojice na tej
istej diagonale (t.j. také dvojice (m,n), ktoré maji rovnaky sacet m + n) zoradujeme podla
prvej sturadnice a vsetky prvky z diagonal, ktoré st nalavo od nich. Teda ak m +n = s, tak
14+424---4+s= w prirodzenych ¢isel sme pouzili na predchadzajice diagonély. Poradie
na diagondle uréime podla m, ¢ize dostaneme

(m+n)(m+n+1)

f(m’n): 2

(Mbzete si tito formulu prekontrolovat pre niektoré konkrétne dvojice.)
O tom, Ze takéto zobrazenie je bijektivne, by vas snad mohol presvedéit obrazok, ktorym

sme ho zndzornili.
Pokial by vam vSak takyto argument nestacil, je tu pre vas aj podrobnejsi formalny dokaz.

Dokaz. Oznaéme Ag =3 p_ 1 k= @ (Cize Aq je a-te trojuholnikové &islo.)
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Potom funkciu f mézeme zapisat ako
f(m,n) = Apyn +m.

Dalej ozna¢me I, = {Aq,Aq +1,...,A441 — 1} pre kazdé a € N. Systém {I4,a € N} tvori rozklad
mnoziny N. (Tento fakt lahko vyplyva z Ay, =0 a Ay < Agy1.)

Takisto je zrejmé, ze f(m,n) € Ip4rn. Vdaka tomu z rovnosti f(m +n) = f(m’ +n') vyplyva m +n =
m' +n'.Z Ay + m = Apytr, + m/ dostaneme m = m/, a teda aj n = n’. Tym je dokazand injektivnost
zobrazenia f.

Overme este surjektivnost. Vieme, ze kazdé x € N patri do niektorej mnoziny I, (kedZe tieto mnoziny
tvoria rozklad). Stac¢i teda najst m, n tak, Ze m+n=aax = Ag +m. Z nerovnosti Ag <z < Agy1—1a
z toho, ze Ag41 — Ag = a + 1 dostaneme, Ze pre m = x — A, plati nerovnost 0 <m < Agq1 —1— Ay = a.
Z toho vyplyva, Ze ak polozime n = a — m, tak m aj n sa prirodzené éisla a plati f(m,n) = a. O

Inu bijekciu g: N x N — N mozeme dostat s pouZitim faktu, Ze kazdé prirodzené &islo
vidsie ako 0 sa d& zapisat ako sGfin mocniny éisla 2 a nepérneho éisla. (Toto viete odvo-
dit z poznatkov o delitelnosti prirodzenych é&isel, ktoré méte z prvého ro¢nika [C1].) Teda
zobrazenie

g(m,n)=2".2n+1) -1

je bijekcia z N x N do N.

Poznamka 4.2.13. Neskor ukdZzeme (s pouzitim axiémy vyberu), Ze kardinédlne séitovanie
a ndsobenie je jednoduché, pre Tubovolné nekonecné kardindly a, b totiz plati

a+ b= a.b = max{a, b}.

(Zatial dokonca nevieme ani to, ¢i existuje maximum z kardindlnych ¢isel a, b; pozri poznamku

1.11])

V tejto kapitole vSak budeme (v dékazoch i cvifeniach) vyuzivat iba veci, ktoré sme
o kardinalnej aritmetike dokazali.

4.2.3 Vlastnosti kardinalneho umocnovania

Pri prirodzenych é&slach sme pouzivali oznacenie a? ako synonymum zapisu a.a. (Podobne

pre a®,a?,...) UkaZeme si, Ze aj pre kardinalne ¢isla predstavuji tieto dva zapisy to isté.

Tvrdenie 4.2.14. Ak a je lubovolné kardindlne cislo, tak plati

(12 = a.a.

Dékaz. Mame vlastne ukazaf, Ze pre Iubovolni mnozinu existuje bijekcia medzi A%} a
A X A.
Definujme ¢: A1} & A x A ako

p(f) = (f(0), £(1)).

Sti¢asne definujme 1p: A x A — A0} tak, 7e 1)(a,b) je zobrazenie uréené predpisom
¥(a,b)(0) = a,
¥(a,b)(1) =b.

(Namiesto zapisu ¢ ((a, b)) piSeme strucnejsie 1(a, b).) Lahko sa overi, Ze ¢ a 1) s navzajom
inverzné zobrazenia, Cize ¢ aj 1 sa bijekcie. O

Takisto by bolo lahké rozsirit toto tvrdenie indukciou na dalsie prirodzené ¢isla. (Hoci sme
zatial stdle formalne neskonstruovali prirodzené ¢isla a ani neukéazali, Ze sit dobre usporiadané
a teda na nich funguje indukcia.)
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Veta 4.2.15. Ak a, b, ¢ su kardindlne ¢isla také, Ze a < b, tak a® < b°.

Dékaz. Nech |A| = a, |B| = b, |C| = ¢. Mézeme priamo predpokladat, A C B. Potom plati
aj A® C BY. (Kazdé zobrazenie z C' do A je sti¢asne zobrazenim z B do A.) O

Napriek tomu, e mame takjto jednoduchy dokaz, pokiisme sa este urobit dokaz priamo
z existencie injekcie z A do B. (Aby sme si trochu precvi¢ili pracu so zobrazeniami medzi
mnozinami zobrazeni — v dalsich dékazoch budeme takéto nieco ¢asto potrebovat.)

Dokaz. Vlastne mame dokézat: Ak existuje injekcia f: A — B, tak existuje aj injekcia z mno-
ziny A® do mnoziny B€. Skiisme teda najprv vymyslief, ako by sme pomocou zobrazenia f
mohli definovaf zobrazenie p: AY — B¢ a pri troche $fastia sa ndm ho snad podari vymysliet
tak, aby bolo injektivne a aj jeho injektivnost dokézat.

Hladdme teda zobrazenie, ktoré Tubovolnej funkcii g: C' — A priradi nejaka funkciu z C
do B. Nasu situéciu si mozeme znézornit takto:

/N
A—f>B

Hned vidime, Ze f a g ur¢uju zobrazenie z C' do B — konkrétne zobrazenie f o g. Teda asi
najprirodzenejsi sposob ak definovat nejaké zobrazenie z A do B¢ pomocou f je

p:gr—r fog
e(g)=fog
Overme este, Ze toto zobrazenie je injektivne. Pytame sa, ¢i plati
¢(g1) = ¢(g2) = g1 = g2
fogr=Ffog2=91=292
Rovnost f o g1 = f o go znamen4, ze pre kazdé x € C plati
f(g1(z)) = f(g2(z)).
Pretoze f je injektivne, vyplyva z nej rovnost
91(z) = ga(x).
Platnost tejto rovnosti pre kazdé x € X znamené rovnost zobrazeni g; = g¢o; GiZe presne to,
¢o sme chceli dokéazat. O
Veta 4.2.16. Ak a, b, ¢ su kardindlne cisla také, Ze a < b a c # 0, tak
c® < cb.

Dokaz. Nech A, B, C st mnoziny také, ze |A| = a, |B| =ba |C| =c.

Predpoklad ¢ # 0 ndm hovori, ze C # ). ZvoIme si Tubovolné ¢y € C.

Vieme, ze existuje injekcia f: A — B. Na zaklade uz viackrat spomenutej ivahy mozeme
priamo predpokladat, ze A C B. Definujme zobrazenie ¢: C4 — CP tak, 7e

_Jg(x) prexc A,
Plo)a) = { T
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pre lubovolné g: A — C.
Zobrazenie ¢ je injekcia. Ak plati p(g) = ¢(h), tak pre kazdé x € A plati g(z) = p(g)(x)
o(h)(z) = h(x), a teda g = h.

oo

Ukazeme si eSte iny dokaz. (Oproti predchédzajicemu mé vsak istt nevyhodu, kedze

pouzivame tvrdenie [3.2.14] a tlohu [3.2.4] a teda axiému vyberu.)

Dokaz. Nech f: A — B je injekcia. Potom pre kazdé g: B — C méame zobrazenie g o f.

!

A———B

N\ S

C

Definujme zobrazenie p: CP? — C4 ako

pre g: B — C.

Ukézeme, 7e toto zobrazenie je surjektivne. Nech h: A — C je Iubovolny prvok C4.
Predpokladajme navyse, ze A # (). Podla tvrdenia existuje zobrazenie f': B — A
také, ze f' o f = id. Potom pre zobrazenie h o f’ plati p(ho f') =ho f'of=hoids = h.
Ukézali sme, 7e fubovolné zobrazenie h € C* mé v zobrazeni vzor.

Zostéava rozobrat len pripad A = (). Vtedy plati C? = {()}. Stcasne, kedze C # (), takze
CP je asponn jednoprvkova. Teda aj v tomto pripade uvedena nerovnost plati. O

Este si mozeme vsimnut, Ze v pripade ¢ = 0 predchadzajica veta neplati. Priamo z defi-
nicie kardinalneho umociiovania zistime, ze 0° = 1 a 0% = 0 pre a # 0.

Lubovolné zobrazenia z X do ) je podmnoZina X x ) = (. Teda ak existuje nejaké
zobrazenie X — (), moéze to byt jedine (). V pripade X = () mnozina () spliia definiciu
zobrazenie, v pripade X # §) nie. Teda mame (? = {#} a §* = () pre A # 0.

Veta 4.2.17. Pre lubovolné kardindlne c¢isla plati

Dokaz. Vlastne mame dokazat, ze pre Tubovolné mnoziny A, B, C také, ze B a C su dis-
junktné, existuje bijekcia medzi ABYC a AP x AC.

T.j. cheeli by sme najst zobrazenie ¢: APV — AP x A alebo zobrazenie 1: AP x A —
ABYC 3 ukézat o fiom, Ze je bijekcia. My budeme postupovat tak, Ze najdeme zobrazenia
oboma smermi a ak sa ndm podari ukdzat, Ze jedno z nich je inverzné k druhému, tak z toho
vieme, ze ide o bijekcie.

Aby sme definovali ¢, tak vlastne potrebujeme kazdej funkcii f: BUC — A priradit
dvojicu funkcii — prva z nich ide z B do A a druhé z C do A. Zobrazeniu z BUC do A vSak
vieme priradit zobrazenie na mensej mnozine velmi prirodzenym sposobom — pojde o zizenie
zobrazenia na tito podmnozinu. Mézeme teda definovaf zobrazenie ¢: ABYC — AB x A€
nasledovne:

@: [ = (flB: fle)
o(f) = (fls: flc)

71



{aritm: VTMOCKARTEZ}

72 Kardinalna aritmetika

Ak hladame zobrazenie ¢: AB x A® — ABYC tak vlastne kazdej dvojici zobrazeni g: B —
A, h: C — A chceme priradif zobrazenie z B U C do A. Opit, médme pomerne prirodzeny
sposob, ako to mozeme spravit, dvojici (g, h) priradime zobrazenie definované predpisom

_Jg(x) akxe€ B,
Vlg, h)(@) = {h(;v) ak z € C.

Na tomto mieste vyuzivame fakt, ze B a C' st disjunktné — v opa¢nom pripade by predcha-
dzajuci predpis nemusel definovat zobrazenie.

(Intuitivna predstava za predchddzajicimi ivahami je asi takdto: Jednym smerom sme
postupovali tak, Ze zobrazenie z B U C do A sme rozdelili na 2 zobrazenia na 2 castiach
defini¢ného oboru. Zobrazenie 1) zase tieto 2 zobrazenia naspit zlepi — to je zhruba aj doévod,
preco su tieto 2 priradenia jedno k druhému inverzné; overime to vSak podrobne.)

To, ze 1 je inverzné zobrazenie k ¢ overime, tak, ze ukazeme, Ze pri zlozeni p o) aj Yo
dostaneme identické zobrazenie.

Sktisme najprv vyratat, ¢omu sa rovné yop. Pre lubovolné f: BUC — A mame ¥ (p(f)) =
U(f|B, flc) po dosadeni x € BU C dostaneme

fle(z) = f(z) akz € B,
fle(@) = f(z) akzeC,

teda ¥ (p(f))(x) = f(x) pre kazdé x € BUC, ¢ize zobrazenia ¥ (¢(f)) a f sa rovnaji. Dostali
sme:

P(e(N)(@) = b(flB, fle) (@) = {

(Vf € APYO) w(p(f) = f
Yo =1idysuc
Zostava nam este pozriet sa na zobrazenie pot): A% x A — AB x A®. Ak mame Iubovol-

nd dvojicu g: B — A, h: C' — A, tak priamo z definicie zobrazenia 1 vidno, ze (g, h)|p = ¢
aP(g,h)lc = h, a teda

e(¥(g,h)) = (¥(g,h)|B,%(g, h)lc) = (g, h).

Teda g&Od) = idABxAc'
Zistili sme, ze ¢ = o1, teda ¢ aj ¢ su bijekcie. O

Veta 4.2.18. Pre lubovolné kardindlne cisla plati (a®)¢ = a®.

Dékaz. Pre lubovolné A, B, C chceme néjst bijekciu medzi (A%)¢ a ABXC. Opit, pokisime
sa najst nejaké zobrazenia ¢: (AP)¢ — ABXC aqp: ABXC 5 (AB)C aukazat, 7e st navzajom
inverzné.

Hladame zobrazenie ¢: (A%)C — ABXC. T.j. ak mdme dané nejaké zobrazenie f: C' —
AP cheeli by sme k nemu najst nieco, ¢o dvojiciam (b,c) € B x C priradi prvky z A. Pre
lubovolné ¢ € C' vSak mame zobrazenie f(c): B — A — ¢ize je dost prirodzené dvojici (b, ¢)
priradit f(c)(b), t.j.

o(f): BxC— A
e(f)b,¢) = f(c)(b)

Obrétene, kazdému zobrazeniu g: BxC — A by sme chceli priradif zobrazenie ¥ (g): C —
AP, t.j. zobrazenie, ktoré kazdému prvku z C priradi nejaké zobrazenie z B do A. Ak mame
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Obr. 4.2: Obrazok ilustrujici postup v dokaze vety [4.2.18] (Pouzitd funkcia je f(z,y) =
3.1
3 T gsinmz.) {aritm: FIGMOCKARTEZ}

dané zobrazenie z B x C' do A, zafixujeme nejaké ¢ € C' a menime len prvok b € B vidime,
ze dostaneme zobrazenie z B do A. PresnejSie to mozeme zapisat

(¥(9))(e): B— A
(¥ (9)(c)(b) = g(b; c)

Toto priradenie je naértnuté na obr. kde A = R, B = (0,1), C = (0,00). Rezy
naértnuté na grafe funkcie st prave funkcie z B do A priradené jednotlivym prvkom z C.
(Naschval som zvolil mnoziny A, B a C rozne, aby sa na obrazku dalo vidiet, ktord mnoZina
je ktora.)

Opit, priamo dosadenim nam vyjde, Ze ¢ o 9 aj ¥ o ¢ je identita. Pocitajme najprv
potp: ABXC 5 ABXC Pre lubovolné g: B x C' — A chceme zistif, Gomu sa rovna zobrazenie
w(1(g)): B x C — A. Dostaneme (priamo pouzitim definicie zobrazeni ¢ a 1))

e(¥(9))(b; ¢) = 1(g)(c)(b) = g(b, ).

Vyslo nam, 7e p(¢)(g)) = g pre kazdé g € AP*C a teda @ o) = idsxc.
Sktisme teraz vyratat 9o ¢: (AP)¢ — (AP)C. Ak mame zobrazenie f: C — AP, chceme
zistit, ¢i plati ¥ (p(f)) = f. Pouzitim definicie ¢ a ¢ méme

V((f))(e)(b) = (f)(b,c) = f(c)(b).
KedZe tato rovnost plati pre vSetky b € B, znamené to rovnost zobrazeni

(e(f))e) = f(o).

Opiit, predchadzajica rovnost plati pre kazdé ¢ € C, teda ¢ o o(f) = f. Posledna rovnost
(ktora plati pre Tubovolné f € (AP)C) znamena rovnost zobrazeni 1) o ¢ = idgnyo.
Zistili sme, Ze 1) = @1, preto obe zobrazenia ¢ aj 1 st bijekcie. O
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{aritm:VTANAB
Veta 4.2.19. Pre lubovolné kardindlne ¢isla a, b plati

ab < 29,

Doékaz. Ak mnoziny A, B sa také, ze |A| = a a |B| = b, tak A® C P(B x A). (Vyplyva to
priamo z definicie zobrazenia.)
To ale znamena, ze |AZ| < |P(B x A)| a a® < 29, O

Ak v predchidzajicej vete polozime b = 1, tak dostaneme
{aritm:DOSAPOD2NAA}
Dosledok 4.2.20. Pre lubovolné kardindine ¢islo a plati

a < 2%,

Cvicenia

aritmcvic:ULOANABEXISTS}
Uloha 4.2.1. Ukazte pomocou schémy axiém vymedzenia, Ze pre lubovolné mnoziny A a B
existuje mnozina vsetkych zobrazeni z B do A.

Uloha 4.2.2. Ukézte, 7e |Z| = Ng. (T.j. najdite bijekciu medzi Z a N.)
Uloha 4.2.3. Ukézte, Ze c.c = ¢ a N0 = c.
Uloha 4.2.4. Ukazte, ze pre fubovolny koneény kardinal n plati ¢ = n.c = c.c = ¢ = ™o,

Uloha 4.2.5. Ukazte, Ze pre lubovolny koneény kardinal n plati 28 = npio = Ng“ =M =

Uloha 4.2.6. S vyuzitim faktu, Ze pre nekoneéné kardinaly plati b.b = b (ktory dokadZeme

neskor) ukazte, ze ak 2 < a < b, kde a, b st nekone¢né kardinaly, tak 2° = a®.

Uloha 4.2.7. Ukéazte priamo z definicie (t.j. konstrukciou bijekcie resp. injekcie), Ze:
a) Ak |A| = [B|, tak [P(A)| = |P(B)|.
b) Ak [A] < [B], tak [P(A)| < [P(B)|.

Uloha 4.2.8. Dokéazte dosledok [4.2.20| bez toho, aby ste sa odvolavali na vetu [4.2.19l Ukézte,
ako potom mozno z uvedeného dosledku odvodit vetu [4.2.19

Uloha 4.2.9. Ukézte, 7e ak pre mnoziny A, B plati |A \ B| = |B \ A|, tak |A| = |B|.

Uloha 4.2.10*. Ak4 je kardinalita mnoZiny vsetkych bijekcii z N do N? (Bijekcie z N do N
sa niekedy zvyknt nazyvat aj permutdciami mnoziny N. Na zdklade analdgie s prirodzenymi
¢islami by sme kardinalitu takejto mnoziny mohli nazvat Rg-faktorial.)

4.3 Cantorova veta a diagonalna metoda

{cantor:VTCANTOR}
Veta 4.3.1 (Cantor). Pre kazdid mnoZinu X plati | X| < |P(X)].

Cantorovu vetu mozeme ekvivalentne preformulovat tak, ze pre kazdé kardinalne ¢islo a
plati a < 2°.
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Dokaz. Nerovnost | X| < |P(X)| vyplyva z toho, ze x — {x} je injekcia z X do P(X). (Iné
mozné zdévodnenie — dosledok |4.2.20)).
Predpokladajme teraz, Ze by existovala bijekcia f: X — P(X). Dalej ozna¢me

A={zxeX;z ¢ f(x)}.

Pretoze f je bijekcia, existuje y € X s vlastnostou 4 = f(y).

St dve moznosti. Bud plati y € A, ¢o ale znamend, ze y ¢ f(y) = A; alebo plati y ¢ A
a v tomto pripade y € f(y) = A. Obidve moZnosti vedd k sporu a teda nemdze existovat
bijekcia medzi X a P(X). O

Priklad 4.3.2. Mozno ndm lepsSie pomdze pochopif tento dokaz, ak si ho este raz osvetlime
na pripade X = N. Budeme sa teda zaoberat kardinalitou mnoziny P(N), namiesto nej v8ak
mozeme zobrat mnozinu {0, 1}N vSetkych postupnosti ntl a jednotiek. Vo vete sme totiz
skonstruovali bijekciu A — x4 medzi tymito dvoma mnozinami.

Chceme ukazat, ze |{0, 1})Y| # Ro. Postupujme sporom — predpokladajme, 7e by existovala
bijekcia f: N — {0, 1}". Mdme teda postupnosti prirodzenych ¢isel

£0) = (ai”,a{”,al”,...)
F(1) = (@i, aM,al), . )
£2) = (ai?,al?,a$?,..)

Ak definujeme postupnost b = (b,,)22, ako
b,=1-— a%”),

¢ize b, je 0 ak a(™ = 1 a obratene, tak potom b nie je rovné ziadnej z postupnosti f(n),
n € N. Od postupnosti f(n) sa totiz lisi na n-tom mieste.

Dokaz vety je v podstate totozny s postupom z predchadzajtaceho prikladu. (Jediny
rozdiel je v tom, Ze sme nemohli prvky f(x), z € X, zapisat do postupnosti, kedZe tam sme
pracovali s Tubovolnou mnozinou X a nie s mnozinou N.)

Poznamka 4.3.3. Metéda pouzitd v predchadzajicom ddkaze pochédza od Cantora a na-
zyva sa diagondlna metdda. (V predchadzajicom priklade vidno, Ze sme vlastne menili diago-
nalne prvky.) Podobny argument je pouzivany ¢asto, aj v inych oblastiach matematiky. Mohli
ste sa s nim stretnaf napriklad aj na predmete formalne jazyky a automaty, pri dokaze, Ze
existuju jazyky, ktoré nie su rozpoznatelné ziadnym Turingovym strojom [RF, Kapitola 6],
[HMU| Chapter 9] (volne povedané, nie vSetko sa d4 naprogramovat).

My si ukdZeme este jednu aplikiciu tejto metédy v priklade

Moézeme si v8imnut, ze na zaklade Cantorovej vety dostdvame nekoneénti hierarchiu kar-

.....

Priklad 4.3.4. Ukézeme, Ze plati
No.C =C.

7Z Cantorovej vety mame R < 2% = ¢. Na zaklade toho dostaneme nerovnost

Rp.c < c.c = 280 9%0 — 9RotRo — 9N —

Plati aj nerovnost ¢ < Wg.c, takze z Cantor-Bernsteinovej vety dostaneme dokazovanti rovnost.

(0]

{cantor:POZNDIAG}

{cantor:PRALNULxC}



{def : TVRSINGLETONSCLASS}

{def : TVRGIVENCARDCLASS}

{def : VTCNISPROPERCLASS}

{cantorcvic:ULOCnaC}
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Kardinalne éisla tvoria vlastni triedu

Nadviazeme na cast a povieme si eSte nieco o vlastnych triedach. Aby boli dokazy vysledkov v tejto Casti
aplne korektné treba uverit tomu, ze kardindlne éisla sa skuto¢ne daju zadefinovat formulou jazyka tedrie
mnozin a maja vlastnosti, ktoré sme uz uviedli (pozri poznamku )

Pokial chceme ukazaf, ze nejaky systém mnozin je vlastnou triedou, ¢asto mézeme postupovat sporom
— pokusit sa ukdzat pomocou axiém ZFC, ze ak by tento systém bol mnozinou, bola by mnozinou aj trieda
Set. Ukazeme si to na priklade dvoch tvrdeni:

Tvrdenie 4.3.5. Systém vsetkych jednoprvkovych mnozin tvori vlastni triedu.

Dokaz. Predpokladajme, ze by systém vsetkych jednoprvkovych mnozin {{z};z € Set} tvoril mnozinu.
Potom f: {z} — z je zobrazenie definované na tejto mnozine. Jeho obrazom je vlastna trieda Set. Podla
schémy axiém substiticie by potom Set bola mnozina, ¢o je spor s vetou [2.5.7] O

Iny dokaz. Predpokladajme, Ze by systém vsSetkych jednoprvkovych mnozin {{z};z € Set} tvoril mnozinu.
Podla axiémy zjenotenia by potom aj |[J{{z};z € Set} bola mnozina. Lenze kazd4 mnozina z patri do
jednoprvkovej mnoziny {z}, takze | J{{z};z € Set} = Set. Dostadvame, ze Set je mnozina, ¢o vedie k tomu
istému sporu ako v predoslom dékaze. O

Velmi podobnym spoésobom mézeme ukazat nasledujuce tvrdenie:

Tvrdenie 4.3.6. Nech X # 0 je mnoZina. Potom systém vsetkych mnozin rovnakej mohutnosti ako X tvori
vlastni triedu.

Dokaz. Sporom. Predpokladajme, ze A = {m;|m| = |X|} je mnozina. Polozme B = {m € A; (Iz)m = {z} x
X}. Na zéklade schémy axiém vymedzenia je aj B mnozina. Dalej definujeme formulu o(y, z) ako y = {z} x X.
Tato formula ma ta vlastnost, Zze pre kazdé y € B existuje prave jedno z také, ze plati ¢(y,z). Existencia
vyplyva priamo z definicie mnoziny B a na zaklade neprédzdnosti X dostaneme z y = {z1} x X = {x2} x X
rovnosti {z1} = {2} a #1 = z2. (Pozri tvrdenie [2.5.4])

Potom zo schémy axiém obrazu, ze {z; {z} x X € A} je mnozina. Lahko vSak vidno, ze pre kazdt mnozinu
x existuje bijekcia medzi X a {x} x X, ¢o znamena, ze {z;{z} x X € A} = Set. Dostavame spor. O

Iny déokaz. Sporom. Predpokladajme, ze A = {m;|m| = |X|} je mnozina. Sta¢i ndm, podobne ako v pripade
predchédzajuceho tvrdenia, ukazat, ze | J A = Set.

Ak z € Set je lubovolna mnozina, tak existuje m € A také, ze x € m. V pripade, ze z € X je to jasné.
Ak x ¢ X, tak stadi zvolit nejaké zg € X (o modzeme urobit, lebo X # 0) a polozit m = X \ {zo} U X.
Ocividne |m| = |X]|.

Ukézali sme, Ze kazda mnozina patri do nejakého prvku mnoziny A, ¢o znamen4, ze | J A = Set. O

Veta 4.3.7. Systém vietkych kardindlnych &isel tvori vlastni triedu. Tito triedu budeme oznacdovat Cn.

Doékaz. Sporom. Prepokladajme, ze Cn je mnozina. Potom aj B = |JCn je mnozina, navySe pre kazdé
kardinalne éislo plati a C B. Z toho vyplyva pre kazdé kardinalne éislo a < |B].

Pre kardindlne é&slo 2/B] mame potom nerovnost |B| < 2!Bl z Cantorovej vety a stucasne 2Bl < |B]
z predchadzajucej tvahy. Teda 218l < 2181 ¢o je spor. |

Cvicenia

Uloha 4.3.1. Ukézte, Ze ¢¢ = 2°.

4.4 Spoditatelné a nespoditatelné mnoziny

Definicia 4.4.1. Ak pre mnozinu A plati |A| < X, tak hovorime, ze A je spocitatelnd. Spo-
¢itatelnd mnozina moze byt bud konecnd spocitatelnd mnozina, ak |A| < Rg, alebo nekonecnd
spocitatelnd, ak |A| = N,.

Ak pre mnozinu A plati |A] > Vg, tak A je nespocitatelna.
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Opit plati rovnakd pozndmka, ako pri koneénych mnozinach. Ak nespoéitatelné mnoziny
definujeme takymto spdsobom, je to sice to isté ako povedat, Ze si to tie mnoziny, ktoré nie st
spocitatelné, tento fakt ukdzeme vSak az neskor, s pouzitim axiémy vyberu (pozri pozndmku
L1,

Ukézeme, ze spocitatelné zjednotenie spocitatelnych mnozin je opif spocitatelnéd mnozina.
Dokaz tohoto faktu stivisi s dokazom existencie bijekcie medzi NxN a N (pozri priklad.
Je rozumné zdoraznit, Ze v tomto dokaze vyuzijeme axiému vyberu. (Bijekciu medzi N x N
a N sme popisali presnym predpisom, ¢ize tam sme axiému vyberu nepotrebovali.)

Veta 4.4.2. Nech I je spocitatelnd mnozina a A; je spocitatelnd mnoZina pre kazdé i € I.
(T.. {As;i € I} je spoéitatelny systém spocitatelngch mnozin.) Potom aj mnoZina |J A; je

iel
spocitatelnd.

Dékaz. Predpokladdme, ze |I| < Ny a |A;] < RNp. Teda existuje injekcia f: I — N a pre
kazdé i € I mozeme vybraf nejaka injekciu f;: A; — N. (Na tomto mieste vyuzivame axiému
vyberu. Formalnejsie by sme jej pouzitie vedeli popisat pouzitim vyberovej funkcie na systéme
mnozin {B;;i € I}, kde B; = {j: A; — N;j je injekcia}. Ide o systém neprazdnych mnozin,
teda podla ekvivalentnej formul4cie axiémy vyberu — veta — existuje selektor, Cize
funkcia, ktora z kazdej mnoziny B; vyberie nejaky prvok.)

Pomocou zobrazeni f a f;, i € I, zadefinujeme injekciu z |J A; do N x N. Nech a €

i€l

U A;. Ako i, oznadme také i € I pre ktoré je f(i) minimalne. (Také i existuje, lebo N je
il
dobre usporiadand mnozina a {f(i);a € A;} je neprazdna podmnozina N.) Teraz definujme
g: U Ai = Nx N ako

iel

g9(a) = (f(ia), fi. (a)).

Toto zobrazenie je injektivne. Ak totiz g(a) = g(b), tak a aj b patria do tej istej mnoziny A;,
(lebo f(iq) = f(ip) a f je injektivne). Potom plati f;, (a) = f;, (b) a z injektivnosti zobrazenia
fi, mame a =b.

Ukézali sme existenciu injekcie g: |J A; = N x N. Ak ju zlozime s lubovolnou bijekciou

i€l
h: N x N — N (dve také bijekcie sme zostrojili v priklade [4.2.12)), tak dostaneme injekciu
z |J A; do N. To znamena, ze | |J A;| < Ny a mnozina |J A4; je spocitatelna. O
el el el

Tvrdenie 4.4.3. Mnozina Q vietkgjch raciondlnych éisel je nekoneénd spocitatelnd, t.j.

|Q[ = No.

Dékaz. Pretoze N C Q, plati Ry < |Q.
Sucasne kazdé racionalne ¢islo vieme zapisat jednoznacne v tvare %, kde p,q € Z,q> 0

a Cisla p, ¢ st nesudelitelné. Mame teda injekciu z Q do N x Z, a o tejto mnozine uz vieme,
#e m4 kardinalitu o (|N x Z| = [N|.|Z| = R¢.Rg = Ng, pozri priklad [£.2.12)). Dostévame teda
aj druht nerovnost |Q| < Ro.

Na zaklade Cantor-Bernsteinovej vety potom mame |Q| = Ry. O

Spocitatelnost mnoziny Q by sme mohli dokézat aj pomocou vety [4.4.2| (rozmyslite si
ako). Vyhoda dokazu, ktory sme uviedli, je v tom, Ze nevyuziva axiému vyberu.
Pod intervalom v R budeme rozumiet aktkolvek mnozinu I s vlastnostou

acelNbelNa<xz<b = zel.
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Tejto definicii vyhovuju aj jednoprvkové mnoziny, ktoré sa zvyknu nazvyvat degenerované
alebo trividlne intervaly. VSetky netrividlne intervaly sd tvaru (a,b), {(a,b), {(a,b), (a,b), (=
00,a), (—oo,a), (a,00) alebo (a,00) pre nejaké a,b € R.

Tvrdenie 4.4.4. Ak A je nejakd mnozina disjunktngch netrividlnych intervalov na R, tak
mnoZina A je spocitatelnd.

Dokaz. Kazdy netrividlny interval obsahuje nejaké raciondlne ¢islo. (Medzi lubovolnymi dvoma
roznymi redlnymi ¢islami sa nachddza racionélne ¢islo.) Ak intervalu I € A priradime nejaké
raciondlne ¢islo q; € I, dostaneme injekciu z A do Q. Kedze mnozina Q je spocitatelné, musi
potom byt spoditatelnd aj mnozina A. O

V predchadzajucom ddkaze sme pouzili axiému vyberu na to, aby sme pre kazdé I € A
vybrali nejaké racionalne ¢islo ¢ € I N Q. Pouzitiu axiémy vyberu sa d4 v tomto dokaze
velmi lahko vyhnit. Staci si vS§imnaf, Zze v predchadzajicom dokaze sme explicitne popisali
injektivne zobrazenie i: Q — N x N. Na mnozine N x N méame dobré usporiadanie urcené lexi-
kografickym stéinom (N, <) a (N, <). Z toho dostavame dobré usporiadanie na podmnoZzine
i]Q], ktoré cez injekciu ¢ vieme preniest na mnozinu Q. Namiesto pouzitia axiémy vyberu
mozeme zadefinovat q; takym spésobom, Ze je to najmensi prvok mnoziny I N Q vzhladom
na uvedené dobré usporiadanie mnoziny Q.

CvicCenia
Uloha 4.4.1. Ukézte, Ze ak pre kardinélne éislo a plati a.®g = a, tak 2¢ = Ro®.

Uloha 4.4.2. Ukézte, Ze ak A je spocitatelnd mnozina, B je nespocitatelnd mnozinaa A C B,
tak |B ~\ A| =|B].

Uloha 4.4.3. Uké4zte, Ze mnozina vetkych koneénych podmnozin N je spocitatelnd. (Na-
vod: Jedna z moznosti je ukdzaf, Ze mnozina n-prvkovych mnozin je spoéitatelna pre kazdé
prirodzené ¢islo n a pouzif vetu M)

Uloha 4.4.4. Ukaite, e mnozina vsetkych zobrazeni z Q do Q nie je spoéitatelna. (Mozete
vyskusat pouzit diagondlnu metédu aj priamy vypocet kardinality tejto mnoZiny.)

Uloha 4.4.5. Postupnost (a,,) ¢isel sa vola takmer staciondrna, ak (Im € M)(Vn > m)a,, =
Q. Inymi slovami, od urcitého ¢isla m st uz vsetky Cleny tejto postupnosti rovnaké.
Dokazte, ze:
a) mnoZina v8etkych takmer stacionarnych postupnosti ¢isel 0, 1 je nekone¢nd spocitatelnd,;
b) mnoZina vSetkych takmer stacionarnych postupnosti prirodzenych ¢isel je nekoneéné spo-
éitatelna;
¢) mnoZina vSetkych takmer staciondrnych postupnosti redlnych ¢isel ma kardinalitu c.
Uloha 4.4.6. Nech S = Q x Q. Ukazte, e existujt mnoziny V, H také, ze S = VUH, prienik
V sa kazdou vertikilnou priamkou v rovine R? je koneény a prienik H sa kazdou horizontalnou
priamkou je konecény. (T.j. pre kazdé x € Q st mnoziny {y € Q;(x,y) e V} ={z} xQNV
aj {y € Q;(y,z) € H} = Q x {xz} N H konecné.)

Uloha 4.4.7. Ak A je nekoneénd mnozina (t.j. |A| > o), tak existuje rozklad A = [J;2, 4;
na spocitatelne vela disjunktnych mnoZin taky, ze ziadne dve rozne mnoziny nemaju rovnak
kardinalitu.

Uloha 4.4.8. Nech A je mnozina po dvoch disjunktnych kruhov v R2. Ukazte, ze A je
spoditatelna. Plati to aj pre kruznice?
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Uloha 4.4.9. Ukazte, 7e ak I,, = (a,, b,) je klesajtica postupnost uzavretych intervalov (t.j.
L1 C I, pre kazdé n € N), tak [,y In # 0. (Tento vysledok by ste mohli poznaf z ana-
lyzy pod Cantorova veta, mozno v trochu vSeobecnejSom zneni — pre kompaktné ohranicené
mnoziny.)

Vedeli by ste pomocou tohoto vysledku dokazat (diagondlnou metédou), Zze mnozina (0, 1)
je nespocitatelna? (Hint: Skuste zac¢af tym, Ze interval (0, 1) rozdelite na 3 uzavreté intervaly

(0,1/3), (1/3,2/3), (2/3,1).)

Uloha 4.4.10. Nech f: R — R je funkcia taki, ze pre kazdé x € R plati f(f(z)) = =.
Dokazte, ze existuje iracionalne ¢islo, ktoré sa funkciou f zobrazi na iracionélne ¢islo.

4.5 Mohutnost niektorych v praxi sa vyskytujtcich mno-
zin

Ze mali kardinalitu Ry. V tejto ¢asti sa budeme venovat dal§im mnozindm, ktoré sa vyskytuja
v matematickej praxi. Mnoziny, ktoré budeme skiimat v tejto casti, budi zvic¢sa nespodita-
telné a budi maf kardinalitu ¢ = 2%0.

Ako prvy vysledok si ukdzeme velmi doélezity fakt, Ze kardinalita mnoZiny realnych cisel
je ¢ = 2% (Stale plati to, ¢o sme spominali v poznamke — realne ¢isla sme zatial
neskonstruovali v ZFC, az neskor si ukdZeme, ako sa to d4. Budeme pracovat s vedomostami,
ktoré mate o redlnych ¢islach z nizsich ro¢nikov.)

Na tvod si v8imnime, ze |(0,1)] = [(0,1)| = [(0,1)| = |R].

Kedze (0,1) € (0,1) C (0,1) C R, mame nerovnosti

(0, D] < [0, D < [{0, 1)| < [R].
Ak ndjdeme bijekciu medzi (0,1) a R, tak tito nerovnost mézeme rozsirit na
IR[ = (0, )] < [{0, )] < [(0, 1) < [R]

a z Cantor-Bernsteinovej vety potom dostaneme, Ze vSetky uvedené mnoziny maji rovnaki
kardinalitu.
Takychto bijekcii mozno najst vela. Jedna z nich je f: (0,1) - R

z 1
fa) =t (Z+3).
(Dostali sme ju vhodnym posunutim a preskdlovanim funkcie tangens — pozri obrazok .

Ak by ste chceli pouzit nejakti elementarnej$iu funkciu, mozete skusit vhodne upravit
funkcie z obrazkov a ktoré sii navzdjom inverzné.

Ur¢éite by ste Tahko nasli bijekciu medzi (0,1) a Tubovolnym otvorenym intervalom, medzi
(0,1) a Iubovolnym uzavretym intervalom.

Teda namiesto rovnosti |R| = ¢ mozeme dokazat rovnaki rovnost pre kardinalitu nejakého
uzavretého, polouzavretého alebo otvoreného intervalu.

Predtym, nez sa dostaneme k vlastnému dokazu, povieme si este nieco o bindrnom (dy-
adickom) zépise redlnych &isel. Je to vlastne rozsirenie zdpisu v dvojkovej ststave, ktory
z predmetu Elementarna tedria ¢isel poznate pre prirodzené ¢isla. Pre redlne ¢isla tato kon-
Strukciu mozno poznate z prvéckej analyzy [VN| Kapitola V.8].

Budt nés zaujimat len reélne isla z intervalu (0, 1), preto sa bindrnemu zapisu budeme
venovat iba pre tieto ¢isla.
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ya y = tg(x)

ol
ol
]V

Obr. 4.3: Bijekcia medzi (=5, 5) a R

Ak (an)22, je Tubovolnd postupnost nal a jednotiek, t.j. (an)2>, € {0,1}", tak takejto
postupnosti priradime ¢islo

oo
ao ay Z Ay,
7‘:?_‘_272—"_.'._ OW

Ocividne plati 0 < r < Y2 | =L+ =1, ¢iZe takto dostaneme nejaké ¢islo z intervalu (0,1).
Cisla a,, budeme volat cifry binarneho zapisu realneho ¢isla r.

Musime sa vSak eSte zamysliet nad dvoma doéleZitymi otdzkami: D4 sa takto zapisat kazdé
¢islo z intervalu (0,1)? Je takyto zapis redlnych éisel jednoznaény?

O tom, Ze takyto zapis existuje pre kazdé redlne ¢islo z intervalu (0,1) by nds mohla
presvedéit nasledujica tivaha. Rozdelme interval (0,1) na dve rovnaké polovice: (0,3) a
(%, 1). Cislo r uréite patri do niektorého z tychto intervalov, jeho krajné body ozna¢me Iy a

a,

ro. Plati teda lo < r < rg. Pritom ¢islo Iy je tvaru %, kde ag € {0,1}, a plati 7o —lp = %

V druhom kroku rozdelime interval (lo, ro) opif na dve rovnaké éasti. Cislo r patri do nie-
ktorého z intervalov (I, Z‘JJ“TTO) a (MTTO, r9). Koncové body intervalu obsahujtaceho r ozna¢ime
ako I1, r1 a opdf si vSimneme, ze I; = % + 54 pre nejaké ap,a; € {0,1},ar —1; = 2%

Indukciou modzeme analogicky postupovat dalej. V indukénom kroku méme ¢isla I, a r,
také, ze 1 € (L, 1), ln = i p ser pre nejaké ag,...,a, € {0,1} ar, — 1, = QH% Opif
plati, Ze r patri do niektorého z intervalov (l,,, l”"’%) <l“%, ) dizky Qn% Tento interval
si oznacime (l,,11,7,+1). Oc¢ividne plati l,,11 = I,, alebo l,,41 = I, + 2,1%, teda Cislo 1,11 je
tvaru E?jol setr pre nejaké ag, ..., an41 € {0,1}, pricom ag,...,a, su tie isté cisla, ktoré
urcovali ¢islo ,,.

Indukciou takto zostrojime postupnosti (a,)5%q, (1n)5%y a (1,)22, také, Ze pre vietky

80



KAPITOLA 4. KARDINALNE CISLA 81

A

1Y

1

Obr. 4.4: Bijekcia medzi R a (—1,1)

n € N plati

1
Tn — ln = W
LI
i
ln = Z 9it1
1=0
an, € {0,1}

Z uvedenych vlastnosti je zrejmé, ze obe postupnosti [,, aj r, konverguja k ¢islu r. To zna-
mena4, Ze r je limita postupnosti ¢iastoénych stctov radu Y .o, 541, Co je len iné vyjadrenie

rovnosti
oo
r= E an
- 2i+1"

=0

Vidime teda, Ze kazdé ¢islo z intervalu (0, 1) mé bindrny rozvoj. Tento rozvoj v8ak nemusi

byt jednozna¢ny. Napriklad ¢islo

1 1 1

5 = 92 + 23 + ...
sa d4 dostat pomocou dvoch réznych postupnosti (1,0,0,...) a (0,1,1,...) z {0, 1}V, Po-
dobnym spoésobom vieme dostat dva rozne rozvoje pre kazdé, ktoré sa da bindrne zapisat
pomocou kone¢ného poctu jednotiek. Stacéi, ked posledné éislo tvaru ﬁ, n € N, ktoré sa
vyskytuje v tomto zépise, nahradime sacétom Y7, 5 5.

Ukazeme si, ze toto je jediny pripad, kedy dochadza k nejednozna¢nosti. Inymi slovami,
ak zakdzeme konec¢né bindrne rozvoje, tak pre kazdé éislo z intervalu (0,1) budeme uz mat
jediny rozvoj. To isté plati, ak zakdzeme také rozvoje, ktoré poc¢nic od istého miesta uz
pozostavaju len zo samych jednotiek.
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10

-10 +—

Obr. 4.5: Bijekcia medzi (—1,1) a R

Predpokladajme, ze plati

[eS) o [eS) bk
Z okt1 Z ok+1’

k=0 k=0

pricom postupnosti (a,)%, (b,)2%, € {0,1}" sa nerovnaji. Nech ny je prvy index, na
ktorom sa tieto postupnosti lisia. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech a,, = 1 a b,, = 0. Oznacme

e
k
A= Z 2k+1
k:no
o0 o0
bi, bi,
b= ok+1 — Z ok+1
k=ng k=no+1

Vieme, Ze plati A = B. Stcasne vSak B < Z;inoﬂ Qk% = 2”0%, pri¢om rovnost nastane

jedine v pripade, ze by 41 = bpy42 = --- = 1. StGcasne plati A > 2"0% a rovnost nastane
jedine pre ap, =1 a any4+1 = apy+2 = -+ = 0. teda ide skutocne presne o taky pripad, aky

sme pred chvilou popisali.
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Z toho, ¢o sme doteraz uviedli, je zrejmé, Ze existuje bijekcia medzi ¢islami z intervalu
(0,1) a postupnostami nil a jednotiek s vynimkou tych, ktoré oznacuji len konecne vela
jednotiek. Postupnostiam z {0, 1} zasa mozeme bijektivne priradif podmnoziny N (pozri

dokaz vety [4.2.4). Teda mame
[(0,1)| = {B C N; B nie je kone¢na}|.

KedZe z nespocitatelnej mnoziny P(N) sme vynechali mnozinu vSetkych koneénych podmno-
zin N, ktora je spocitatelnd (tiloha [4.4.3)), dostdvame podTla tilohy ze |(0,1)] = |P(N)| =
Mo — .

Uz sme videli, ze R ma rovnaki kardinalitu ako Tubovolny interval, dostavame teda

Tvrdenie 4.5.1.
(0, 1)] = [{0,1)] = [R| = 2% = ¢

To isté plati aj pre lubovolné intervaly tvaru (a,b), (a,b), (a,b) ¢ {a,b).

V dokaze sme pouzivali Cantor-Bernsteinovu vetu, mozete sa pokusit néjst priamo bijekcie
medzi mnozinami (0, 1), (0,1), (0,1), (0,1) a R. Je vela spdsobov, ako sa to dé urobit, ku
niektorym moznostiam by vas mohli inSpirovat obrazky [4.6] ¢i [4.7]

yll

1 o ,/D

N[= ——

W ——

o ——
—_

Obr. 4.6: Bijekcia medzi (0,1) a (0, 1)

<

I,
W=
[V}

Obr. 4.7: Bijekcia medzi (0,1) a (0, 1)

Tvrdenie 4.5.2. Kardinalita mnoZiny vsetkych spojitych zobrazeni z R do R je c.
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84 Mohutnost niektorych v praxi sa vyskytujiicich mnozin

Tento fakt do istej miery kontrastuje s tym, Ze vSetkych zobrazeni z R do R je ¢* =2° > ¢
(pozri tlohu [4.3.1). D4 sa teda povedaf, Ze nespojitych zobrazeni je ovela viac ako spojitych.

Dokaz. Staci si uvedomit, ze ak vieme aké hodnoty nadobtuda spojité zobrazenie f: R — R
na racionalnych ¢islach, tak tym je uz toto zobrazenie jednoznacne uréené. (Racionélne éisla
tvoria hustt podmnozinu realnych ¢isel, pre kazdé realne éislo existuje postupnost racionél-
nych éisel, ktord k nemu konverguje.) Mame teda injekciu medzi spojitymi zobrazeniami z R
do R a fubovolnymi zobrazeniami z Q do R urcent predpisom f +— f|g. Kardinalita mnoziny
zobrazeni z Q do R je

|R‘|Q\ = Mo — (QNO)NO — 9Ro-Ro _ 9Ro _

Teda spojitych zobrazeni z R do R je nanajvys 2% = ¢,

Stcdasne vieme lahko najst pre kazdi podmnozinu A C Z spojiti funkciou f: R — R takq,
7e flz = xa. (Jednou z moznosti je lomend ¢iara.) Z toho mame, Ze hladand kardinalita je
asponi |P(Z)| = 2% = ¢. O

Priklad 4.5.3. Sice uz vieme, ze |R| = [(0,1)| = ¢, a teda tieto mnoziny s nespocitatelné, na
tomto mieste mozeme vSak vyuzit desiatkovy rozvoj redlnych ¢isel na to, aby sme si tento fakt
ukézali pouzitim Cantorovej diagonalnej metédy (poznémka. Postup je velmi podobny
ako v priklade [£.3.2]

UkéZzeme, ze mnoZina (0, 1) je nespocitatelna. Vieme, ze kazdé ¢islo z tejto mnoZiny sa
da jedingm sposobom zapisat v tvare z = >~ 1o @ navyse ak vylicime konecné rozvoje
(t.j. také, kde s od istého miesta vSetky ¢isla nulové), tak je tento rozvoj jednoznaény.
Desiatkovy zépis budeme zapisovat v tvare 0.apajas ... (MoZete sa pokusif sami si overit
existenciu a jednoznacnost takéhoto zdpisu — postup je podobny ako v pripade dyadického
zépisu. VSeobecnejsie tvrdenie, hovoriace o rozvoji pri lubovolnom zéklade, ndjdete napriklad
v [SHHK, kapitola 3.6].)

Predpokladajme, Ze interval (0, 1) je spocitatelny. To znamena, Ze existuje bijekcia f: N —
(0,1). Kazdé z ¢isel f(0), f(1), f(2),--- € (0,1) sa d4 zapisat pomocou desiatkového zapisu

f(0) = O.aéo)ago)aéo) ..
f(1) = 0.agl)a§1)a(21) ..
f(2)= O.Géz)agz)a(;) ..

Pomocou tychto desatinnych zapisov zadefinujeme nové cislo
b= 0.bgb1bs . ..

tak, ze by # aik) a stcasne by # 0. Mézeme napriklad polozit by = a,ik) + 1 ak a,(f) <9a
b, = 8 ak al(f) = 9. Cislo, ktoré sme takto dostali mé nekonecény zapis v desiatkovej ststave
rozny od vSetkych ¢isel f(n), n € N. (Od ¢isla f(n) sa lisi prinajmensom na n-tom mieste
zépisu, mozno aj na nejakych dalsich.)

Teda b # f(n) pre ziadne n, ¢o je v spore s predpokladom, Ze f je bijekcia.

Cvicenia

Uloha 4.5.1. Ukézte, ze kardinalita mnoziny vsetkych iracionalnych é&isel je c.
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4.6 Aplikacie kardinalnych éisel

4.6.1 Existencia transcendentnych cisel

Najprv pripomenme definiciu algebraickych a transcendentnych ¢isel.

Definicia 4.6.1. Komplexné &islo a sa nazyva algebraické, ak existuje polyném f(z) € Z[z]
s celoCiselnymi koeficientami taky, ze f(a) = 0, t.j. a je koretiom tohoto polynému. Komplexné
¢islo, ktoré nie je algebraické, sa nazyva transcendentné.

UkéZzeme, Ze mnozina algebraickych ¢isel je spocitatelnd. Z toho vyplyva, Ze existuju aj
transcendentné cisla.

Tvrdenie 4.6.2. MnozZina A vsetkiyjch algebraickijch ¢isel je spocitatelnd.

Dokaz. Vyuzijeme fakt, ze kazdy polyném f € C|x] stupfia n ma v C najviac n koretiov.
(Presne n, ak by sme zapocitali aj ich nasobnost.)

Najprv vypocitajme kardinalitu mnoZiny Z[z| vSetkych polynémov s celoéiselnymi koefi-
cientami. Kazdy polyném stupnia n je jednoznaéne uréeny postupnostou koeficientov a, €
Z ~ {0}, an_1,...,a9 € Z. Kardinalita mnoziny P, vSetkych polynémov stupiia n s celo¢i-
selnymi koeficientami je teda Ny = No.

Mnozinu Z[r] mdzeme vyjadrit ako Z[z] = J, cn
spoéitatelnych mnozin. Teda dostdvame |Z[z]| = No.

Kazdé algebraické ¢islo je korefiom nejakého polynému zo Z[z]. Takyto polyném mé
najviac n koreilov. Dostédvame teda

[A] < [Z[x][-Ro = Ro.

P, ¢ize ide o spocitatelné zjednotenie

Stcasne plati [A| > Ng, kedze kazdé celé ¢islo je algebraické. O

Z predchédzajiceho tvrdenia uz dostaneme existenciu transcendentnych éisel (pozri ilohu
4.6.2)).

Désledok 4.6.3. Kardinalita mnoZiny C\ A je ¢. Z toho dostdvame, Ze existuje aspor jedno
transcendentné cislo.

4.6.2 Vypocitatelné funkcie

V tejto Casti si povieme — aspon velmi zjednoduSene a neforméalne — nie¢o o vypocitatelnych
funkciach.
Zjednodusene by sme mohli zaviest pojem vypocitatelnej funkcie takto:

Definicia 4.6.4. Funkcia f: N — N sa nazyva vypocitatelnd, ak existuje algoritmus ktory
pre vstup n vrati f(n).

Otézka je, ako by sme mohli spresnif definiciu pojmu algoritmus, ktory sa vyskytuje
v predchadzajicej definicii. Existuje viacero teoretickych modelov algoritmu, sndd najrozsi-
renejsi je Turingov stroj. Pre jednoduchost si vSak mozete na tomto mieste predstavit pod
pojmom algoritmus program (procedtru) vo vaSom oblibenom programovacom jazyku.

Program nie je vlastne ni¢ iné, nez koneény refazec znakov, ktory navyse musi spliiat
uréité pravidla. Kedze pouzivame iba koneéne vela znakov, vSetkych moZznych programov je
najviac tolko ako koneénych postupnosti prvkov z danej koneénej mnoziny, ¢o je No.

Stucasne vieme, Ze vSetkych zobrazeni z N do N je Ngo = ¢ > Ny. Z toho vidime, Ze existuju
funkcie, ktoré nie st vypocitatelné (nedaju sa naprogramovat). Zaujimavé je snad aj to, ze
sa ndm ich existenciu podarilo dokdzat bez toho, aby sme nejakt konkrétnu nevypoditatelna
funkciu zostrojili.
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Cvicenia

Uloha 4.6.1. Funkcia f: R — R sa nazjva funkciou prvej Bairovej triedy, ak existuje
postupnost spojitych funkcii (f,,: R = R),cn, ktord k nej bodovo konverguje (t.j. pre kazdé
x € R ¢iselnd postupnost f,(z) konverguje k f(z)). Ak4 je kardinalita mnoziny vSetkych
funkcii prvej Bairovej triedy? Viete na zdklade kardinality ukdzat, Ze existuje funkcia, ktord
nie je prvej Bairovej triedy?

Uloha 4.6.2. Ukézte, Ze mnozina vietkych transcendentnych ¢isel ma kardinalitu c.
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Kapitola 5

Axioma vyberu

Axiéma vyberu sa do istej miery 1isi od ostatnych axiém ZFC. Hlavny rozdiel je v tom, Ze kym
ostatné vlastnosti zaruc¢uju existenciu nejakej mnoziny, ktora je explicitne popisana pomocou
nejakej vlastnosti prvkov tejto mnoziny, tu sa postuluje existencia vyberovej mnoziny, ale
takyto popis tejto mnoziny axiéma vyberu neposkytuje.

Tato odlisnost a tiez to, Ze z axiémy vyberu sa podarilo odvodif niektoré zdanlivo dost
paradoxné vysledky videli k tomu, Ze medzi matematikmi sa nasli aj taki, ktori tejto axiéme
neddverovali, odmietali ju alebo sa snazili navrhnit nejaké alternativny, ktoré by ju nahradili.

Na druhej strane, ako sa budeme snazit ilustrovat i v tejto kapitole, axiému vyberu
pouzivame vo viacerych velmi zdkladnych a Casto pouzivanych matematickych vysledkoch.
V naSej matematickej praxi sme ju teda zvyknuti pouzivaf, preto moéze pre nas byt préaca
v systéme ZF bez axiémy vyberu pomerne neobvykld. Velmi lahko sa moZe stat, Ze si ani
nevsimneme, Ze pouZivame axiému vyberu. Budeme v8ak (tak ako je v matematike zvykom)
dévat pozor na to, ¢i pouzivame axiému vyberu, alebo nie. Pokial pre nejaké tvrdenie mame
aj dokaz, ktory ju nevyuziva, uprednostime ho pred dékazom zaloZenom na axiéme vyberu.

Z uvedenych dovodov vzniklo mnoho matematickych prac, ktoré sa podrobne venuju
tomu, aké vysledky je mozné odvodif bez axiémy vyberu a pre aké je nevyhnutné. Takisto
sa $tuduje mnoho slabgich foriem axiémy vyberu. Stiadium takéhoto typu problémov je jedna
z oblasti teérie mnozin, ktord sa v poslednych rokoch tesi velmi Zivému zaujmu.

Axidéme vyberu je venovand velmi rozsiahla literattra, mozeme spomentt napriklad knihy
[He2l HR], [J, M]. Uvedené knihy stt mozno na prvé ¢itanie pomerne naroc¢né, v pripade, Ze by
ste sa o tito problematiku zaujimali hlbsie, mozno by mohla byt pre vés zaujimavé kniha [B2],
v ktorej sa striktne rozlisuja vysledky pouzivajice axiému vyberu a je tu napriklad odvo-
denych viacero vysledkov, na ktoré sta¢i axiéma vyberu pre spodéitatelny systém podmnozin
nejakej spocitatelnej mnoziny. Niektoré iivahy o axiéme vyberu a jej moznych alternativach
najdete aj v [Z2]. Tieto knihy maji navySe tG vyhodu, Ze st v slovenéine. Struény prehlad
o axiéme vyberu a ordinédlnych ¢islach podava aj ¢lanok [Z1] (tiez v slovenéine).

Axiéma vyberu ma délezité aplikdcie v mnohych oblastiach matematiky. V teérii mnozin
je to napriklad uz spominand porovnatelnost Iubovolnych dvoch kardinalit, moZzeme vSak
spomenut aj Hahn-Banachovu vetu, ¢i Krein-Milmanovu vetu vo funkcionalnej analyze, Ti-
chonovovu vetu vo vSeobecnej topoldgii, existenciu algebraického uzéveru pola v algebre. Po
precitani tejto kapitoly by ste sa mohli (celkom oprédvnene) pytat na to, preco som v nej
uviedol len velmi mélo aplikicii axiémy vyberu, ked tvrdim, Ze sa axiéma vyberu pouziva
takmer v kazdom odvetvi matematiky a mé velky vyznam. Dovody st dva. Jednym z nich
je, ze som sa snazil uviest aplikacie, ktoré nevyzaduja prilis velké znalosti z nejakej oblasti.
(Ak by som napriklad chcel ukazat Tichonovovu vetu — sGéin kompaktnych priestorov je
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opiaf kompaktny — musel by som predtym ako pripravu povedat dost vela o topologickych
priestoroch v8eobecne a $pecidlne o kompaktnych topologickych priestoroch.) Druhy dévod
je ten, Ze niektoré dosledky axidmy vyberu si dokdZeme aZz neskor, ked sa nauc¢ime pouzivat
transfinitna indukciu.

5.1 Ekvivalentné formy axiomy vyberu

Zékladnu formu axiémy vyberu, ktortt sme uviedli v ¢asti 2.3} mozeme preformulovat viace-
rymi ekvivalentnymi sposobmi.

Na tomto mieste je sndd vhodné vysvetlit, Ze budeme v dokazoch o ekvivalencii axiémy
vyberu s niektorymi dalsimi tvrdeniami pracovat v ZF a nie v ZFC. Je to velmi prirodzené —
pokial chceme ukéazat, Ze axiéma vyberu je ekvivalentnd s nejakym inym vyrokom, musime
pracovat v systéme, kde tdto axidma nie je axidmou ale tvrdenim

Zacnime tym, ze pripomenieme, ako sme zaviedli axiému vyberu v ¢asti [2.3

Axiéma VIII (Axiéma vyberu).
(VS)[(VA € S)(A#AMANNVA € S)(VB e S)(A#B= AnB =0) = (V)(VA € §)(Fz)(VNA = {z})]

Pre kazdy systém neprazdnych po dvoch disjunktnych mnozin existuje vyberovad mnozina,
t.j. takd mnozina, ktord mé s kazdou z mnozin tohoto systému jednoprvkovy prienik.

Axidéma vyberu sa ¢asto zvykne oznacovat AC (z anglického ,axiom of choice®).

Pomerne jednoducho vieme néjst niekolko pribuznych tvrdeni, ktoré st (v ZF) ekviva-
lentné s axiémou vyberu. V dalsom budeme vcelku bezne pouzivat i Casti a tvrdenia
[6.1.2] pouzivat pod pomenovanim axiéma vyberu.

Definicia 5.1.1. Nech S je mnozina. Zobrazenie f: S — |JS sa nazyva selektor alebo tieZ
vyberovd funkcia na mnozine S, ak plati

(Ve S)f(x) € x.

Pomenovanie vyberova funkcia je pomerne prirodzené — je to funkcia, ktord z kazdej
mnoziny v S vybera nejaky jej prvok.
{ekviv:TVRACEKVPROD}
{ekviv:itac} Tvrdenie 5.1.2 (ZF). Nasledujice podmienky si ekvivalentné (ako turdenia ZF):
{ekviv:itSELDIS]} (i) azidma vijberu;
{ekviv:itSEL} (ii) pre kazdy systém neprdzdnych po dvoch disjunktngch mnoZin existuje selektor;
{ekviv:itPROD} iii) pre kaZdy systém neprdzdnych mnoZin existuje selektor;

) kartezidnsky sicin lubovolného systému neprdzdnych mnoZin je neprazdny, t.j.

(Vie )X; #0 = [1x: #0;
iel
{ekviv:itREL}
(v) ak R je relacia medzi mnoZinami A a B takd, Ze pre kaZdé a € A existuje b € B
{ekviv:itSURJ} s vlastnostou aRb, tak existuje funkcia f: A — B takd, Ze f C R;
(vi) ak f: A — B je surjekcia, tak existuje g: B — A také, Ze fog=1idg.

Dokaz. = : Ak S je systém neprazdnych po dvoch disjunktnych mnozin, tak podla
(i) existuje mnozina V' s vlastnostou, ze VN A = {z} je jednoprvkovd mnozina pre kazdé
A € §. Potom moZeme definovat funkciu f na mnozine S tak, Ze f(A) je prave taky prvok
x, pre ktory x € VN A. Z toho, ze V N A je vzdy jednoprvkova mnozina vyplyva, ze takto
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skutoéne definujeme zobrazenie. Takisto vidime, Ze plati f(A) =z € A. Z toho, zex € A€ S
je zrejmé, ze f(A) = x je prvkom |J S, ¢ize ide skutocne o zobrazenie do mnoziny |JS.

= : Ak S je systém neprazdnych po dvoch disjunktnych mnozin a f: S — (JS je
selektor na S, tak staci polozit V = {f(A); A € S}. Ocividne plati VN A = {f(4)}.

= (ii): Nech S je Iubovolny systém neprézdnych mnozin. Definujme S’ ako

S’ ={Ax{A};AeS).

Potom &’ je systém neprazdnych mnozin, ktoré st navySe po dvoch disjunktné. (Ak totiz
Ax{A} a Bx{B} obsahuju nejaky spolo¢ny prvok, tak tento prvok je usporiadanou dvojicou
a na druhej stradnici mame v jednom pripade A a v druhom B. To znamend, 7e A = B.)

Nech teraz f je selektor na mnozine S’. Potom mozeme definovat zobrazenie g: S — |JS
takym spdsobom, Ze g(A) = z, kde = je taky prvok, pre ktory (z, A) = f(A). Potom mame
(x,A) € Ax {A} axz € A, ¢ize g je selektor. (Struéne by sme mohli napisat, ze g = py o f,
kde p; oznacuje projekciu z (|JS) x S na prva stradnicu.)

= : Zrejmé.

(i) < : Vyplyva priamo z definicie kartezianskeho stc¢inu systému mnozin a definicie
selektora.

(i) = (v): Pre kazdé a € A ozna¢me B, = {b € B;aRb}. Systém {B,;a € A} je systém
neprazdnych mnozin a selektor f pre tento systém je funkcia s pozadovanymi vlastnostami.
(Pre kazdé a € A plati f(a) € B, ¢ize aRf(a), teda kazdé dvojica (a, f(a)) patri do R, ¢o
znamend, ze f C R.)

= (fii): Nech S je Iubovolnd mnozina, ozna¢me B := [JS a uvazujme reldciu R :=
{(4,2) € § x B;x € A} medzi mnozinami S a B. Potom existuje funkcia f: S — US
s vlastnostou, Ze pre vSetky A € S plati (4, f(A)) € R, t.j. f(A) € A. Tato funkcia je
selektor na S.

= : Tato implikaciu sme uz dokézali v tvrdeni

= : Nech S je systém neprazdnych disjunktnych mnozin. Definujme zobrazenie
f: US — S tak, ze f(z) = A ak © € A. Tento predpis skutoéne definuje zobrazenie, lebo
vdaka disjunktnosti systému S kazdému x mozeme priradif len jednu mnozinu. Z toho, Ze
kazdé mnozina v S je neprazdna, vyplyva, Ze toto zobrazenie je surjektivne.

Potom existuje zobrazenie g: S — |JS také, ze f(g(A)) = A, ¢o znamend, ze g(A) € A.
Teda g je selektor na S. O

Uvedené tvrdenia boli v podstate len jednoduchymi preformulovaniami axiémy vyberu.
Zvysok tejto podkapitoly budeme venovat dalsim tvrdeniam, ktoré sa (v ZF) ekvivalentné
s AC. Tieto tvrdenia st v matematike velmi ¢asto pouzivané a preto snidd aj o Cosi zau-
jimavejsie, nez vysledky z predchédzajiceho tvrdenia; aj niektoré z dokazov budii o dost
narocnejsie.

Este pred dokazanim najdolezitejsej vety tejto casti dokadzeme lemu, ktora sa ndm bude
viackrat hodif v niektorych dokazoch.

Definicia 5.1.3. Podmnozinu ¢iasto¢ne usporiadanej mnoziny (P, <), ktora je usporiadanim
< linearne usporiadané, budeme nazjvat refazec v P.

Lema 5.1.4. Nech A je mnoZina a C # 0 je systém ciastoénych usporiadani na mnoZine
A taky, Ze pre lubovolné C,D € C plati C C D alebo D C C. (Inak povedané, C je retazec
v mnozine vsetkych reldcii ¢iastocného usporiadania na A iastocne usporiadanej reldciou
C.) Potom R :=JC je tieZ diastocné usporiadanie na A.

Navyse, ak vsetky ciastocné usporiadania v C su linedrne, tak aj R je linedrne usporiada-
nie.
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90 Ekvivalentné formy axiémy vyberu

Dokaz. Je oéividné, ze R = |JC je relacia na A. Pre tato relaciu chceme overit reflexivnost,
antisymetriu a tranzitivnost.

Reflexivnost. Nech a € A. KedZe C # 0, existuje C € C. Relacia C je reflexivna, ¢ize
(a,a) € C. Potom aj (a,a) € R=JC.

Antisymetria. Nech a,b € A. Nech plati (a,b) € R aj (b,a) € R. To znamen4, Ze existuji
Ci2 € C také, ze (a,b) € Ci a (b,a) € C,. Podla predpokladov lemy ale plati Cy C Cy
alebo Cy C C;. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze C7; C Cy (druhd mozZnost je
symetrickd). Potom mame aj (a,b) € Cs a z antisymetrie reldcie Cy dostavame a = b.

Tranzitivnost. Nech a,b,c € A a plati (a,b) € R aj (b,¢) € R. Potom existuju C12 € C
také, ze (a,b) € Cy a (b,c) € Cy. Opiit, bez ujmy na vSeobecnosti, nech C; C Cy. Mame
(a,b) € C1 C Cq a (b,c) € Cy. Z tranzitivnosti relacie Cy dostaneme, ze (a,c) € Cq, a teda
aj (a,c) € R.

Teraz predpokladajme navyse, ze vSetky Ciasto¢né usporiadanie patriace do C s aj line-
arne. Nech a,b € A. Kedze C # (), existuje aspoii jedno linearne usporiadanie C' € C. Prvky a
a b s v usporiadani C' porovnatelné, ¢ize plati (a,b) € C'V (b,a) € C. Kedze C C R, mame
potom aj (a,b) € RV (b,a) € R, ¢ize R je skuto¢ne linedrne usporiadanie. O

Veta 5.1.5 (ZF). Nasledugjice podmienky si (ako tvrdenia systému ZF) ekvivalentné s axi-

omou vyberu:

(WO) Na kazdej mnoZine existuje dobré usporiadanie.

(PM) Pre kazdy retazec v ¢iastocne usporiadanej mnoZine (P, <) existuje mazimdlny retazec,
ktory ho obsahuje.

(ZL) Ak kazdy retazec v éiatoéne usporiadanej mnozine (P, <) md horné ohranicenie, tak
(P, <) md mazimdlny pruok.

Tvrdenie WO sa zvykne nazyvat princip dobrého usporiadania, PM je princip mazimality
(alebo tiez Hausdorffov princip maximality) a ZL sa zvycajne vola Zornova lema.

Ako budeme vidiet aj v tejto kapitole, pri pouziti principu maximality a Zornovej lemy
sa velmi casto ako ¢iasto¢né usporiadanie voli C.

Poznamka 5.1.6. Skor neZ sa zacneme venovat dokazu ekvivalencie medzi uvedenymi for-
mami axiémy vyberu, vS§imnime si, ze vSetky platia pre prazdnu mnozinu. To ndm umozni
v dokazoch sa zaoberat uz len netrividlnymi pripadmi.

AC: Selektor na prazdnom systéme mnozin je prazdne zobrazenie.

WO: Jediné mozné ¢iastoéné usporiadanie na () je prazdna reldcia ), ide o dobré usporiadanie.
PM: Ak P = (), tak jediny refazec v P je prazdny refazec. Cize kazdy refazec je obsiahnuty
v prazdnom retazci .

ZL: Jediny mozny retazec () nemé horné ohranidenie v (). Teda predpoklad implikacie je
nepravdivy a implikacia uvedend v Zornovej leme plati.

Jednotlivé implikicie v dokaze vety dok4Zzeme samostatne, najprv sa pozrieme na
t z nich, ktora je najjednoduchsia.

Dokaz implikacie WO =AC. Nech S je systém neprazdnych mnozin. Podla WO existuje
dobré usporiadanie < na mnozine | JS. Zobrazenie f definované predpisom

f(A) =min A,
t.j. kazdej mnozine z S priradime jej najmensi prvok vzhladom na usporiadanie <, je selektor

na S. (Pre kazdé A € S existuje najmensi prvok, lebo ide o neprazdnu podmnoZinu dobre
usporiadanej mnoziny (|JS, <).) O
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Dokaz implikdcie ZL =WO. Nech A je mnozina, chceme ukézat, ze existuje dobré usporia-
danie na A.

Nech P je systém vsetkych dvojic (B, R), kde B C A a R je dobré usporiadanie na B.
Na P zavedieme c¢iastocné usporiadanie

(B,R) < (B',R) & (B, R) je pociato¢nym tsekom (B’, R');

t.j. B C B’, R je zZenim reldcie R’ na mnozinu B a B m4 t vlastnost, Ze ak b € B a V' R'D,
tak aj b’ € B.

Pomerne Tahko sa overi, 7e < je ¢iastoéné usporiadanie na P. Aby sme mohli pouZit
Zornovu lemu, musime este ukazat, ze kazdy refazec v P m4 horné ohranicenie.

Nech C je retazec v (P, <). Polozme

B = U B,
R:= U R.

Inak povedané, (B, R) sme definovali tak, Ze sme zjednotili vietky prvky refazca; relacia R
na kazdej mnozine B splyva s prislusnou reldciou R. O¢ividne pre lubovolné (B, R) € C plati
B C B a R C R. Ak teda ukaZeme, ze (B, R) € P, tak (B, R) je hornym ohrani¢enim pre
retazec C.

Je zrejmé, ze B C A, treba overit, ze R je dobré usporiadanie na B. Z lemy vieme,
7e R je Ciastoéné usporiadanie.

Este ukazme, 7e (B, R) je dobre usporiadand mnozina. Nech A je neprdzdna podmnozina
B. Z neprazdnosti vyplyva, Ze existuje a € A a z definicie mnoziny B vyplyva, Ze existuje
(B,R) € C tak, Ze a € B. Polozme m := ming(A N B), t.j. m je najmensi prvok mnoZiny
AN B v usporiadani R. (Takyto prvok existuje vdaka tomu, Ze (B, R) je dobre usporiadand
mnozina.) Tvrdime, #e potom m je najmensi prvok mnoziny a v usporiadani R.

Nech o’ € A. Kedze A C B, existuje (B’, R') € C také, ze a’ € B'. Pretoze C je retazec,
jeho prvky (B, R) a (B’, R') s porovnatelné. Mozu nastat dva pripady:
Ak (B',R') < (B,R), tak B’ C B, ¢o znamend, ze a’ € AN B, a teda mRa' (kedZe m je
najmensi prvok mnoziny A N B), ¢ize aj mRa'.
Druhy moZny pripad je (B,R) < (B’,R’). Ak a € B, tak mdzeme bezo zmeny zopakovat
tvahu z predchadzajiceho pripadu. Zostava teda len pripad a € B’ \. B. Potom v8ak nemoze
platit aR'm, lebo B je podiatoény tsek B’ a z podmienky m € B by sme potom dostali aj
a € B. Kedze R’ je linedrne usporiadanie, zostava len druhd moznost mR’a. To ale znamena,
ze mRa.

Ukézali sme, ze (P, <) spliia predpoklady Zornovej lemy. Teda v (P, <) existuje maximalny
prvok, ozna¢me ho (By, Ry). Ak ukdZzeme, ze By = A, tak Ry je dobré usporiadanie na A.

Sporom. Nech by A \ By # (). Potom existuje a € A \ By. Na mnozine By U {a} zadefi-
nujeme relaciu R = Ry U (Bg U {a}) x {a}, inak povedané, pre z,y € By U {a}

TRy & zRyy Vy = a.
Lahko sa overi, ze R je dobré usporiadanie na mnozine By U {a} a (By, Rp) je po¢iatoénym

usekom (Bp U {a}, R), ¢ize
(Bo, Ro) < (Bo U{a}, R).

To je ale spor s predpokladom, Ze (By, Ro) je maximalny prvok (P, <). O
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Napriek tomu, Ze implikicia ZL = AC vyplyva z uz dokdzanych implikacii, rozhodli sme
sa podat aj tento dokaz, pretoZe je typickou ukdzkou pouzitia Zornovej lemy. (Ako ¢iastoéné
usporiadanie sa pouZije inklizia.)

Dokaz implikdcie ZL =AC. Nech R je relicia medzi mnozinami A a B tak, ze pre kazdé
a € A existuje aspon jedno b € B s vlastnostou aRb. Definujeme

P={f:A —BACA,fCR},

dize P je mnoZina vSetkych zobrazeni, ktorjch defini¢ny obor lezi pod A’ a ktoré st pod-
mnozinami R; a na tejto mnozine pouzijeme ¢iastoéné usporiadanie C. Vieme, ze (P, C) je
GiastoCne usporiadand mnozina.
Vsimnime si, ze ak pre zobrazenia f: Ay — B, g: Ay — B plati f C g, tak aj As C As.
Overme, 7e tato mnozina splia predpoklady Zornovej lemy. Nech C je retazec v (P, <).

Definujme
g = U f-
fec

Ak ukdzeme, 7ze g € P, tak g je o¢ividne hornym ohraniéenim refazca C.

Je zrejmé, ze g C R. Treba teda uz len overit, Ze g je zobrazenie

Polozme D := {a € A;(3b € B)(a,b) € g}. Nasim cielom je ukazat, ze pre a € D existuje
jediné b s vlastnostou (a,b) € g.

Ak (a,b) € g, znamend to, Ze existuje f € C také, ze f(a) = b. Ukdzeme, Ze pre kazdé
b s vlastnostou (a,b’) € g plati ¥ = b. Z (a,b’) € g méme existenciu f' € C takého, ze
f'(a) = V. Kedze C je retazec, tak f C f’ alebo f C f’. Nech napriklad f C f’' (druhy
mozny pripad sa vyriesi analogicky). Potom (a,b) € f C f/'. Mame teda (a,b) € f’ a stasne
(a,b) € f'. Podla definicie zobrazenia ale ku kazdému a existuje iba jeden prvok s takouto
vlastnostou, a teda b = b’. Ukézali sme, Ze g je skutofne zobrazenie.

Zatial sme overili, ze mnozina P spliia predpoklady Zornovej lemy. Potom ale tato mnozina
mé maximélny prvok. Ozna¢me ho f. Tvrdime, Ze f je zobrazenie definované na celom A.

Dokéazeme to sporom. Nech by f bolo definované na vlastnej podmnozine A’ g A. To
znamend, Ze existuje ag € A~ A’ a k tomuto ag existuje b € B také, Ze agRb. Definujme
zobrazenie f na mnozine A’ U {ao} tak, Ze

- {f(a) ac A,

b a = ap;

inak povedané f|4 = f a f(ag) = b. Oc¢ividne f € P a f S f. To je ale spor s predpokladom,
Ze [ je maximalny prvok (P, Q). O

Predchadzajice dokazy by nas mali presvedéit, Ze Zornova lema je pomerne silnym pros-
triedkom na dokazovanie — akonahle si osvojime metdédu jej pouzitia, st takéto dokazy vcelku
lahké. (V odbornych ¢lankoch a pokroéilejsich textoch ¢asto néjdete napisané len ,vyplyva
z Zornovej lemy*“.)

Teraz ukazeme, ze Zornova lema a pricip maximality sa ekvivalentné v ZF. Doékaz im-
plikdcie ZL = PM je velmi podobny na pouzitie Zornovej lemy v predchadzajicom doékaze,
snad jedina komplikécia je to, Ze tu budeme pracovat s retazcami refazcov.

Dékaz implikdcie ZL =PM. Nech (P, <) je ¢iastofne usporiadand mnozina, P # () a C je
refazec v P. Chceme ukazat, Ze existuje maximélny retazec obsahujtci C.

Bez ujmy na vseobecnosti mozeme predpokladat, Ze C # (). Ak by totiz C bola prazdna
mnozina, moézeme do nej pridat fTubovolny prvok p € P a dokazovat dalej tvrdenie pre retazec
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{p}. Z platnosti uvedeného tvrdenia pre tento jednoprvkovy refazec vyplyva aj jeho platnost
pre prazdny retazec.
Oznac¢me

U = {D;D je retazec v (P,<) a D D C},

¢ize U je mnozina v8etkych refazcov v P, ktoré obsahuju C. Chceme pouzit Zornovu lemu na
¢iastocne usporiadant mnozinu (U, C), potrebujeme teda overit jej predpoklady — Ze kazdy
retazec v (U, C) méa horné ohranicenie.

Nech teda R je retazec v U a &€ := |JR. Ak ukdZzeme, 7e £ € U, tak £ je horné ohranicenie
pre R v (U, Q).

Priamo z definicie £ je zrejmé, ze £ O C. Podla lemy je & refazec.

Teda (U, C) spliia predpoklady Zornovej lemy. Z nej potom vypljva, Ze existuje maximalny
prvok v U, ¢ize maximélny retazec obsahujici C. O

Dékaz implikdcie PM =ZL. Nech (P, <) je ¢iasto¢ne usporiadand mnozina, kde kazdy reta-
zec ma horné ohranicenie.

Potom retazec () je obsiahnuty v nejakom maximdalnom retazci C. Nech m je horné ohra-
ni¢enie refazca C. (Horné ohranic¢enie kazdého retazca existuje podla predpokladov Zornovej
lemy). Tvrdime, Ze m je potom maximalny prvok v C.

Ukézeme to sporom. Ak by m < m’, tak CU{m’} by bol retazec s vlastnostou, CU{m’} 2
C, teda retazec C by nebol maximalny. O

Aby sme mali dokdzant ekvivalenciu vSetkych podmienok uvedenych vo vete [5.1.5] staci
nédm uz len dokézat AC = ZL, resp. AC = PM. Tento dokaz uvedieme neskor, v ¢asti[7.6.2]
ked budeme mat k dispozicii ako dokazovy prostriedok transfinitnii indukciu. Pre ¢itatela,
ktory z nejakého dévodu chee vidiet dokaz bez pouzitia transfinitnej indukcie (¢i uz z ne-
trpezlivosti alebo preto, Ze sa rozhodne vynechat kapitolu o ordinalnych ¢islach a teda aj
transfinitnd indukciu) moézeme odporuéit napriklad ¢élanok [Lew] alebo dokaz uvedeny v [Hal
Section 16].

5.2 Aplikacie axiomy vyberu

Tato podkapitola sleduje dva hlavné ciele. Jednym z nich je ukézat, Ze v matematike beZne
pouzivame axiému vyberu, dokonca sme na to tak zvyknuti, Ze si to ¢asto ani nevSimneme.
Druhym cielom je ukdzat na nejakych vysledkoch ukézat, Ze axiéma vyberu (alebo jej niektoré
ekvivalentné formy) moézu byt uzitoéné pri dokaze niektorych zaujimavych vysledkov. Na
zéver si ukazeme niektoré menej prijemné a trochu antiintuitivne désledky AC, ktoré by aspon
do istej miery mohli osvetlit, preco tato axiéma bola prijimand s ovela viiéSou neddverou, nez
ostatné axiomy.

Jeden priklad tvrdenia, ktoré poznate z nizsich ro¢nikov a jeho dékaz vyuziva axiému
vyberu, je existencia pravého inverzného zobrazenie k Tubovolnej surjekcii — pozri tvrdenie
. Dokonca sme v tvrdeni ukazali, ze v ZF je toto tvrdenie s axiémou vy-
beru ekvivalentné. Dal$im prikladom takéhoto tvrdenia je ekvivalencia Cauchyho a Heineho
definicia spojitosti.

5.2.1 Cauchyho a Heineho definicia spojitosti

Na tvod si pripometime definiciu spojitosti redlnej funkcie v bode:
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94 Aplikacie axiémy vyberu

Definicia 5.2.1 (Cauchyho definicia spojitosti). Funkcia f: R — R je spojitd v bode a € R,
ak
(Ve >0)(F0 >0)(Vz eR)|z —a| < d = |f(z) — f(a)| <e.

Spojitost (a limita) redlnej funkcie v nejakom bode sa da popisat aj pomocou konvergencie
postupnosti.

Definicia 5.2.2 (Heineho definicia spojitosti). Funkcia f: R — R je sekvencidglne spojitd
v bode a € R, ak pre kazda postupnost (x,)%2, redlnych &isel takd, ze lim z, = a, plati

i f(n) = f(a). o

Definicia sekvencidlne spojitej funkcie vlastne hovori, %e ak nejaka postupnost (x,)%,
redlnych ¢isel konverguje k a, tak postupnost (f(z,))52, konverguje k f(a). Volne povedané,
funkcia f zachovéva konvergenciu postupnosti. Namiesto nazvu ,sekvencidlne spojita“ sa
Casto pouziva aj termin spojitd v Heineho zmysle.

Nasledujtce tvrdenie poznate z matematickej analyzy. Na tomto mieste chceme zdoraznit,
na ktorom mieste dokazu sa vyuziva AC.

Tvrdenie 5.2.3. Nech f: R — R je lubovolnd funkcia a a € R. Funkcia f je spojitd v bode
a prdve vtedy, ked je sekvencidlne spojitd v bode a.

Dokaz. Predpokladajme, ze f je spojitd v bode a a lim z,, = a. Priamo overenim

n—oo
definicie limity postupnosti ukdZeme, ze lim f(z,) = f(a). Nech € > 0 a nech § > 0 je
n—oo
také, ze plati implikicia |v —a| < 6 = |f(z) — f(a)| < e. (Existencia takého ¢ vyplyva zo
spojitosti f.) Potom z konvergencie postupnosti (z,)22, k ¢islu a vyplyva, Ze existuje ng
také, ze n > ng = |z, — a| < J. Potom ale dostavame pre vSetky n > ng platnost nerovnosti

[f(zn) = f(a)| <e.

Budeme postupovat sporom. Predpokladajme, ze funkcia f je sekvencidlne spojita
v bode a, ale nie je v tomto bode spojita. Nespojitost f v bode a znamené

(Fe > 0)(V0 > 0)(Fxr e R)|x —a| <A |f(z) — fla)] > e

Speciélne ak polozime 6,, = % tak mame pre kazdé n zarucenu existenciu ¢isla z € R takého,
1

ze |x —a| < - a sacasne |f(z) — f(a)| > e. (Inak povedané, pre kazdé n € N je mnozina
A, = {z € Rjlz —a| < £ A|f(x) — f(a)] > ¢} neprazdna.) Pre kazdé n nejaké také
x vyberieme a ozna¢ime ho x,. (Formaélnejsie: Postupnost z,, definujeme ako selektor na
mnozine {A,;n € N}.)

Potom pre ttito postupnost plati nh_{rgo x, = a a sutasne (Vn € N)|f(z,) — f(a)| > ¢, ¢o

znamend, %e f(x,) nekonverguje k f(a), ¢im dostdvame hladany spor. O

Uvedené tvrdenie hovori o spojitosti funkcie v bode. Pokial by sme sa zaoberali spojitostou
funkcie f: R — R na celom R, tak ekvivalencia Cauchyho a Heineho definicie plati uz v ZF
[He2, Theorem 3.15]. Dokaz je vSak o nieco naroénej$i v porovnani s dokazom, ktory sme
tu uviedli pre spojitost v bode. Tento vysledok pochédza od W. Sierpiiskeho. EI 7Z platnosti
ekvivalencie tychto dvoch definicii spojitosti pre realne funkcie v bode uz vyplyva platnost
axiémy vyberu pre spoéitatelné systémy podmnozin R (t.j. pre kazdy systém {4; € P(N);i €
N} neprézdnych mnozin existuje vyberova funkcia) [Hell, Theorem 1.1], [He2, Theorem 4.54].

1Pozri aj http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/texty/rozne/AC/cont.pdf
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5.2.2 Hamelova baza

Hamelova baza je istym zovSeobecnenim pojmu bazy, ktory poznéate z prvého roc¢nika pre
koneénorozmerné vektorové priestory. Ukazeme, ze Hamelova béza uz existuje pre Tubovolny
vektorovy priestor.

Zaradenie dokazu existencie Hamelovej bazy je motivované viacerymi dévodmi. Tento
dokaz predstavuje typické pouzitie Zornovej lemy. (V drvivej viiésine pripadov st dékazy
vyuzivajice Zornovu lemu ,na jedno kopyto“. TakZe ak zvladnete niekolko aplikacii, Tahko
takyto dokazu budete vedief urobit v inych situdciach vhodnych na vyuzitie Zornovej lemy.)
Dalsi dévod je jeho elementdrnost — okrem poznatkov z tejto prednésky tplne pri dokaze
vysta¢ime s tym, ¢o vieme z prvéackej linearnej algebry. A zaujimavé je aj to, Ze z existencie
Hamelovej bazy budeme vedief odvodit niektoré zaujimavé vysledky.

Definicia 5.2.4. Nech V je vektorovy priestor nad polom F'.

Podmnozinu A C V nazyvame linedrne nezdvislou podmnozinou, ak fubovolny koneény
pocet vektorov z A tvori linedrne nezévisly systém vektorov, ¢ize pre Iubovolné n € N,
C1,...,cp € Faay,..., d, €A plati

c101+ -+ cpd, =0 = cp=---=¢,=0.

Hovorime, Ze podmnozina A C V generuje priestor V| ak kazdy vektor z A sa d& napisaft
ako linearna kombinécia (kone¢ného poctu) vektorov z A, t.j. pre kazdé & € V existujun € N,
c1,...,cp € Faady,..., d, € Ataké, ze

o_z':clo_il—l—-~-+cn62n.

Oznacujeme [A] = V.
Podmnozina A sa nazyva Hamelova bdza priestoru V', ak je linedrne nezavisla a [A] = V.

Uvedené pojmy st pomerne prirodzenym zovsSeobecnenim linearnej nezéavislosti a generu-
juacej mnoziny ako sme ich definovali v kone¢norozmernom pripade.

Uplne rovnakym spésobom, ako ste to dokazali pre bazu kone¢norezmerného vektorového
priestoru v prvom ro¢niku, sa dé overit, Zze B je Hamelova baza priestoru V prave vtedy, ked
kazdy vektor @ sa d4 jednoznacne zapisat v tvare @ = c1d1 + - -+ + ¢, 0.

Existencia Hamelovej bazy vyplynie z nasledujticeho vysledku, ktory pre kone¢norozmerny
pripad poznéte z prvého roc¢nika. Tato veta hovori, ze kazda linedrne nezavisld mnozina sa
dé& rozsirit na bazu.

Veta 5.2.5. Nech V je vektorovy priestor nad polom F a A je linedrne nezdvisld podmnoZina
V. Potom existuje Hamelova bdza B takd, Ze A C B.

Dokaz. Pouzijeme Zornovu lemu pre mnozinu
P={CCV;ACC(C,C je linedrne nezavisla}

Ciastocne usporiadant inklaziou.
Najprv overme, Ze (P, C) spliia predpoklady Zornovej lemy. Nech R je Tubovolny retazec
v P. Tvrdime, 7ze potom D = |JR € P, ¢o znamend, Ze D je hornym ohrani¢enim refazca R.
Inkltzia D O A je zrejmd, treba overit len linedrnu nezévislost mnoziny D. Ak méme

nejaky konecny pocet vektorov ai,...,da, € D, tak pre kazdé &; existuje C; € R tak, ze
a; € C;. Kedze mnozina {Cy;i = 1,...,n} je koneénd linedrne usporiadand mnozina, existuje
iy také, ze C;, = U?:l C;, a teda dy,...,d, € C;. Pretoze C; je linedrne nezavisla mnozina,
vektory djy,...,d, su linearne nezavislé.
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Podla Zornovej lemy existuje teda mnozina B, ktord je maximéalnym prvkom diastoéne
usporiadnej mnoziny (P, C). UkdZzeme, Ze tdto mnozina je Hamelovou bézou priestoru V.

Priamo z toho, ze B € P, vyplyva, Ze B je linedrne nezdvisld mnozina. Chceme ukazat
este, ze B generuje V. Postupujme sporom. Nech by existoval vektor & ¢ [B], t.j. & sa nedd
napisat ako linedrna kombinacia vektorov z B. Sta¢i ukdzaf, Ze mnozina B U {&} je tiez
linedrne nezavisla, pretoze tym dostaneme spor s predpokladom, ze B je maximélny prvok
mnoziny (P, C).

Nech teda plati

ca+ a1 + -+ ey, :6,

pre nejaké c¢,cy,...,¢, € Fady,...,d, € B. Ak c=0, tak aj ¢; = --- = ¢, = 0, pretoze
mnozina B je linedrne nezavisla. V pripade, ze ¢ # 0 vSak dostaneme

A= —cicta, — - —cpe tay,
¢ize @ je linedrnou kombindciou vektorov as,...,d&, € B, a teda & € [B]. Predpoklad, ze
¢ # 0 teda vedie k sporu s predpokladom & ¢ [B]. O

Ukézeme si tieZ, ze — podobne ako v kone¢norozmernom pripade — lubovolné dve Hamelove
bazy vektorového priestoru maju rovnaka kardinalitu.

Tvrdenie 5.2.6. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Nech Bi 5 si Hamelove bdzy
priestoru V.. Potom |Bi1| = |Ba|.

Doékaz. Ak niektord z tychto baz je kone¢nd, znamena to, ze priestor V je kone¢norozmerny.
V tomto pripade ide o vetu, ktortt poznate z prvickej linearnej algebry [SI2]. Budeme sa
zaoberat teda len pripadom, ze By aj B st nekonecné.

Z definicie Hamelovej bazy vyplyva, Ze pre kazdé & € B existuje je jednoznacne urcena
koneéna mnozina Ba(&) vektorov z Bs, ktorych linedrnou kombinéciou je @. (Existencia
vyplyva z toho, Ze & € [Bs]. Jednoznacnost je dosledkom linedrnej nezavislosti Bs.)

Najprv ukdzeme, Ze pre kazdé 5 € B existuje také @ € By, Ze E € By (d).

Nech by to tak nebolo, teda 3 ¢ By (@) pre kazdé @ € By. Potom B; C B, \ {5}]. Kedze
By je baza, tak potom [Bsg \ {E}} = X, a teda gje linedrna kombindcia prvkov z Bs \ {E}
Ukazali sme, ze Bs nie je linedrne nezavisla, ¢o je spor s predpokladom, ze je to Hamelova
béza.

Méame teda ukézané (V3 € By)(3@ € By)S € By(a). Plati potom By = |J By(d). Pre

aeB;
kardinality dostavame |Bs| = |( U B2(d))| < |B1|.Rg = |B1] (v poslednej rovnosti sme
aeB;
vyuzili, ze | By je nekoneénéE[)

Rovnakym sposobom ako |Bs| < |Bj| mézeme ukdzat nerovnost |Bi| < |Bs|. Z tychto

dvoch nerovnosti (podla Cantor-Bernsteinovej vety) dostaneme |Bs| = |B|. O

Cauchyho funkcionalna rovnica

Cauchyho funkciondlnou rovnicou nazyvame rovnicu

(Vo,y € R)f(z +y) = f(z) + f(y), (5.1)
kde f je funkcia z R do R.

Termin funkcionalna rovnica pouzivame preto, Zze v tomto pripade je nezndmou funkcia.
Inak povedané, f: R — R je riesenim tejto funkcionélnej rovnice, ak spliia podmienku (5.1]).

2Vyuzivame rovnost a.b = max{a, b} platni pre nekone¢né kardinaly, ktort dokdZeme v Casti m
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Viacero rieseni tejto rovnice vieme uhddnut. Napriklad funkcia f(z) = 0 ako aj kazd4 linedrna
funkcia f(x) = az pre a € R tejto rovnici vyhovuji. Otéazka je, ¢ s to uz vSetky rieSenia.
Najprv si ukdzeme, Ze za istych dodato¢nych podmienok mé skutocéne kazdé rieSenie tvar
linearnej funkcie.

Vo viacerych dékazoch nam pomoéze tato tvaha.

Lema 5.2.7. Ak f je riesenie funkciondlnej rovnice (5.1), tak
(Vr € Q)(Vz € R)f(rz) = rf(zx) (5.2)
Dokaz. Ak polozime x =y = 0 v (5.1)), tak dostaneme f(0) = f(0) + f(0), ¢ize f(0) = 0.

Z (5.1) dostavame f(2z) = 2f(x) pre x = y. Matematickou indukciou pre kazdé n € N
dostaneme

f(nz) = nf(z)

pre lubovolné r € R
Dalej ak polozime v (5.1) y = —x, tak mame f(z) + f(—x) = 0, &ize

f(=z) = —f(z).
Vdaka tomu rovnost f(zx) = zf(z) pre vietky z € Z, = € R.
Nech teraz r = £ je Iubovolné raciondlne ¢islo (p € Z, ¢ € N\ {0}). Potom méme
pT
of (%) = floe) =@
bxr p
£(2) =2rw)
q q
flrz) =rf(z)
pre lubovolné r € Q, x € R. O

Tvrdenie 5.2.8. Ak f je spojité riesenie funkciondlnej rovnice (5.1)), tak f(x) = ax pre
nejaké a € R.

Doékaz. Nech © € R a g, je postupnost raciondlnych ¢isel, ktord konverguje k z. (Taka
postupnost existuje pre kazdé redlne ¢islo.) Oznac¢me f(1) = a.

Podla lemy plati
f(gn) = g f(1) = qna

a zo spojitosti f dostaneme
f(x)= lim f(g,) = lim g,a = az.
n—oo n—oo
O

Toto tvrdenie sa d& o trochu vylepsit — sta¢i dokonca spojitost funkcie f v jednom bode.

Tvrdenie 5.2.9. Ak f je riesenie funkciondlnej rovnice (5.1) a f je spojité v nejakom bode
xo € R, tak f je spojité na celom R, a teda f ma tvar f(x) = ax pre nejaké a € R.
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Dokaz. Nech x € R. Ukazeme, Ze f je spojité v bode z.

Majme ¢ > 0. Potom existuje § > 0 také, ze |y — zo| < = |f(y) — f(zo)| < e.

Nech |y — x| < ¢ a oznaéme d := y' — z. Potom f(y') = f(x) + f(d), ¢iZe ndm stadi
ukazat, ze |f(d)| < e.

Stcasne plati |(xo +d) — zo| < 9, teda aj |f(zo+d) — f(xo)| <e. Z vSak dostaneme
f(zo +d) = f(zo) + f(d), ¢ize

If(d)] = |f(xo+d) — f(zo)] < e.
O

Tvrdenie 5.2.10. Ak funkcia f: R — R vyhovuge rovnici (5.1)) a je ohranicend na nejakom
netrividlnom intervale I, tak f(x) = ax pre nejaké a € R.

Doékaz. Mozeme predpokladat, ze interval I je ohraniéeny interval tvaru I = (b, c).
Ozna¢me a = f(1). Nech g(z) = f(r) — ax. Funkcia g tiez spliia rovnicu a je
ohrani¢enad na intervale I. NavySe v8ak plati g(1) = 0 a z lemy potom dostaneme
f(r) = 0 pre kazdé racionélne ¢islo r € Q.
Pre Tubovolné redlne ¢islo x existuje raciondlne éislo rv intervale (z — ¢,z — b). Potom
x—r€(bc)a
g() =g(x—r)+g(r) =gz —r).

Zistili sme teda, Ze funkcia g je ohranicend na celom R. Z toho uz ale vyplyva, Ze g(xz) =0
pre kazdé = € R. (Ak by existovalo z¢ také, Ze g(zo) # 0, tak postupnost |g(nzo)| = n|g(xo)|
je neohraniéena.)

Pre kazdé = € R teda plati rovnost

¢o znamend, Ze f(z) = ax. O

Tvrdenie 5.2.11. Ak f je monotdnne rieSenie funkciondlnej rovnice (5.1)), tak f(z) = ax
pre nejaké a € R.

Dékaz. Oznaéme f(1) =a

Nech napriklad f je neklesajuca. (Pripad, Zze f je nerastica, sa d4 riesif podobne alebo
previest na tento pripad prechodom k opac¢nej funkcii.) Pre kazdé reélne éislo x existuje ras-
tlica postupnost racionélnych é&isel (r,,)%2 , ktord konverguje k = zdola a klesajica postupnost

racionalnych ¢isel (s,,)22, ktora konverguje k = zhora. Potom plati

(Vn € N)f(rn) < f(2) < f(sn)
Jim f(rn) < f(2) < lim f(sn)

lim ar, < f(z) < lim as,
n—o0 n—oo

ar < f(x) <
Zistili sme, ze pre kazdé x € R plati f(z) = f(az). O
Dalsi vysledok podobného typu je, ze kazd4 meratelna funkcia, ktora je rieSenim (5.1)),
musi byt tvaru f(z) = az. Toto tvrdenie nebudeme dokazovat, pekny dokaz sa d& najst

v [He2l Theorem 5.4].
S vyuzitim Hamelovej bazy vsak vieme dokézaf i existenciu rieSeni, ktoré nie s linearne.
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Veta 5.2.12 (AC). Ezistuju nelinedrne riesenia rovnice (5.1) (t.5. riesenia, ktoré nie su
tvaru f(z) = ax).

Budeme pracovat s vektorovym priestorom V' = R nad polom Q. V§imnime si, Ze linedrne
zobrazenie z V do V je presne zobrazenie, ktoré spliia rovnosti a . Pretoze v tomto
dokaze pojem linedrna funkcia (linedrne zobrazenie) pouZivame v dvoch vyznamoch — raz
ako pomenovanie funkcii z R do R tvaru f(x) = az a raz pre funkcie, ktoré zachovévaju
sCitovanie a néasobenie skaldrom z Q, ¢iZe pre linearitu v priestore V' — dohodnime sa, Ze
v prvom pripade budeme hovorif o R-linedrnej funkcii a v druhom pripade budeme pouzivat
termin Q-linedrna funkcia alebo Q-linedrne zobrazenie, aby sme predisli moznym zmétkom.

Dokaz. Uz sme ukazali, ze kazdé rieSenie rovnice je Q-linearna funkcianaz V do V.

Nech teraz B je lubovolnd Hamelova baza priestoru V a b € B je jej lubovolny prvok.
Ak zvolime f(b) =1 a f(b') =0 pre ' € B~ {b}, tak je tym jednoznacne uréené Q-lineirne
zobrazenie f: V — V. (Kazdy prvok x € R sa d4 jednoznacéne vyjadrit ak = ¢1b1+- - -+¢,by,
kde ¢1,...,¢, € Qaby,..., b, € B. Z Q-linearity f uz dostavame jednoznacne urceny obraz
f(@)=c1f(b1) + -+ cnf(byn). Tymto predpisom je teda definované zobrazenie f, o ktorom
sa lahko overi, Ze je skuto¢ne Q-linearne.) Takéto f je rieSenim rovnice (5.1).

Vsimnime si tiez, ze B \ {b} # 0. Ak by totiz platilo B = {b}, t.j. Hamelova baza R ako
vektorového priestoru nad Q by bola jednoprvkova, tak by kazdé redlne ¢islo bolo vyjadritelné
v tvare q.b pre nejaké ¢ € Q, ¢ize redlnych &isel by bolo spodéitatelne vela.

Z toho vidime, ze existuju b,b’ # 0 také, ze f(b) # 0 a sucasne f(b') = 0, Go znamena, Ze
funkcia f nie je R-linearna. O

Pridajme si eSte jeden vysledok ukazujtci, Ze nespojité riesenia (|5.1)) maji pomerne pato-
logické vlastnosti. MoZeme si vSimnuf, Ze z nasledujiceho vysledku vyplyvaja tvrdenia[5.2.11
a|5.2.10| ako jednoduché dosledky.

Tvrdenie 5.2.13. Ak f: R — R je nespojité rieSenie (5.1)), tak graf tejto funkcie

G(f) = {(z, f(z));z € R}
je hustd podmnoZina R?.

Pripomeiime, 7e A je hustd podmnoZina R?, ak pre lubovolné redlne ¢isla zg, yo a
e > 0 existuje nejaky prvok (z,y) € A taky, Ze |v — xo| < € a |y — yo| < e. (Mnozina
{(z,y) € Ry |z — 0] < e Ay —1yo| < e} je presne gula s polomerom e okolo (zg,yo) pri met-
rike d((z,y), (2',y')) = max|z — 2’|, |y — /|- Tato metrika ddva na R? obvykla euklidovskt
topoldgiu. Nasledujici dokaz by sa prakticky nezmenil keby sme si zvolili niektori z ostatnych
bezne pouzivanych metrik.)

Dokaz. Ak f je nespojité rieSenie (5.1)), tak podla tvrdenia nemoze mat tvar f(z) = azx,
éize nemoze platit, Ze @ je konstanta. To znamen4. Ze existuji body z1 2 € R také, ze

f(z1) y flaz)

T T2

7 f(fl) - fee) _ f@iee—aif@2) o yidime, ze nasledujici determinant je nenulovy:
1 T2 T1T2

1 f(z1)

Ty f(w2) 70
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To znamend, Ze vektory (x1, f(z1)) a (z2, f(z2)) st linedrne nezavislé, ¢ize tvoria bazu vekto-
rového priestoru R?. (Teraz uz R? chapeme ako vektorovy priestor nad R, tak ako obvykle.)

Na to, aby sme ukazali, ze G(f) je hustd mnozina, uplne staci, ak sa ndm podari ukézat,
Ze pre Tubovolné xg,yo € R a € > 0 existuje nejaky bod (z, f(x)) € G(f) taky, ze |x —xo| < €
a |f(z) — f(zo)| < =

Zvolme si teda Tubovolné € > 0 a bod (xo, yo)-

Pretoze (21, f(z1)) a (a2, f(22)) tvoria bazu, existuju realne konstanty a, b tak, ze

a(z1, f(z1)) + b(za, f(22)) = (w0, Y0)-

Ak zvolime raciondlne ¢isla o/, b’ € Q dostato¢ne blizko k ¢islam a a b, tak vieme dosiah-
nut, ze bod a’(z1, f(21)) + ' (22, f(22)) bude dostatocne blizkd|k (z0,y0), t.j. |a'z1 + w2 —
x| < e ala’ f(x1) + 0 f(x2) — vo| <e.

Ozna¢me x = a’xq1 + V' xo. Pouzitim (5.1)) a (5.2) dostaneme

f@) = fa'zy +Vwg) = fa'w1) + f(Vw2) = a' f(21) + V' f (w2).
Vidime teda, ze bod (a’z1 + b'x2,d f(z1) + V' f(22)) = (z, f(z)) patri do mnoziny G(f). O

5.2.3 Linearizacia ¢iasto¢ne usporiadanej mnozZiny

Tvrdenie 5.2.14. Pre kaZdi diastoéne usporiadant mnozinu (A, <) existuje linearizacia
(A, x), t.j. také linedrne usporiadanie na mnoZine A, Ze pre lubovolné a,b € A plati

a<b = a=<b.
(Inak povedané, reldcia < obsahuje reldciu <; t.j. < C =<.)

Dékaz. Uvazujme mnozinu vSetkych ¢iastoénych usporiadani R na A, ktoré obsahuju <. Tato
mnozinu ozna¢me P a ako ¢iasto¢né usporiadanie pouzijeme C.

Najprv overme, 7e (P, C) splia predpoklady Zornovej lemy. Nech C je Tubovolny refazec
v (P, C); polozme R = |JC. Podla lemy @l je R ¢iasto¢né usporiadanie na A a o¢ividne R
obsahuje <. Teda R € P a je to horné ohrani¢enie retazca C.

Potom existuje maximalny prvok v (P, C), ozna¢me ho <. Z definicie P vyplyva, ze < je
¢iastocné usporiadanie, ukazeme, zZe toto c¢iastocné usporiadanie je linearne.

Sporom. Nech by prvky a,b € A neboli porovnatelné vzhladom na <. Definujme relaciu

<'==xU{(c,d) € Ax A;(c =< a) A (b=d)}.

(Intuicia za touto definiciou je taka, ze sme pridali dvojicu (a, b) a vSetky dalsie dvojice, ktoré
si vyniti tranzitivnost.)

Ukézeme, ze =<' je ¢lastofné usporiadanie na A. Akondhle budeme mat dokdzany tento
fakt, tak dostavame spor s tym, Zze < je maximéalny prvok P, lebo <X’ je prvok P, ktory je od
neho ostro vicsi v usporiadani inklaziou.

Overme teda, Ze =<’ je ¢iastoéné usporiadanie. Reflexivnost platila uz pre mensiu reldciu
=, dize plati aj pre =<'.

Antisymetria. Nech x =’ y aj y <’ z. Rozoberieme jednotlivé moZnosti:

a) Ak x <y a y < x; potom = = y z antisymetrie relicie <.
b) Moznost « < y a scasne y < a a b < x, nemoze nastat, lebo z tranzitivnosti relacie < by

3Pokial chcete, mézete sa pokusit vyjadrif, o presne znamené ,dostato¢ne blizko“. Snad sa ale uspokojite
i s takym argumentom, ze ide vlastne o linedrne zobrazenie v premennych a, b a kazdé linedrne zobrazenie
z R? do R2? je spojité. Pri spojitom zobrazeni mald zmena parametra znamena mald zmenu hodnoty.
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sme dostali b < a, ale predpokladdme, Ze a a b st neporovnatelné.
¢) Moznost @ < a, b <y a y < x je symetrickd s predchddzajiicou moznostou.
d) Poslednd moznost, ktord zostéva, je sicasna platnost < a, b 2y, y = a a b < . Opit
7z tranzitivnosti méme b < x < a, ¢iZze b a a by boli porovnatelné.

Tranzitivnost. Predpokladajme, ze x <" y a y =’ 2. Chceme ukdazat, ze aj v <’ y. Opit
jednoducho rozoberieme moznosti, ktoré moézu nastat:
a) Ak x Sy ay =<z tak plati < z, a teda aj z <’ z.
b) Ak x < y a sGfasne y < a a b < z, tak opét z tranzitivnosti méme z < a a b < z, ¢o
znamenad, ze v <’ z.
¢) Overenie pripadu < a, b <y a y < z je podobné ako v b).
d) Zostava moznost, ze plati x < a, b <y, y R a ab =< z. LenZe potom b <y <X a, ¢ize ba a
st porovnatelné. Tato moznost teda nemoze nastat. O

5.2.4 Neprijemné doésledky axiomy vyberu

Vysledky uvedené v tejto éasti by mohli aspoii s¢asti osvetlit, preco u niektorych matematikov
vyvolévala axiéma vyberu nedoveru a hladali k nej rozne alternativy.

Existencia nemeratelnej mnoZiny

Najprv pripomenime definiciu miery, s ktorou ste sa uz stretli na matematickej analyze.

Definicia 5.2.15. Mnozina § C P(X) sa nazyva o-algebra na mnozine X, ak plati
(i) X € S;
(i) AeS = X\ AeS; (mnozina S je uzavretd vzhladom na vytvaranie doplnkov)
(iii) A, € Spren €N = J, yAn €S; (mnozina S je uzavretd vzhladom na spocitatelné
zjednotenia).
Ak S je nejaké o-algebra na X, tak funkcia m: § — (0,00) z S ak plati

m (U An> = m(A,)

neN neN

neN

pre kazdy spocitatelny systém {A,;n € N} disjunktnych mnozin z S.
Prvky o-algebry S sa v takomto pripade zvyknt nazyvat meratelné mnoZiny.

Strucéne mozeme povedat, Ze miera je funkcia zo o-algebry do R, ktorad je nezédporna a
o-aditivna. (Vlastnost uvedend v definicia sa nazyva o-aditivita.)
Priamo z definicie sa Tahko overi, Ze miera je monotdnna, t.j.

ACBAABeS=m(A) <m(B).
Budeme potrebovat eSte jednu Specidlnu vlastnost miery.

Definicia 5.2.16. Miera m: § — (0,00) na mnozine R sa nazyva invariantnd na posun
alebo translacne invariantnd, ak pre kazdi mnozinu A € S a = € R aj mnozina

zr+A={zr+a;ac A}
patri do S a plati

m(z + A) = m(A).
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Inak povedané, miera mnoziny sa nezmeni ak ju posunieme.

Miera na mnozine R, s ktorou ste sa pravdepodobne stretli, je Lebesguova miera. Této
miera spliia m(I) = b — a pre kazdy interval I s koncovymi bodmi a < b, t.j. miera intervalu
je jeho dlzka. Tato miera je navySe translacne invariantna.

Podmienka, 7e miera intervalu je rovna dlzke je pomerne prirodzena. Otézka je, ¢i vieme
dlzku intervalu nejako rozsirit na mieru na P(X), t.j. ¢ vieme meraf vietky mnoziny. Nasle-
dujice tvrdenie ukazuje, ze (v ZFC) takato miera neexistuje.

Tvrdenie 5.2.17. Neezistuje translacne invariantndg miera m: P(R) — (0,00) takd, Ze
m({a,b)) = b— a pre lubovolné a < b, a,b € R.

Dokaz — Vitaliho konstrukcia. Predpokladajme, ze m: P(R) — (0,00) je translacne inva-
riantnéd miera s uvedenymi vlastnostami.
Uvazujme rozklad grupy (R, +) podla podgrupy Q. Triedy tohoto rozkladu stt mnoZziny
tvaru
a+Q={a+qqeQ}

pre a € R.

Pre kazdé a € R je mnozina (a + Q) N (0,1) neprazdna a tieto mnoziny tvoria rozklad
(0,1) (st po dvoch disjunktné). Definujme V' ako vyberovii mnozinu {(a+Q)N(0,1);a € R},
t.j. V je takd mnozina, Ze pre kazdé a € R je mnozina (a + Q) N (0,1) NV jednoprvkova.
(Z kazdej triedy rozkladu sme vybrali jedného reprezentanta, navyse sme to urobili tak, Ze
tento reprezentant je z intervalu (0,1).)

Ukézeme, ze

q€QN(-1,1)
kde g+ V ={q+v;v eV}

Pre kazdé redlne ¢islo a € R existuje v € V, také, 7ze a + Q = v + Q, ¢o je ekvivalentné
s podmienkou a — v € Q. NavySe vieme, Ze v € (0,1).

Ak a € (0,1), tak z toho, ze aj v € (0,1), dostaneme Ze ich rozdiel a — v je v intervale
(-=1,1). Tedapre g =a—v € QN (—1,1) a mdme a = g+ v € ¢+ V. Tym sme dokazali
inklaziu (0,1) C U q+V.

qeQN(-1,1)

Stcasne ak a € ¢+ V pre nejaké g € (—1,1), tak a sa da zapisat ako ¢ + v, kde v € V C
(0,1). Potom a = ¢+ v € (—1,2). Teda plati aj inklazia U ¢+VC(-1,2).

q€QN(-1,1)

Co vieme povedaf o mnozine B := U q + V7?7 Tato mnozina je spocitatelné dis-

g€QN(-1,1)
junktné zjednotenie mnozin tvaru q + V. KedZe miera m je translacne invariantnd, plati

m(qg+ V) =m(V) a zo o-aditivity potom dostaneme
mB)= Y mlg+V)= Y  mV).
q€QN(-1,1) q€QN(-1,1)

V zévislosti od hodnoty m(V) je teda m(B) bud 0 alebo +oo.
Stcasne vsak z monoténnosti m a z uz dokazanych inkldazii mame

1=m((0,1)) < m(B) <m((~1,2)) =3,
¢im dostavame spor. O

Dosledok 5.2.18. Euxistuje lebesquovsky nemeratelnd podmnozina R.

Existencia lebesguovsky nemeratelnej mnoziny sa neda dokazat v ZF.
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Banach-Tarskiho paradox

Este spomenieme bez dokazu jeden velmi znamy a velmi kontraintuitivny dosledok axiémy
vyberu.

Veta 5.2.19 (Banach-Tarski). Pre lubovolné dve ohranicené mnoziny A,B C R", n > 3
existuji rozklady A = Ay U---U A a B = By U---U By na konecny pocet mnoZin také, Ze
A; a B; st kongruentné (t.j. jednu z druhej moZno ziskat posunutim a otoéenim).

Tento vysledok znie naozaj velmi paradoxne. Znamend, Ze gulu je mozné rozlozif na
koneény pocet ¢asti, tie popresuvat a poskladat do dvojice gl rovnakej velkosti. Samozrejme,
jednotlivé ¢asti rozkladu stt nemeratelné mnoziny (ak by boli meratelné, kongruentné mnoziny
by mali rovnaky objem/Lebesguovu mieru).

Kniha [W] je vcelku prijemné ¢itanie o histérii tohoto paradoxu. Pristupnym spésobom
sa snazi vysvetlif tento paradox a naznadit jeho dokaz. Obsahuje aj viacero historickych
zaujimavosti zo zivota matematikov, ktorych vysledky sa v tejto knihe spominaja.

Cvicenia

Uloha 5.2.1. Ukéazte na priklade, Ze linearizacia ¢iasto¢ne usporiadanej mnoziny nemusi byt
jednoznacne urcena.

Uloha 5.2.2. a) Najdite vsetky spojité rieSenia funkcionalnej rovnice f(z +y) = f(z).f(y);
f: R — R. Existuja aj nespojité riesenia?

b) Néjdite vSetky spojité rieSenia funkcionalnej rovnice f(zy) = f(z)+ f(y); f: (0,00) — R.
Existuju aj nespojité rieSenia?

c) Najdite vSetky spojité riesenia funkciondlnej rovnice f(xy) = f(z).f(y); f: (0,00) = R.
Existujai aj nespojité riesenia?

Uloha 5.2.3. Pouzitim Hamelovej bazy ukazte, ze grupy (R, +) a (C,+) st izomorfné.

5.3 Relativna konzistentnost a niektoré nerozhodnutelné
problémy v teodrii mnoZin

Na tomto mieste si moZeme povedat niekolko zaujimavych faktov (bez dokazov, kedZe tie
st dost naroc¢né) o vztahu medzi ZF a ZFC a tiez o niektorych tvrdeniach, ktoré sa v ZFC
dokdzat nedaju.

5.3.1 Relativna konzistenost AC a CH

Uz sme spomenuli, ze axiéma vyberu vyvolavala u niektorych matematikov prinajmensom
rozpacité reakcie. Preto boli pokusy dokézat AC z axiém systému ZF, alebo naopak, dokazat,
e tato axiéma v ZF neplati. Ziadny z t§chto pokusov vak nebol Gspesny.

Dalsi problém, ktory pomerne dlho odoléval snahe o rozriesenie bola hypotéza kontinua
(CH, continuum hypothesis), ktora hovori, Ze neexistuje kardinalne ¢&islo medzi Ry a 2%0.

V roku 1938 Kurt Godel dokéazal, ze ak je systém ZF bezosporny, tak spor nemézeme
dostat ani po pridani axiémy vyberu. (Tento fakt sa ¢asto formuluje aj tak, ze systém ZFC
je relativne bezosporny vzhladom na ZF. Ak verime, ze ZF je bezosporny, tak sme stucasne
uverili aj bezospornosti ZFC.) To znamend, ze AC sa neda vyvrétit pomocou axiém systému
ZF, za predpokladu, ze ZF je bezosporny.
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To isté ukazal aj o CH — systém ZFC+CH je relativne bezosporny. Tento vysledok teda
znamend, ze CH sa nedd vyvratit v ZFC.

A7 ovela neskor, v roku 1963 Paul Cohen dokazal, Ze v ZF nemozno dokézat AC a v ZFC
nemozno dokdzat CH. (Presnejsie povedané, ukazal, ze ZF+-AC i ZFC+—CH su relativne
bezosporné.)

Plati teda, ze axidému vyberu ani jej negaciu nemozno dokdzat v ZF. Axiéma vyberu je
nezdvisld od axiém ZF. Podobne, hypotéza kontinua je nezavisld od axiém systému ZFC.
Postupne sa v tedrii mnozin i v dal$ich odvetviach matematiky podarilo o mnohych dalgich
tvrdeniach ukézat, Ze sa v ramci ZFC nedaju dokazat ani vyvrétit. (Systém ZFC je neduplny.)
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Kapitola 6

Definicia ciselnych oborov

Na viacerych miestach sme uz spomenuli (pozri pozndmku , 7e mnozina prirodzenych
éisel sa d4 zadefinovat v ramci systému ZFC. Doteraz sme ju v8ak pouzivali bez jej zavede-
nie v rdmci tedrie mnozin, pouzivali sme tie vlastnosti prirodzenych ¢isel, ktoré poznate zo
strednej Skoly a z niZsich roénikov. Teraz nastal ¢as splnit slub a zaviest prirodzené éisla.

Co vlastne znamend, Ze chceme prirodzené ¢isla ,zadefinovat v teérii mnozin“? S podob-
nou — hoci podstatne jednoduchSou — situdciou sme sa stretli pri definovani usporiadanej
dvojice (definicia[2.5.1)). Pri jej definicii sme si povedali, aké vlastnosti od usporiadanej dvo-
jice ocakdvame a potom sa nam podarilo z axiém ZFC ukézatf existenciu mnoziny s tymito
vlastnostami. Takisto sme si povedali, Ze akakolvek ina definicia, ktora by spliiala tieto za-
kladné vlastnosti, by nam vyhovovala rovnako dobre.

Nieco podobné chceme urobit aj teraz, akurat situdcia je o ¢osi zlozitejsia — pretoze chceme
definovat mnozinu prirodzenych ¢&isel, ¢o je o dost zlozitejsi objekt nez usporiadané dvojica.
Preto nasledujticu ¢ast venujeme tomu, Ze popiSeme, aké vlastnosti od prirodzenych cisel
ocakavame.

6.1 Peanove axiomy

Peanove axiomy, ktoré si popiSeme v tejto Casti, predstavuja obvykle pouzivany popis vlast-
nosti prirodzenych ¢isel.

Pravdepodobne ste zvyknuti uvazovat o prirodzenych ¢islach s ich obvyklym usporiadanim
a operaciami + a -, ukazuje sa vSak, Ze na popis prirodzenych ¢isel sta¢i popisat vlastnosti
vyznaéného prvku 0 a operacie nasledovnika. (Pomocou nich sa daji potom zadefinovat
uvedené operécie 1 usporiadanie tejto mnoziny.) Vdaka tomu, Ze prirodzené ¢isla popisujeme
pomocou menej bohatej Struktiry, mame jednoduchsi systém axiém; ¢o mozno povazovat za
vihodu vidy, ked sme v situécii, ze chceme overif & nejaky systém tieto axiémy spliia.

Definicia 6.1.1. Nech N je mnozina, 0 je nejaky prvok N a S je zobrazenie definované na

N. Hovorime, 7e trojica (N, 0,5) spliia Peanove aziomy, ak plati:

(P1) 0 € N;

(P2) Ak n € N, tak aj S(n) € N.

(P3) Ak n € N, tak S(n) # 0.

(P4) Ak m,n € N a S(m) = S(n), tak m = n.

(P5) Ak A C N je podmnozina mnoziny N takd, ze 0 € A a pre kazdé n € A aj S(n) € A,
tak A= N.

105

{peano:

{peano:
{peano:
{peano:
{peano:
{peano:

DEFPEANO}

itPEANO1}
itPEAN0O2}
itPEANO3}
itPEANO4}
itPEANO5}



{priro:SECTPRIRO}

{priro:LMPRIENINDUK}

106 Prirodzené ¢isla

S Peanovymi axiémami sa mozete stretnit aj v logike a stvisia tiez s Godelovymi vetami,
ktoré sme spomenuli v ivode tohoto textu.

6.2 Prirodzené disla

V tejto Casti chceme zadefinovat v ZFC mnozinu prirodzenych éisel a tiez usporiadanie,
sCitovanie a nasobenie na tejto mnozine. Stucasne si ukdzeme nejaké zakladné vlastnosti,
ktoré tato mnozina ma. (Medziinym aj to, 7e spliia Peanove axiémy.)

Pri konstrukcii prirodzenych ¢isel vyuzijeme axiému nekoneénej mnoziny.

Axiéma X (Axiéma nekonenej mnoziny).
FADe An(ze A=z U{z} € A)
Definicia 6.2.1. Mnozinu, ktora spliia podmienku
feArNzeA=azU{z}e A

budeme nazyvat induktivna mnoZina.

Axiéma nekoneCnej mnoziny teda vlastne postuluje existenciu aspoii jednej induktivnej
mnoziny. MnoZinu prirodzenych ¢isel potom zadefinujeme ako najmensiu induktivhu mno-
zinu. (Rovnaky pristup je pouzity napriklad v [BS, Kapitola L.6], [C2].)

Definicia 6.2.2. MnoZina prirodzengch c¢isel N je takd induktivna mnozina, Ze pre kazdu
induktivnu mnozinu B plati N C B.

Prvky tejto mnoziny nazyvame prirodzené cisla.

Pre kazdé prirodzené ¢islo n budeme S(n) = n U {n} nazyvat nasledovnikom ¢isla n.

Aby sme s uvedenou definiciou prirodzenych &isel mohli dalej pracovat, musime ukdzat,
ze takadto mnozina existuje.

Lema 6.2.3. Prienik lubovolného neprdzdneho systému induktivnych mnoZin je induktivna
mnozina.

Dokaz. Nech S # () je mnozina taka, ze kazdy jej prvok A € S je induktivna mnozina.
Ukézeme, 7e [\ S je tiez induktivna mnozina.

Pretoze (VA € S)) € A, mdme 0 € |JS.

Podobne ak z € |JS, znamena to, ze (VA € S)z € A. Kedze kazd4 mnozina A € S je
induktivna, plati potom aj (VA € S)xU{z} € A, ateda zU {z} € JS. O

Tvrdenie 6.2.4. Existuje prdave jedna mnozina N takd, Ze N je induktivna a pre kaZdi
induktivnu mnoZinu plati N C B.

Dékaz. Jednoznacnost. Ak uvedenti vlastnost spliiaji mnoziny N; aj Ny, tak mame N; C N,
a Ny C Ny, ¢o znamena, ze N1 = Ns.
Existencia. Podla axiémy nekone¢nej mnoziny existuje aspoli jedna induktivna mnozina
A. Polozme
S = {B C A; B je induktivna}

N=S.
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Nech teraz B je lubovolné induktivna mnozina. Potom podla lemy aj mnozina BN A
je induktivna, navysSe plati BN A C A. To znamend, 7e BN A € S. Pretoze mnozina N je
prienik systému S, dostavame

NCBNACB.

O

Podarilo sa ndm teda ukézat, existenciu nejakej mnoziny, ktortt sme oznacili N. Ako dalsi
krok by bolo dobre ukézat, Ze tdto mnozina naozaj v nejakom zmysle zodpoveda prirodzenym
Cislam a nasej intuicii o nich.

Cislo 0 stotoznime s prazdnou mnozinou. Pre kazdé prirodzené &islo n dostaneme nasle-
dujuce ¢islo ako n U {n}. Priamo z definicie vidno, Ze ¢isla

0=0,
1=0uU{0} = {0},
2=1U{1}={0,1},
3=2U{2} ={0,1,2},...
patria do N.
Nasledujica veta bude velmi délezitd pri dokaze roznych vlastnosti mnoziny N. Téato

veta zdovodiiuje, preco na dokaz roznych tvrdeni o prirodzenych éislach moéZzeme pouzivat
matematickt indukciu.

Veta 6.2.5 (Indukcia na mnoZine prirodzenych éisel). Nech A C N je mnoZina takd, Ze
(i) 0 e 4;
(ii) (VneN)ne A= S(n) e A;

t.j. A obsahuje 0 a s kaZdym prirodzengm ¢islom obsahuje aj jeho nasledovnika.
Potom plati A = N.

Dokaz. Uvedené vlastnosti vlastne znamenaju, ze A je induktivna mnozina. Priamo z definicie
N potom mame N C A, a teda A = N. O

Pomocou matematickej indukcie uz vieme dokdzat mnohé vlastnosti prirodzenych ¢isel.

Lema 6.2.6. Pre [ubovolné prirodzené ¢isla m, n, k plati
(i) n ¢ n;
(i) n=0V (In; € N)n = S(ny)
(ii) n C N;
) men= S(m)Cn;
)
)

(iv
(v) Akmen aneck, takm e k.
(vij mCn=m=nVmeEn;

(vii) n=0V 0 €n.

Dokaz. Vyplyva z axiémy regularity.

Nech A={neN;n=0V (3In; € N)n = S(nq1)}. Ocividne ) € A a ak n € A, tak aj
S(n) € A. Z vety potom vyplyva, ze A = N, ¢ize dokazovand vlastnost plati pre kazdé
prirodzené ¢islo.

Uvedené vlastnost ocividne plati pre n = (), kedZze () C N.

Ak pre nejaké n € N mame n C N, tak z n C N a {n} C N spolu vyplyva, ze S(n) =
nU{n} CN.
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Teda mnozina prirodzenych &isel spliajicich dokazovant vlastnost je celé n.

Uvazujme mnozinu A = {n € N; (Vm € N)(m € n = S(m) C n)}.

Ak 0 € n, tak {0} C n, ¢ize O € A.

Predpokladajme teraz, ze n € A, ukdzeme, Ze aj S(n) = nU{n} € A. Ak m € S(n), tak
st dve moznosti. Bud plati m € n, a vtedy S(m) Cn C nU {n} = S(n). Druhd moZnost je,
Ze m = n, o znamena, ze S(m) = S(n).

7 vety potom vyplyva, ze A = N, ¢ize dokazovand vlastnost plati pre kazdé priro-
dzené cislo.

Ak n € k, tak podla plati S(n) C k, ¢ize dostdvame m € n C S(n) C k. To
znamena, ze m € k.

Indukciou vzhladom na n; nech A={n e N;(Vvm e Nym Cn=m=nVm € n}.

Ak n =0, tak z m C () dostaneme m = (), ¢ize () € A.

Nech teraz n € A anech m C S(n) = nU{n} pre nejaké m € N. Uvazujme najprv pripad,
ze n € m. Potom podla S(n) C m. Z platnosti oboch inklazii m C S(n) aj S(n) C m
méme m = S(n).

Druhd moznost je, ze n ¢ m a vtedy dostaneme m C n. Kedze n € A, mame bud
m =n € S(n), alebo m € n. V druhom pripade z m € n a n € S(n) vyplyva m € S(n) na
zéklade ().

Specialny pripad pre m = (). O

7 doteraz dokézanych vysledkov Tahko dostaneme:

Dosledok 6.2.7. Pre lubovolné m,n € N plati:
(i) mSn e men,
(ii) m € n = S(m) € S(n).

Dokaz. Vyplyva z[6.2.6] (vi).

Ak m € n, tak z lemy [6.2.6 mame S(m) = m U {m} C n. Pretoze m G S(m),
plati m ; n.

Ak m € n, tak podla prvej ¢asti tvrdenia méame m & n, z ¢oho dostdvame mU {m} &

nU{n}. Teda S(m) G S(n), ¢o je ekvivalentné s S(m) € S(n). O

Na tomto mieste uz vieme overit, ze mnozina N (spolu s jej prvkom @ a funkciou S.)
spliia Peanove axiémy z definicie Niektoré z nich uz sme uz vlastne dokazali. Platnost

podmienky (P5) vyplyva z vety o indukcii. Platnost (P1) a (P2)) je zrejmé priamo
z definicie mnoziny N. Takisto platnost (P3]) je jasna. Zostava uz overit len vlastnost (P4)).

Tvrdenie 6.2.8. Pre lubovolné prirodzené ¢isla m, n plati
S(m) = S(n) = m=n.

Dékaz. Ak S(m) = S(n), tak Specidlne mame m € S(n) = n U {n}, éo znamend, ze m = n
alebo m € n. Ak nastane prva z uvedenych mozZnosti, tak tvrdenie plati. Sta¢i ndm teda
ukézat, ze druhd moznost nastat nemoze.

Predpokladajme teda, ze by stcasne platilo m € n aj S(m) = S(n). Podla lemy
potom plati S(m) C n, a teda n ¢ S(m) podla lemy . Stcasne vsak n € S(n), dospeli
sme teda k sporu s predpokladom, ze S(m) = S(n). O

Dalej by sme na mnozine N chceli zaviest usporiadanie. Malo by zodpovedat nasej obvyklej
predstave o usporiadani prirodzenych &isel, Specidlne by to malo byt dobré usporiadanie a
malo by platit (Vn € N)n < S(n). Toto usporiadanie zadefinujeme pomocou vztahu €.
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Definicia 6.2.9. Na mnozine N definujeme relaciu < tak, ze pre m,n € N
m<m&meEn.
Relé4ciu < zavedieme tak, Ze
m<n&m=nVm<n.
7 dosledku okamzite vidime, Ze pre m,n € N plati

m<n&s&mCn (6.1)

m<n&smensmGn. (6.2)

Z (6.2)) je zrejmé, ze (N, <) je ¢iasto¢ne usporiadand mnozina. Dalej by sme chceli ukéazat,

ze ide o linearne usporiadanie. Rozmyslime si najprv, ¢o presne znamena, ze ostré usporiada-
nie je linedrne. Pre ¢iastocné usporiadanie sme linearitu definovali tak, Ze pre lubovolné prvky
plati a < bV b < a. Ostrému ¢iastoénému usporiadaniu < zodpoveda ¢iasto¢né usporiadanie

definované ako a < b ¥4 < bVa=b Teda o linedrne usporiadanie pdjde, ak plati
(Va,be X)a<bVa=bVb<a;

¢ize relacia < je trichotomicka.
Overme teda, Ze relacia € na mnozine N je trichotomicka.

Tvrdenie 6.2.10. Pre [ubovolné m,n € N plati
menVm=nVnecm.

Dékaz. Oznatme A={n e N;(VYm e Ny)menVm=nVn € m}.

Z lemy [6.26] mame () € A.

Nech teraz n € A a m je Tubovolné prirodzené &islo. Ak m = (), tak opit z lemy
mame m € n V m =n. Ak m # 0, tak m = S(my) pre nejaké m; € N (lema [6.2.6] (i)).
Pretoze n € N, nastane niektora z moznosti mi € n, m; = n, n € my. Na zéaklade dosledku
potom dostédvame pre S(m1) = m v jednotlivych pripadoch m € S(n), m = S(n),
S(n) € m. O

Ked uZ méme dok4zant linearitu nasho usporiadania na N, vcelku Tahko sa d4 ukézat, Ze
je to dobré usporiadanie.

Tvrdenie 6.2.11. MnoZina (N, <) je dobre usporiadand mnoZina.

Dokaz. Chceme ukazat, Ze kazd4 neprazdna podmnozina N mé najmensi prvok.

Sporom. Nech B # (), B C N a B nem4 najmensi prvok.

Oznatme A = {n € N;(Vb € N)n < b}. VSimnime si, ze ak n € A, tak ziadny prvok
m € N taky, ze m < n nemdZe patrit do B.

Zrejme, ) € A, inak by platilo ) € B a () by potom bol najmensi prvok mnoZiny B.

Nech teraz n € A. Potom aj S(n) € A. Ak by totiz platilo S(n) € A, tak musi existovat
b € B s vlastnostou b < S(n). Lenze uz vieme, ze pre vetky m < n plati m ¢ B. Potom ale
S(n) € B a S(n) je najmensi prvok mnoziny B, ¢o vedie k sporu.

Mnozina A teda splia predpoklady vety ¢ize potom A = N. Kedze ale A C N\ B,
dostavame B = (), ¢o je hladany spor. O

Na prirodzenych éislach sa daji zaviest sCitovanie, ndsobenie a umociiovanie pomerne
prirodzenym sposobom. Daju sa tiez (indukciou) dokazaft ich zakladné vlastnosti, ktoré dobre
poznéte. V tomto texte sa im nebudeme hlbsie venovat, viac mozete najst v [C2].
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6.3 Celé, racionalne a realne cisla

Napriek tomu, Ze to nepatri do sylabu tohoto predmetu a do istej miery takto vznikne prekryv
s latkou, ktoré budete preberat na teoretickej aritmetike |[C3], aspoii stru¢ne sa zmienime aj
o tom, ako z prirodzenych ¢isel mozeme vybudovat dalSie ¢iselné obory.

6.3.1 Iné konstrukcie prirodzenych cisel

Mozno este skor nez sa zaéneme venovat dal$im éiselnym oborom, oplati sa spomenif, Ze
konstrukcia prirodzenych ¢isel z predchadzajicej kapitoly rozhodne nie je jedinou moznostou,
ako ich mozeme zaviest (hoci je v mnozinovo-teoretickych textoch najrozsirenejsia). Napriklad
v knihe [SS| sa prirodzené ¢isla definujii ako kone¢né kardinély. Daji sa pre ne zaviest operacie
S, +, - irelacia <, ktoré spliiaji vietky vlastnosti, ktoré sme uviedli v predchadzajiicej ¢asti.
Téato konstrukcia sa samozrejme opiera o existenciu kardinalnych ¢isel, ktora (ako uz dlhsie
slubujeme) dokézeme neskor. (Snad sa oplati spomentt, Ze pri nasej definicii kardinalnych
¢isel budu tieto dve konstrukcie v koneénom dosledku totozné. )

6.3.2 Celé ¢isla

Celé &isla sa dost casto zavadzaju ako triedy rozkladu mnoZiny N x N urcené relaciou ekvi-
valencie

(m,n)R(m’,n') & m+n" =n+m'.

Dvojica m, n potom zodpoveda ¢islu m — n.
Prirodzenym spésobom sa daji na tejto mnozine zaviest operacie +, - a relacia < pomocou
analogickych operacii uz zavedenych pre prirodzené ¢isla.

[(m,n)] + [(k,D)] = [(m + k,n+1)]
[(m,n)].[(k,1)] = [(mk 4+ nl,ml + nk)]
[(m,n)] <[(k,D]em+I<k+n

(Uvedené definicie st velmi prirodzené, ked si uvedomime, %e maji zodpovedat vysledkom
operacii (m —n) + (k —1), (m —n).(k — 1) a nerovnosti m —n < k —1.)

Samozrejme, aby bola tato definicia Uplnd, treba overit, ze R je skutocne reldcia ek-
vivalencie a ze vysledky uvedenych operacii resp. platnost nerovnosti nezavisia od vyberu
reprezentanta prislusnej triedy. (Podrobné dokazy mozete najst v [C3].)

Urcite by ste vedeli vymysliet aj iné konstrukcie, ktoré by splnili tento el rovnako dobre.
(Napriklad by sme kazdé celé ¢islo mohli uréovat pomocou dvojice znamienko a prirodzené
¢islo a nejako pre ne zadefinovat vetky operacie a nerovnost.) Na tomto mieste by som sa
aspoil stru¢ne zmienil o dvoch argumentoch v prospech vyberu prave tejto konstrukcie.

Jeden z dévodov je ten, Ze sa tato konstrukcia velmi podoba na konstrukciu raciondlnych
¢isel, ktoré spomenieme o chvilu — a takymto spésobom dosiahneme isti jednotnost.

Dalsim argumentom v prospech uvedenej konstrukcie by mohlo byt to, ze ak si viimame
iba operéaciu +, tak konstrukcia (Z, +) sa da lahko zovSeobecnit na nasledovni situdciu:

Tvrdenie 6.3.1. Ak (M, ) je komutativna pologrupa s krdtenim, tak existuje grupa (G, o)
a injektivny homomorfizmus i: M — G taky, Ze pre kaZdy homomorfizmus f: M — G' 2 M
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do grupy G’ existuje prdve jeden homomorfizmus f: G — G’ taky, Ze f = f oi.

M—sq .

I
7
f ¥
Gl
Inak povedané, kaZdi komutativnu pologrupu s krdtenim moZno vnorit do grupy a tdto
grupa i prislusné vnorenie su urcené jednoznacne az na izomorfizmus.

Pripomertime, ze dvojicu (M, ) volame pologrupa ak x je asociativna bindrna operacia na
mnozine M. O pologrupe s krdtenim hovorime vtedy, ak navyse platia zdkony o krateni, t.j.

(Va,b,c € M)axb=axc=b=c
(Va,b,ce M)bxa=cxa=b=c

Mozete si vyskusat dokazat toto tvrdenie ako precvifenie vaSich znalosti z algebry. (Pri-
padne sa k nemu mozete vratit, ked sa budete ucit o konstrukcii celych éisel a skusit si
uvedomit, Zze uvedeny postup funguje pre lubovolnt komutativnu pologrupu s kratenim.)

6.3.3 Racionalne ¢isla

Racionélne ¢&isla z celych éisel vieme dostat konstrukciou, ktort by ste mali poznat z algebry
vo vSeobecnejSej podobe. Viete totiz, ze pre kazdy obor integrity existuje podielové pole —
najmensie pole, ktoré ho obsahuje (pozri napriklad [KGGS| podkapitola 4.5]).

6.3.4 Realne disla

Ak uz mame zostrojené racionalne ¢isla, daji sa z nich dostat redlne éisla viacerymi spdsobmi.
(Kazdy z nich mé vyhody i nevyhody.)

Jeden pomerne casty sposob je pomocou zuplnenia. Z matematickej analyzy by ste mali
vediet, Ze pre kazdy metricky priestor sa da zostrojif jeho ziplnenie, ¢o je Uplny metricky
priestor v ktorom je povobny priestor hustou podmnozinou. Zaplnenie sa obvykle konstru-
uje ako mnozina tried ekvivalencii cauchyovskych postupnosti. V pripade, Ze zuplnujeme
metricky priestor (Q,d), d(d,y) = |x — y|, d4 sa na priestore, ktory dostaneme, pomerne
prirodzenym sposobom zaviest usporiadanie, s¢itovanie i nasobenie.

Casto sa vyskytuje aj konstukcia redlnych ¢isel pomocou Dedekindovyjch rezov. Redlne
¢isla tu definujeme ako dvojice (A, B) také, ze

(i) AUB=Q;

(i) re ANy<z=yeA

(ili) re BAy >z =y € B.
Napriklad redlnemu &slu v/2 zodpovedd dvojica (A, B) také, ze A = {z € Q;z <0V 2? < 2}
aB={reQuz>02%>2}

6.4 Konec¢né a nekoneé¢né mnoziny

Doteraz sme pouzivali ako definiciu kone¢nej mnoziny podmienku |A| < Xy. Uvedieme dve
dalsie mozné definicie konecnej mnoziny. Ako sa napokon ukéaze, tieto definicie st ekviva-
lentné v ZFC. Co je mozno do istej miery prekvapivé (a zaujimavé), bez axiémy vyberu
uz ekvivalencia definicii, ktoré tu uvedieme, platif nemusi. KedZe chceme zdoraznit miesta,
kde bude potrebné pouzif axiému vyberu, budeme v tejto kapitole pri vSetkych tvrdeniach
zdoéraziiovat to, ¢i sme v dokaze pouzili len axiémy systému ZF alebo aj AC.
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6.4.1 Dedekindova definicia kone¢nej mnoziny

Ako uz bolo spomenuté, nakoniec ukdzeme (v ZFC) ekvivalenciu v8etkych definicii konec-
nosti, ktorymi sa tu budeme zaoberat. Aby sme boli schopni rozlisit, s ktorou definiciou
prave pracujeme, budeme v nézve pouzivat aj prvé pismeno mena autora definicie. (Takato
terminoldgia asi nie je celkom Standardna, ale potrebovali sme definicie nejako odlisit.)
Nasledujtica definicia pochddza od nemeckého matematika Richarda Dedekinda.

Definicia 6.4.1. Mnozinu X budeme nazyvat D-nekoneénd, ak existuje vlastna podmnozina
Y G X taka, ze |Y| = | X|. Ak mnozina X nie je D-nekonecnd, volame ju D-konecnd.

D=kone¢n4 je teda takd mnozina, ktord mé rovnakti mohutnost ako niektora jej vlastna
podmnozina. Nasledujice tvrdenie ukazuje stvislost tohoto pojmu s kardinalnym ¢islom Rg.

Priklad 6.4.2. Mnozina N je D-nekone¢na. Staéi zobraf bijekciu f: N - N~ {0}, f: n—
n+1.

Tvrdenie 6.4.3 (ZF). Nech X je lubovolnd mnoZina. Nasledujice podmienky si ekviva-
lentné:

(i) X je D-nekonecnd;

(iii) |X|=|X]|+1.

Este pred dokazom si mozeme uvedomit, ze podmienka |X| = | X| + 1 vlastne znamena,
Ze existuje bijekcia medzi X a X U {X}. (Z axiémy regularity vieme, ze X ¢ X; ¢ize X a
{X} st disjunktné.)

Dékaz. (i) = (i) Nech Y je vlastnd podmnozina mnoziny X a g: X — Y je bijekcia. Nech
x € X \ Y. Definujme zobrazenie f: N — X ak(ﬂ

f(0) ==,
fin+1) = g(f(n)).

Matematickou indukciou (veta moZno overit, Ze tento predpis skutocne jednoznacne
urcuje zobrazenie z N do X.

Toto zobrazenie je navyse injektivne. Jediny prvok, ktory sa zobrazi na z, je 0, lebo ak
m # 0, tak m = n + 1 pre nejaké n, a teda f(m) € g[X] = Y. Predpokladajme, ze by f
nebolo injektivne. Potom mnozina

A={neN;GmeNm#nA f(m)=f(n)}

by bola neprazdna, teda by mala najmensi prvok. Ozna¢me ho ny. Uz sme zddévodnili, ze
ng # 0. Teda ng = n+1 pre nejaké n. Potom dostavame f(ng) = f(m) a stfasne ng = n+1,
m = k+1 pre nejaké n, k € N, n # k. LenZe z definicie zobrazenia f potom vyplyva g(f(n)) =
g(f(k)). Na zdklade injektivnosti zobrazenia g mame f(n) = f(k), z ¢oho dostaneme n € A,
¢o je spor s minimalitou ng.

= Ak Ry < |X|, tak existuje injekcia g: N — X. Definujme f: X U{X} — X
takto:

g(n+1) akx=g(n),
f(z) =1 9(0) ak z = X,

x ak = ¢ g[NIJ.

IBudeme uz pouzivat aj oznacenie n + 1, ktoré je asi obvyklejsie, namiesto S(n), ktorého sme sa dosledne
pridrziavali pri zavedeni prirodzenych éisel.
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Takto definované zobrazenie f je bijekcia.
= (i) Nech f: X U{X} — X je bijekcia. Potom f|x je bijekcia medzi mnozinou X
a jej vlastnou podmnozinou X \ {f(X)}. O

6.4.2 Tarskiho definicia kone¢nej mnoziny

Autorom inej ¢asto pouzivanej definicie koneénych mnozin je polsky matematik Alfred Tarski.

Definicia 6.4.4. Hovorime, Ze mnozina X je T-koneénd, ak kazda neprazdna mnozina A
podmnozin mnoziny X mé minimélny prvok vzhladom na inklaziu.

ACPX)NA#D= (FAc A(Be ANBC A= B=A)
Ak X nie je T-konecna, budeme ju volat T-nekonecénd.

Pretoze zobrazenie A — X ~\ A obracia inkltzie (tvrdenie [2.4.10 ), je zrejmé, Ze ak
nahradime v uvedenej definicii slovo ,minimalny“ slovom ,maximalny“, dostaneme ekviva-
lentn definiciu.

Priklad 6.4.5. Mnozina N je T-nekoneénd, kedze systém {A,;n € N}, kde A, = {m €
N,m > n} nemd minimélny prvok.

Lema 6.4.6 (ZF).
(i) Mnozina 0 je T-konecnd.
(ii) Ak X je T-koneénd mnozina a x je lubovolnd mnoZina, tak aj X U{zx} je T-koneénd.

Dokaz. Prva Cast tvrdenia zrejma.

(ii) Ak « € X, tak uvedené tvrdenie trividlne plati. Budeme teda predpokladat, ze « ¢ X.
Nech A je nejaky systém podmnozin mnoziny X U{z}. Polozme B = {ANX; A € A}. Pretoze
B C P(X) a X je T-koneénd, existuje minimalny prvok B systému B. Ak B € A, tak B je
stucasne minimélny prvok mnoziny A. Ak B ¢ A, tak BU {z} je minimalny prvok mnoziny

A. O

Nasledujuce tvrdenie poskytuje ekvivalentnti charakterizaciu konec¢nosti v zmysle Tar-
skiho definicie.

Tvrdenie 6.4.7 (ZF). Nech X je lubovolnd mnoZina. Nasledujice podmienky si ekviva-
lentné:
(i) X je T-konecnd;
(ii) ak mnoZina A C P(X) splia podmienky
(a) D e A;
(b)) Ac A, zeX = AU{z} € A,
tak X € A.

Dokaz. Ak X je T-koneCnd, tak systém A mé (vzhladom na inkltziu) maximalny prvok
A. Ukazeme, ze A = X, z ¢oho uz priamo vyplyva X € A.
Necg by platilo A ; X. Potom existuje » € X také, ze x ¢ A. Z predpokladu, Ze A spliia
podmienku (a), dostaneme AU {z} € A. Lenze A G AU {x}, ¢o je spor s maximalitou A.
[<] Nech A je mnozina vSetkych T-kone¢nych podmnozm X. Z lemy[6.4.6 - vyplyva, ze A
splita podmienky (a), (b). Teda X € A, &ze X je T-konecna.
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6.4.3 Vlastnosti koneénych mnoZin

Priamo z definicie vieme ukdzat viaceré jednoduché vlastnosti T-koneénych mnozin. Kedze
napokon ukdzeme, Zze T-konecnost je presne to isté, ¢o sme doteraz rozumeli pod pojmom
konecénost, mdzeme priamo hovorit o vlastnostiach kone¢njch mnozin.

Tvrdenie 6.4.8 (ZF). Ak X je T-koneind mnozina a Y C X, tak aj Y je T-konecnd.
Doékaz. Ak ) £ ACP(Y), tak aj @ # A C P(X), a teda A ma minimélny prvok vzhladom

na inklaziu. O

Tvrdenie 6.4.9 (ZF). Ak X a Y su T-koneéné mnoZiny, tak aj X UY je T-konecnd.

Dékaz. Nech A C P(XUY) a A+# 0. Oznaéme B ={ANX; A € A}. Potom existuje B C X,
ktoré je minimalnym prvkom B. Dalej polozme C = {ANY;A € AN AN X = B}. Kedze
ide o podmnozinu T-kone¢nej mnoziny Y, existuje minimalny prvok C' mnoziny C. Potom
mnozina BUC je minimélnym prvkom A. (Nech pre nejaké A € A plati A C BUC. Potom
ANX e BaANX C (BUC)NB = B, a teda z minimality B dostaneme ANX = B. Z toho
dalej vyplyva, ze ANY € C a podobnou tvahou dostaneme ANY = C. Pretoze A C X UY,
plati A=AN(XUY)=(ANX)U(ANY)=BUC.) O

Tvrdenie 6.4.10 (ZF). Ak S je T-koneény systém T-konecngch mnoZin, tak aj mnoZina
US je T-konecénd.

Dékaz. Ozna¢me A = {B C S;|JB je T-kone¢nd mnozina}. Zrejme () € A a z tvrdenia [6.4.9]
dostaneme, ze ak B € Aa B € S, tak aj BU{B} € A. (Staéi si uvedomit, ze | J(BU B) =
(U B)UB je zjednotenie dvoch T-koneénych mnozin.) Podla tvrdenia plati potom S € A,
a teda mnozina |J S je T-kone¢na. O

Tvrdenie 6.4.11 (ZF). Obraz T-konecnej mnoZiny je T-koneénd mnoZina, t.j. ak X je
T-konecnd o f: X — 'Y je surjekcia, tak Y je T-konecnd.

Dékaz. Nech A C P(X) a A # 0. Potom B = {f~![A]; A € A} je neprazdna podmnozina
P(X). Tato mnozina ma miniméalny prvok B. Potom f[B] je minimélny prvok mnoziny A.
(Viackrat vyuzijeme, Ze pre surjektivnu funkciu f: X — Y a C C Y plati f[f~1[C]] = C.
Pretoze B € B, plati B = f~![Ag] pre nejaké Ay € A. Stdasne viak f[B] = f[f1[Ao]] =
Ao, Cize AO = f[B] a f[B] € A
Ak Ae Aa AC Ay = f[B], tak f~1[A] C f~![Ag] = B. Z minimality B potom mame
Al =B a A= f[f~'[A] = f[B]) O

7 uvedeného tvrdenia Tahko vidime, Ze T-konecnost sa prenasa bijekciami.
Dosledok 6.4.12 (ZF). Ak X je T-koneénd mnoZina o | X| =Y, tak' Y je T-koneénd.

V kombin4cii s tvrdenim [6.4.8] dostaneme
Dosledok 6.4.13 (ZF). AkY je T-koneénd mnoZina o | X| < |Y|, tak X je T-koneénd.
Tvrdenie 6.4.14 (ZF). Ak mnoZina X je T-konecnd, tak je T-koneénd aj mnoZina P(X).

Dékaz. Oznaéme A= {A C X;P(A) je T-koneéna}. Ocividne () € A.

Nech A € Aax € X. Ak z € A, tak AU {z} = A € A. Predpokladajme teda, ze
z ¢ A. Potom P(AU {z}) = P(A)U{BU {z}; B € P(A)}. Mnozina P(A) je T-kone¢na.
Kedze B — B U {xz} je bijekcia medzi P(A) a {B U {z}; B € P(A)}, aj tdto mnozina je
T-koneéna. Potom P(A U {z}) je zjednotenie dvoch T-koneénych mnozin, éize je to tiez
T-kone¢nd mnozina.

Ukézali sme, Ze A spliia podmienky (a), (b) z tvrdenia Teda aj X € A a mnozina
P(X) je T-konecna. O
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6.4.4 Vztah réznych definicii koneénosti

T-konecnost mozeme charakterizovat pomocou prirodzenych &isel nasledovne:

Tvrdenie 6.4.15 (ZF). Nech X je lubovolnd mnoZina. Nasledujice podmienky si ekviva-
lentneé:

(i) X je T-konecnd;

(i) existuje n € N také, Ze | X| =n;

(iii) existuje n € N také, Ze | X| < n.

Vlastnost | X| = n vlastne znamend existenciu bijekcie medzi X a n = {k € N; k& < n}.
Podobne, |X| < n znamend existenciu injekcie z X do n.

Dokaz. = Nech X je T-kone¢nd mnozina A = {A C X;(3n € N)|A| = n}. O¢ividne
€ A Dalejnech A€ Aaxre X. Akz € A, tak AU{z} = A€ A Ak z ¢ A a existuje
bijekcia f: A — n, tak aj zobrazenie g: AU {x} — S(n) urené tym, ze gla = f a g(x) =n
je bijekcia medzi AU {z} a S(n) =nU {n}.

= Zrejmé.

= (i) Vdaka désledku nam staci ukazat, ze kazdé prirodzené ¢islo je T-konedné
mnozina. To sa Tahko overi indukciou na mnozine N (veta s pouzitim lemy

U

Dalej ukézeme, 7e T-konecnost je ekvivalentné s definiciou koneénosti, ktord sme pouzivali
doteraz (definicia [4.2.2)). V dokaze tohoto tvrdenia sa ndm bude hodit nasledujtca lema.

Lema 6.4.16. Nech A C N a A je neohraniéend (t.j. (VYn € N)(3a € A)n < a). Potom
|[A| = Ng.

Dokaz. Je zrejmé, Ze |A| < N, stadi teda dokdzaf existenciu injekcie z N do A.

Polozme f(0) = min A a f(S(n)) = min(AN{f(k); k < n}). (Z neohranicenosti A vyplyva,
7e mnozina A \ {f(k);k < n} je neprdzdna pre kazdé n € N.) Takto je pre Iubovolné
prirodzené &islo jednoznacne uréend hodnota f(n) (veta[6.2.5), ¢ize f je funkcia z N do A,
ktora je navySe prostd (dokonca ostro rastica). O

Tvrdenie 6.4.17. MnoZina X je T-koneénd prave vtedy, ked | X| < Ng.

Dokaz. Podla tvrdeniaui vieme, ze existuje bijekcia medzi X a nejakou mnozinou
n C N. Teda | X| < ¥y. Sti¢asne nemdze existovat bijekcia medzi X a N, lebo to by znamenalo,
e N je T-kone¢n4 mnozina (dosledok [6.4.12). Teda dostavame | X| # R a celkovo | X| < No.

Pretoze | X| < Ny, existuje bijekcia medzi X a nejakou podmnozinou A C N. Pretoze
|X| # No, takdto podmnoZina A je nutne ohranicend. Teda A C n pre nejaké n. Podla
tvrdenia [6.4.15] je tento fakt uz ekvivalentny s T-kone¢nostou. O

Tvrdenie 6.4.18 (ZF). KaZdd T-koneénd mnoZina je D-konecnd.
Dokaz. Nech mnozina X je D-nekonecné, ¢o podla tvrdenia znamena, ze existuje injek-

cia f: N — X. Ak polozime 4,, = {f(m);m € N;m > n}, tak A = {A,;n € N} je systém
podmnozin X, ktory nema minimalny prvok. Teda X je T-nekonecéna. O

Tvrdenie 6.4.19 (AC). Kazdd D-koneénd mnoZina je T-koneénd.
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116 Koneéné a nekoneé¢né mnoziny

Dokaz. Nech X nie je T-koneéna. Teda existuje neprazdna mnozina A C P(X), ktord nemé
maximalny prvok vzhladom na inklaziu.

Matematickou indukciou zostrojime injekciu f: N — X.

Vyberme Tubovolnt mnozinu Xy € A. PretoZze X nie je maximéalny prvok A, existuje
X1 2 Xo. Vyberme nejaky prvok to € X1 \ Xo.

Ak uZz mame definované ¢, a Xy pre k € {1,...,n}, tak opif existuje Xyy; € A také,
ze Xkt1 2 Xk a tgyr1 € Xga1 ~ Xk. Takto dostaneme rastticu postupnost X, & € N a
prvky ¢ € Xpi1 ~ Xi pre k € N. Funkciu f potom definujeme ako f(k) = ¢ pre Tubovolné
k € N. (V kazdom kroku vyberdme X a tj, teda vyuZivame axiému vyberu.) Této funkcia
je injektivna.

Ukézali sme, Ze Xy < | X]|, ¢o znamend podla tvrdenia ze X je D-nekonecna. O

Azda je zaujimavé spomentt, Ze uvedené tvrdenie neplati v ZF. Dokonca pre D-konecéné
mnoziny v ZF nemusia platit tvrdenia analogické k tvrdeniam [6.4.10] [6.4.11] a [6.4.14] ktoré
sme dokézali pre T-koneéné mnoziny (pozri napriklad [He2, Section 4.1]).

Existuju aj dalsie definicie koneénosti, ktoré st ekvivalentné v ZFC ale nie vSetky z nich
st ekvivalentné v ZF (pozri napriklad [B2, Problém 1B], [HR], Note 94]).

Tiez si mozeme vSimnat, ze v ZFC mame, Ze kazd4 mnozina je bud koneénd alebo ne-
koneéna (pre ktorukolvek z uvedenych definicii — v ZFC st ekvivalentné), ¢ize sme vlastne
dokazali, ze pre kazdit mnozinu X plati

|X|<N0 V N()S‘Xl

Neskor ukazeme podobné tvrdenie pre lubovolny kardinal — dosledok
CvicCenia

Uloha 6.4.1. Ukézte, 7e mnozina X je D-nekoneéna prave vtedy, ked Xo + | X| = | X|.
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Kapitola 7

Ordinalne d¢isla

7.1 Dobre usporiadané mnoziny 11

Skor neZ sa dostaneme k definicii a vlastnostiam ordinélnych &sel, budeme potrebovat este
niektoré dalsie vysledky o dobrych usporiadaniach.

Tvrdenie 7.1.1. Nech (A, <) je dobre usporiadand mnoZina a f: A — A je injektivne
monotdnne zobrazenie. Potom pre kazdé a € A plati a < f(a).

Dékaz. Sporom. Predpokladajme, Ze tvrdenie neplati, ¢o znamend, ze mnozina B := {a €
A;a > f(a)} je neprazdna. Potom existuje jej najmensi prvok b = min B.

Zrejme plati b > f(b). Z monoténnosti mame f(b) > f(f(b)), ked navySe vyuZijeme
injektivnost, tak vidime, ze f(b) > f(f(b)).

Zistili sme, ze f(b) € B, sucasne vsak plati f(b) < b, ¢o je spor s predpokladom, Ze b je
najmensi prvok mnoziny B. O

Désledok 7.1.2. Nech (A, <) je dobre usporiadand mnoZina, B je pocdiatoény isek mnoZiny
Aa f: A— B jeizomorfizmus. Potom B = A a f = ida. (Inak povedané: Dobre usporiadand
mnoZina nemoze byt izomorfnd s vlastnym pociatoénym usekom seba samej.)

Dokaz. Zobrazenie f mozeme chapat ako zobrazenie f: A — A, pretoze B C A. Teda podla
tvrdenia pre kazdé a € A plati a < f(a). Kedze f(a) € f[A] = B a B je pociato¢ny
tsek, dostavame z tejto nerovnosti, ze aj a € B.

Ukazali sme, ze kazdy prvok mnoziny A patri do B, ¢o znamend, ze A C B.

Méme uz teda dokdzant rovnost A = B a vieme, Ze f: A — A je bijektivne monotdénne
zobrazenie. Sucasne vieme, Ze pre kazdé a € A plati a < f(a). UkéZeme, Ze plati dokonca
rovnost a = f(a).

Sporom. Nech by existoval prvok a € A taky, Ze a < f(a). Teda podmnozina B := {a €
Aj;a < f(a)} je neprazdna a existuje ag = min B. Kedze f je surjektivne, existuje b € A také,
7e f(b) = ag. Ak by platilo b > ag, tak (z monoténnosti) f(b) > f(ao) > ap. Teda takéto b
musi nevyhnutne splhat podmienku b < ag = f(b), ¢ize b € B a to je spor s predpokladom,
7e ag je najmensi prvok mnoziny B. O

Nasledujuci vysledok bude pre nas pomerne délezity:

Veta 7.1.3 (Zakladné veta o dobre usporiadanych mnozinach). Ak (A, <) a (B, <) st dobre
usporiadané mnoZiny, tak bud (A, <) je izomorfnd s nejakym pociatocnym usekom mnoZiny
B alebo (B, <) je izomorfnd s nejakym pociatoénym dsekom mnoZiny A.
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118 Dobre usporiadané mnoziny II

Dokaz. Budeme sa chvilu zaoberaf bijekciami medzi pocdiatoénymi tisekmi mnozin A a B. Na-
$im prvym ciefom bude ukézat, Ze vSetky takéto zobrazenia s v istom zmysle . kompatibilné“
— to neskor vyuzijeme na dokaz tvrdenia vety.

UkézZeme najprv nasledujuci fakt: Ak Ay, A C A, By, By C B st pociatocné tseky a
fi: A1 — By, fa: Ay — By st izomorfizmy medzi prislusnymi pociatoénymi tisekmi mno-
Ziny A a nejakymi podiatoénymi tsekmi B, tak sa tieto zobrazenia na A; N As zhodujq,
t.g. filaina. = f2lanas-

Uvazujme Iubovolné x € A; N A a oznaéme fi(z) = yi1, fo(x) = y2. Oznacme C :={a €
A;a <z} a Dy :={be B;b < fi(x)}. UkdZeme, Ze fi1|c je bijekcia medzi C' a Dy, ktord
zachovava usporiadanie.

Najprv si musime uvedomit, ze ide skuto¢ne o zobrazenie, teda, Ze plati f1(c) € Dy pre
kazdé c € C. To vyplyva z toho, ze fi zachovava usporiadanie, preto z ¢ € C vyplyva ¢ < z
= fi(e) < fi(x) = y1, a teda fi(c) € Ds.

KedzZe f1|c je zuZenie injekcie zachovavajicej usporiadanie, aj toto zobrazenie zachovava
usporiadanie a je injektivne. (Tieto vlastnosti sa zachovaja pri ztZeni.) Zostdva ndm ukazat
surjektivnost. Zo surjektivnosti f; dostaneme, Ze pre kazdé d € D; (teda d < y;) existuje
c € A; také, ze f(c) = d. Stcasne z toho, Ze f; zachovava usporiadanie vidime, Ze nemoze
platit d > x. Teda sme nasli v C vzor pre d, ¢im sme ukdzali, Ze aj fi|c je surjektivne
zobrazenie.

Rovnakym sposobom mozeme ukézat, Ze fa|c je bijekcia medzi C a Do := {b € B;b <
fa(2)}.
Fakt, ze mame 2 takéto bijekcie vyuzijeme na ddkaz toho, Zze y; = y. Bez ujmy na

vSeobecnosti predpokladajme, Ze y; < y2. Mame bijekciu g := (fi|c) o (f2|lc)~t: De — Ds.
Kedze D; C Dy (lebo y; < y2), mdzeme g sucasne chapat ako zobrazenie z Dy do Da, z
¢oho vyplyva na zéklade tvrdenia nerovnost yo < g(y2). Stcasne g(y2) € Do, a teda
9(y2) < y1. Spolu mame

y2 < g(y2) < y1,

dostali sme teda obe nerovnosti y; < ys aj y2 < y1, o znamena, ze y; = ya, ¢ize fi(x) = fa(x).

Ozna¢me S = {D C A; D je poc¢iatoény usek mnoziny A a existuje bijekcia medzi D a
nejakym poéiatoénym tisekom mnoziny B}. Ak tieto mnoziny zjednotime, dostaneme mno-
Zinu Cy = |J S, ktord je opiit pociatoénym tisekom A. NavySe, moZeme definovat zobrazenie
f: C — B, tak, ze f(x) je spolo¢na hodnota vSetkych bijekcii z pociatoénych tisekov obsahu-
jucich z. Takéto zobrazenie opét zachovava usporiadanie a je to bijekcia na nejaky pocdiatoény
tsek mnoziny B. (Konkrétne je to pociatoény tsek (Jp g f[D].)

Ak C = A, nasli sme bijekciu medzi A a poéiatoénym tsekom B. Ak f[C] = B, tak mame
bijekciu medzi poc¢iatoénym tsekom A a celou mnozinou B. Jediny pripad, ktory nevyhovuje
dokazovanému tvrdeniu je ten, Ze by obe tieto podmnoziny boli vlastné. Ukazeme, ze takyto
pripad nemoze nastat.

Sporom. Nech A\ C' # ) aj B\ f[C] # 0. Definujme a := min(A\ C), b := min(B\ f[C]).
Méme bijekciu f: A — f(A). Potom aj zobrazenie f: C'U {a} — f[C] U {b} definované ako

Fa) = {f(x) z € C,

b T =a.

je bijekcia medzi pociatoénymi tisekmi mnozin A a B, ktora zachovéava usporiadanie. Potom
aj AU{a} € S, ¢o je spor s tym, ze a ¢ |JS. O

S vyuzitim vety uz vieme ukazat (s pouzitim AC, presnejsie WO), ze fubovolné dve
kardinalne ¢isla st porovnatelné.
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DOSPOROVKARD}
Désledok 7.1.4. Pre lubovolné dve kardindlne ¢isla a, b plati a < b alebo b < a.

Désledok mozeme ekvivalentne preformulovat aj takymto spésobom:

Désledok 7.1.5. Pre lubovolné mnoziny X, Y existuje injekcia z X do Y alebo existuje
injekcia 2z Y do X.

Na zéklade tlohy [3:2.4) by sme mohli druht ¢ast v predchadzajucej formuldcii nahradit
existenciou surjekcie z Y do X.

Dokaz. Nech X, Y su Iubovolné dobre usporiadané mnoziny. Podla vety existuje na
mnozine X dobré usporiadanie <x a na mnozine Y dobré usporiadanie <y . Z vety
dostédvame, ze existuje bud (X, <x) je izomorfné s nejakym pociatoénym tsekom (Y, <y ),
¢o implikuje existenciu injekcie z X do Y, alebo obratene. O

7.2 Definicia ordinalnych c¢isel

Cielom tejto kapitoly je zadefinovat ordindlne ¢isla. Velmi struéne sa dé vysvetlit o ¢o ide na
zéklade analégie s kardinalnymi ¢islami. Pre kazdt mnozinu existuje kardinédlne ¢islo a dve
mnoziny maju rovnaké kardindlne éisla prave vtedy, ked medzi nimi existuje bijekcia. Inak
povedané, z kazdej ,triedy ekvivalencie“ vSetkych mnozin rovnakej mohutnosti sme vybrali
jedného reprezentanta. Pri ordindlnych éislach pdjde o nieco podobné, ale hovorif budeme
o dobre usporiadanych mnozinach (¢ize okrem mnoziny bude na nej dané aj nejaké dobré
usporiadanie) a ekvivalencia bude uréend existenciou izomorfizmu medzi nim.

Poznamka 7.2.1. Ordinélne &isla chceme zaviest uz skuto¢ne v ZFC, t.j. definicia ktort
uvedieme by sa dala prepisat ako formula jazyka tedrie mnozin a z axiém ZFC sa d4 ukézat,
7e objekty spliiajice tito vlastnost skutoéne reprezentuji v uvedenom zmysle vietky dobre
usporiadané mnoziny. Pokial je ¢itatel ochotny uverit tomu, Ze sa takéto nie¢o da urobit
v ZFC alebo je spokojny s naivnym pristupom k ordindlnym ¢islam ako typom dobre uspo-
riadanych mnozin (podobne ako sme to urobili pre kardindlne ¢isla — pozri poznamku ,
tak v podstate moZe preskocit definiciu ordinalnych &isel, bude si v8ak musiet samostatne ro-
zmysliet, ako pri naivnom pristupe definujeme nerovnost ordindlnych ¢isel a operécie s nimi.
Takisto si bude musiet samostatne dokézat tvrdenia, ktoré tu uvedieme. (S vynimkou tvrdeni
o vztahu medzi « € 8, « C 8 a a < § — tie treba akceptovat a v dalSom chépaf tieto vyroky
o ordinaloch ako ekvivalentné.)

Myslim si vSak, Ze axiomaticky pristup k ordinalnym ¢islam nie je az taky komplikovany,
takZe nie je velmi vyhodné zvolit naivny pristup. (Resp. pri volbe naivného pristupu by bolo
asi vhodnejsie dalsi text a poradie, v akom tvrdenia dokazujeme, organizovat inak.)

7.2.1 Tranzitivne mnoziny
Najprv zavedieme pojem tranzitivnej mnoziny a ukazeme si niektoré jeho zakladné vlastnosti.
Definicia 7.2.2. Mnozina X je tranzitivna, ak pre kazdé = € X plati z C X.
Definiciu tranzitivnej mnoZiny méZeme ekvivalentne preformulovat tak, Ze plati
Ve,y)yere X =ye X (7.1) {defordnew:EQTRANZ}

alebo tiezy € x Nz € X = y € X. (Z (7.1) a z podmienky v leme vidno, odkial
sa vzalo pomenovanie tranzitivna mnozina.)
Podla lemy je mnozina prirodzenych ¢isel N prikladom tranzitivnej mnoziny.
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Lema 7.2.3.
(i) Ak X aY st tranzitivne mnoziny, tak o X NY a X UY je tranzitivna mnoZina.
(ii) Ak kaZdy prvok X € S je tranzitivna mnoZina, tak aj (S a |JS st tranzitivne.

(iil) Ak X je tranzitivna mnoZina, tak reldcia € je tranzitivna na X prdve vtedy, ked kaZdy
prvok x € X je tranzitivna mnozina.

(iv) Ak X je tranzitivna mnoZina, tak aj mnoZina X U{X} je tranzitivna.

Doékaz. (i) Ak z € X NY, tak ¢z € X aj x € Y. Z tranzitivnosti mnozin X a Y dostaneme
rCXaxCY,zcohovyplyvaz C X NY.

Podobne, ak x € X UY, tak x € X alebo z € Y. V prvom pripade mame x C X C XUY,
vdruhomz CY C X UY.

(il) Ak z € (S, tak € X pre kazdé X € S. Potom pre kazdé X € S mame 2 C X, a
teda x C () S.

Ak z € |JS, tak x € X pre nejaké X € S. Pre takéto X plati « C X, z doho dostédvame
zCUS.

Predpokladajme, Ze relacia € je tranzitivna na X anech x € X. Ak z € y € «x,
tak z tranzitivnosti mdme z € x, ¢o podla znamena, ze mnozina x je tranzitivna.

Teraz predpokladame, ze kazdy prvok X je tranzitivhou mnozinou. Ak z,y,z € X a
plati z € y € z, tak z toho, ze z je tranzitivna a z dostaneme x € z.

(iv) Ozna¢me X' = X U {X}. Ak y € X', tak nastane jedna z tychto dvoch moznosti:
Bud plati y € X alebo y = X. V oboch pripadoch mame y C X C X'. Ukdzali sme, ze X’ je
tranzitivna. O

Poznamka 7.2.4. Ked hovorime o relacii € na mnozine A, madme na mysli mnozinu uspo-
riadanych dvojic {(a,b) € A x A;a € b}. (Hovorit o € nie je uplne presné — korektnejsie by
azda bolo zaviest novy symbol — budeme to vSak takto pouzivat, kedZze takéto vyjadrovanie
je stru¢né a aj rozsirené v literature.)

7.2.2 Ordinalne ¢isla ako tranzitivne mnoziny

Definicia 7.2.5. MnoZina « sa nazyva ordindlne ¢islo alebo ordindl, ak « je tranzitivna
mnozina a € je dobré ostré usporiadanie na .

Ordinélne éisla budeme obvykle oznacovat gréckymi pismenami.

Pripomerime, Ze ostrému ¢iastonému usporiadaniu sme sa venovali na konci ¢asti[3.3] Ide
o relaciu, ktora je antireflexivna, asymetricka a stcasne tranzitivna. Predchadzajacu definiciu
by sme ekvivalentne mohli sformulovat aj tak, Ze relacia € Uid, je dobré usporiadanie na .

Zadefinovali sme pojem ordindlu, zatial vS8ak nevieme ani to, ¢i nejaké ordinaly vobec exis-
tujt. Nasledujice tvrdenie ndm ukaze, ze vSetky prirodzené ¢isla (tak ako sme ich zadefinovali
v Casti st ordinalmi.

Tvrdenie 7.2.6.
(i) 0 je ordindlne éislo;
(ii) ak « je ordinalne éislo, tak aj S(a) = a U {a} je ordindlne éislo.

Ordindlne ¢islo S(a) nazgvame (ordindlny) nasledovnik ordindlu a.
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KAPITOLA 7. ORDINALNE CISLA 121

Dokaz. (i) Zrejmé.

(ii) Podla tvrdenia je S(«) tranzitivna mnozina. Stac¢i ndm teda uz len ukézat,
7e € je ostré dobré usporiadanie na S(«). Na to si sta¢i uvedomit, Ze to, ¢o dostaneme, je to
isté, ako ked pouzijeme konstrukciu z prikladu pre (ostro) dobre usporiadané mnoziny
(o, €) a ({a},€). (V tomto pripade ide o disjunktné mnoziny, takze by sme vobec nemuseli
pouzivat zdisjunktnenie ako v uvedenom priklade.)

Skutoéne, ak 8 € S(a) \ {a}, tak plati 8 € « a stcasne a ¢ 5. (Ak by platilo o €
B, tak mame o € 8 € « a z tranzitivnosti mnoziny « potom plati a € «, ¢o je spor
s axiémou regularity.) Takze jediny rozdiel oproti relécii definovanej v priklade je ten,
Ze tu pouzivame ostré usporiadanie. O

Prirodzené ¢isla sme zaviedli takym sposobom, Ze kazdé prirodzené ¢islo sa rovnalo mno-
zine vSetkych prirodzenych ¢isel od neho mensich. Rovnaku vlastnost maja aj ordindlne ¢isla.
Nasledujtce tvrdenie ukazuje, Ze vSetky prvky ordinalu st opéf ordinaly.

Tvrdenie 7.2.7. Ak « je ordinal a B € «, tak B je ordindl.

Dokaz. Kedze o je dobre usporiadand reldciou €, to isté plati o jej podmnozine . (Z tran-
zitivnosti mnoziny o mame, ze 8 C )

Z lemy vyplyva, ze 8 je tranzitivna mnozina. O
Tvrdenie 7.2.8. Pre lubovolné dva ordindly o, 8 plati
aefeaip.

Dokaz. Z tranzitivnosti mnoziny § mame o C . Sti¢asne nemdze platit o = 3, lebo by
sme dostali 8 € (3, ¢o je spor s axiémou regularity.

Ak a g B, tak 8\ a # 0, preto m4 mnoZina 8 \ « najmensi prvok vzhladom na
ostré usporiadanie €. Ozna¢me tento najmensi prvok . Ukdzeme, Ze a = 7.

Ak 0 € a, tak 6 € v (lebo v je horné ohranifenie o vzhladom na ostré linedrne
usporiadanie €).

Nech § € . Z tranzitivnosti mnoziny g vyplyva, ze ¢ je prvkom . Ak by platilo
0 ¢ a, tak § € (8 \ «), o je spor s tym, Ze v je najmensi prvok mnoziny § \ «. Na zdklade
linearity ¢iastoéného usporiadania € potom zostéva len moznost § € a. O

Definicia 7.2.9. Nech «, 8 st ordinalne ¢isla. Hovorime, Ze « je mensie ako 3, ak a € .
Pouzivame oznacenie a < .

Dalej definujeme

agﬁgga<,3\/ozzﬁ.

Poznamka 7.2.10. Podobne ako pre prirodzené ¢isla, aj pre ordinaly plati

a<feoacfeap

a<fBeacp.

Priamo z definicie ordindlu (a z toho, %e prvky ordindlu st op#t ordindly) je jasné, Ze
relacia < je dobré usporiadanie na kazdom ordindle a.

Poznamka 7.2.11. KedZe uz vieme, %e podmienky o < 3 a a € 3 st ekvivalentné, bu-
deme pouzivat ktorukolvek z nich. (Niekedy sa ndm lepsie hodi pouzivat relaciu €, hlavne
v pripade, Ze chceme pouZivat mnoZinovi reprezentéciu ordindlu ako tranzitivnej mnoziny.)
Pokial budete ¢itat nejakt knihu alebo ¢lanok, v ktorom sa vyskytuju ordinaly, treba pocitat
s tym, Ze sa tam budu vyskytovat ktordkolvek z tychto troch ekvivalentnych podmienok.
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Vidime teda, ze kazdy ordindl je presne mnozina vSetkych ordindlov od neho mensich.
Velmi lahko vieme dostat este jednu ekvivalentni charakterizaciu nerovnosti medzi ordinalmi.

Tvrdenie 7.2.12. Nech «, 8 su ordindly. Potom
BEas f=ag.

Dokaz. [ <= MnozZina ag je vlastnou podmnozinou a. Z 3 = ag mame teda 3 g a, o je
ekvivalentné s 8 € a.
Nech 8 € a. KedZe na o uvazujeme ostré usporiadanie €, mame

ag={yemyepfl=anp=4

(Posledna rovnost vyplyva z 5 C «.)
O

Na zéklade ekvivalencie podmienok uvedenych v poznamke [7.2.10] uz vieme ukézat, ze
S(a) sa vzhladom na nerovnost ordindlov spréva rovnako ako nasledovnik v dobre usporia-
danej mnozine.

Tvrdenie 7.2.13. Nech a, 8 st ordindly. Potom a < 8 < S(a) <
Dékaz. a<feaCfracefe Sa)=aU{a}lpe Sa)<p O

7 tvrdenia [7.2.12| a vety okamzite dostaneme:

Doésledok 7.2.14. Pre lubovolné ordindly «, B plati prdve jedna z moZnosti
a<pBVa=pVa>g.

Dékaz. Oznacme v = aU f. Potom «, 5 € S(v). Kedze < je (ostré) linedrne usporiadanie na
ordindle S(v), tak skuto¢ne plati prave 1 z uvedenych podmienok. O

7 doteraz dokézanych vysledkov sa uz dé vidiet, Ze poc¢iatoéné vnorenia zo zdkladnej vety
o dobre usporiadanych mnozinich popisuji nerovnost medzi ordindlmi. (Toto by teda bol
pristup ako definovat nerovnost medzi ordindlnymi ¢islami, ak by sme chceli pouzit naivny
pristup. I pri praci v ZFC je vSak nasledujuci vysledok ¢asto uzitoény.)

Tvrdenie 7.2.15. Nech o, 8 si ordindlne ¢isla. Potom:

a < 8 prdve vtedy, ked o je izomorfné s nejakym pociatocnym usekom dobre usporiadanej
mmoziny (3, €);

a < 3 prdve vtedy, ked « je izomorfné s nejakym vlastngm pociatocngm usekom (53, €).

Dokaz. Ak a < 3, tak a = f,.

Sporom. Nech by platilo f < « a stcasne by bol ordindl § izomorfny s nejakym
podiatoénym tsekom mnoziny «. To by znamenalo, ze f: 8 — «, f(v) = 7, je vnorenie 3,
ktorého obraz je vlastnid podmnozina a. Stcéasne existuje vnorenie g: 5 — « ordinalu 5 na
pociatocny tsek a. Potom f o g: o — « je injektivne monoténne zobrazenie, ktoré zobrazi
« na vlastny pociato¢ny tisek ordinalu «. Podla tvrdenia plati potom pre kazdé v € «
nerovnost v < f o g(v).

Kedze ale f o g[a] je vlastny podiatoény tsek a, existuje taky ordinal v, ktory nelezi
v podiatoénom tseku f o g[a]. To znamend, Ze na 7 sa nezobrazi ziaden prvok « a Specidlne
fog(y) <~. Spor. O
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Tvrdenie 7.2.16. Nech a je ordindl a B C «. Nech (8 je ordindlny typ mnoZiny B. Potom
B <a.

Dokaz. Sporom. Nech by platilo o < . To znamenad, Ze existuje vnorenie f: a — [, ktoré
zobrazi ordinal a na vlastny pociatoény tisek mnoziny 3. Sticasne existuje izomorfizmus medzi
B a B, z ktorého vieme dostat vnorenie g: 8 — «. Spolu dostévame injektivne monoténne
zobrazenie fog: 8 — 3, ktoré zobrazi 8 na vlastny pociatoény tsek mnoziny «. To uz vedie
k sporu. (Rovnakym sposobom ako v dokaze tvrdenia [7.2.15]) O

Lema 7.2.17. Ak S # () je mnozina ordindlnych &isel, tak aj |JS a (S st ordindlne &isla.

Predpoklad S # () sme pridali preto, aby malo zmysel hovorit o prieniku systému S. (Pre
zjednotenie tento predpoklad nepotrebujeme — vtedy je vSak tvrdenie lemy trividlne.)

Dokaz. 7 lemy vieme, Ze |J S su tranzitivne mnoZiny. Zostava ndm teda overit, ¢i € je
na tychto mnozinach dobré usporiadanie.

Ostré ciastoéné usporiadanie. Antireflexivnost vyplyva z axiémy regularity (tvrdenie
pERE)

Asymetrickost: Nech a,a’ € |JS. Potom existujia 8, 3’ tak, ze a € g a o' € . Kedze
B a B’ st ordindly, nastane jedna z inkluzii 3 C 8’ v §’ C B (dosledok [7.2.14). Bez ujmy
na vSeobecnosti, predpokladajme, ze 5’ C 3. Potom «a,a’ € . KedZe € je ostré Giastocné
usporiadanie na 3, musi platif prave jedna z moznosti a € o/, a = &’ alebo o/ € a.

Dokaz pre (S je este jednoduchsi, lebo tu za 8 obsahujice « i &' mozeme zvolit ktory-
kolvek prvok S.

Tranzitivnost: Zakladna ide dokazu je identickd ako v predoslej ¢asti: Pre a, o/, a” z |JS
(resp. z () S) treba ndjst ordinél 3, ktory obsahuje vSetky tri prvky. Detaily prenechame
ditatelovi.

Dobré usporiadanie. Za¢nime s jednoduchsim pripadom — mnozinou (|S. Ak A je ne-
pradzna podmnozina () S, tak je sti¢asne neprazdna podmnoZina « pre kazdé « € S. Pretoze
« je ordinal, a teda dobre usporiadand mnozina, existuje najmensi prvok mnoziny A.

Teraz sa pozrime na mnozinu | JS. Ak A je neprazdna podmnozina | J S, tak existuje také
a €8, 7e ANa # (). O mnozine « vieme, Ze je dobre usporiadana (je to ordinal), takze kazda
jej neprazdna podmnoZina mé najmensi prvok. Ozna¢me a := min(A N «). Ukazeme, Ze a je
najmensi prvok mnoziny A.

Pre kazdé b € A existuje 8 € S také, ze b € 5. Opét z toho, Ze « a 8 st ordinély, vieme,
7e a C [ alebo 8 C «a. Takisto pre prvok b médme dve moznosti: bud b € « alebo b ¢ «.
Ak b € a, tak a < b, lebo a je najmensi prvok mnoziny A Na. Ak b ¢ a, tak b € B\ «.
To znamen4, Ze neplati 8 C «, a teda musi platit @ C 3. Toto je ale ekvivalentné s tym, Ze
a = Ba, ¢o znamend, ze pre b € ~\ « plati b > a. (Prvok b je vaési nez akykolvek prvok
podiatoéného tseku B, neobsahujtceho b.) O

Dosledok 7.2.18. Lubovolnd mnoZina S ordindlnych ¢isel je dobre usporiadand reldciou €.
Dékaz. Je to podmnozina dobre usporiadanej mnoziny | J S. O

Definicia 7.2.19. Ak S je mnozina ordindlov, tak ordinal | J S ozna¢ujeme sup S a nazyvame
suprémum ordinalnych c¢isel z mnoziny S.

sup S = US.
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Podobne definujeme

inf S =()S.

Ak je mnozina § = {a, 8} dvojprvkové, tak obvykle namiesto supréme a infime hovorime
0 maxime a minime, oznac¢ujeme min{«, §} a max{a, 8}.

Vsimnime si, ze takto zadefinované suprémum ma presne tie vlastnosti, na ktoré sme
zvyknuti (napriklad pri supréme v R).

Tvrdenie 7.2.20. Nech § je mnozina ordindlov a B je ordindl. Potom [ = supS prdve
vtedy, ked 8 spliia nasledujice podmienky:
(i) je horngm ohranicenim — pre kazdé o € S plati o < f3;
(ii) je najmensim horngm ohranicenim — ¢iZe ak nejaky ordindl v spliia podmienku (Yo €
S)a <, tak f <.

Dékaz. Ukdzme najprv, ze ak 8 =supS = |J 8, tak st obe uvedené podmienky splnené.

(i) Pre kazdé o € S plati o C 3, ¢o znamend o < §.

() VaeSa<y= VaeS)aly==USCy=5<n.

Je pomerne jasné, Ze (3 je tymito vlastnostami jednoznac¢ne uréené. Ak by totiz ordinaly
B aj (' spliiali obe uvedené podmienky, tak dostaneme 8 < 3’ aj 5’ < f3, z ¢oho dostaneme

B=p. O

Takisto je vcelku jasné, Ze tieto dve vlastnosti suprémum mnoziny ordinalov charakteri-
zuju.
Analogické vlastnosti sa daju ukazaf pre infimum, maximum a minimum.

Tvrdenie 7.2.21. Neezistuje mnozina véetkych ordindlnych cisel.

Predchadzajuce tvrdenie vlastne hovori, ze systém vsetkych ordinalnych ¢isel tvori vlastna triedu — pozri

cast 2511

Dokaz. Predpokladajme, ze
On = {«; « je ordindl}

by bola mnozina. Podla lemy [7.2.17| je aj 8 := J On ordin4l.
Dalej si uvedomme, 7e pre kazdy ordinal a plati o € S(a) € On, a teda a € |JOn = .
Dostavame, ze plati 5 € 3, ¢o je spor s axiémou regularity. O

Uz sme spomenuli, Ze ordinalne ¢isla zavadzame s tym zamerom. aby sme dostali typy
ordindlnych mnozin. Teda chceme ukazat, Ze kazdy dobre usporiadand mnozina je izomorfn4
s prave jednym ordinalnym c¢islom.

Veta 7.2.22. Pre kaZdiu dobre usporiadani mnoZinu (X, <) existuje prdve jedno ordindlne
cislo o také, Ze (X, <) a (o, €) su izomorfné, t.j. (X, <) = (o, €).

Dékaz. Nech (X, <) je dobre usporiadand mnoZina. Budeme postupovat sporom. Predpokla-
dajme, Ze by mnozina (X, <) nebola izomorfnd so ziadnym ordindlnym ¢islom.

Nech « je Tubovolné ordinalne éislo. Podla vety moze nastat niektord z tychto 3
moznosti:

a) (o, €) a (X, <) st izomorfné, ¢o je viak v spore s na$im predpokladom.

b) (X, <) je izomorfné s nejakym pociatoénym usekom «g dobre usporiadanej mnoziny
(ar, €). (Pre nejaké § € «.) To by ale znamenalo, ze (X, <) je izomorfné s ordindlom S (tvr-
denie , ¢o je opit spor s predpokladom, Ze X nie je izomorfné so ziadnym ordindlom.

¢) Zostava teda moznost, Ze existuje x také, ze X, = . Takéto x navySe moze existovat
najviac jedno. Ozna¢me z s touto vlastnostou ako z,.
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Dalej ukéZeme, Ze priradenieEI a +— x4 je injektivne. Na to ndm staci ukdzat 5 < a =
g < Tq-

Postupujme opét sporom. Nech by pre nejaké ordindly a a 8 platilo « < (8 a stéasne
To > wg. Potom X, C X, . Poskladanim izomorfimu z 8 do X, inkltzie z X, do X,
a izomorfizmu z X, do o dostaneme injektivne monoténne zobrazenie f: 3 — . Pre toto
zobrazenie o¢ividne plati f(«) < a, ¢o je v spore s tvrdenim

Teraz definujme pre kazdé x € X ordinal «,, tak, ze ak © = x,, pre nejaké «, tak polozime
«, rovné prave tomuto o a v opa¢nom pripade definujeme o, = 0. Takto sme kazdému z € X
priradilﬂ prave jeden ordinal a,. Potom ale podla schémy axiém obrazu je

{az;z e X}

mnozina. Tato mnozina vSak ale obsahuje vSetky ordinalne ¢isla, ¢ize dostavame spor s tvr-

denim [[.2.21] O

Definicia 7.2.23. (Jednoznacne uréeny) ordinal, ktory je izomorfny s dobre usporiadanou
mnozinou X nazyvame ordindlny typ mnoziny X.

7.3 Ordinalna aritmetika

Uz sme sa naudili ordindlne &isla porovnavat. V tejto podkapitole zavedieme stdet a sicin
ordinédlov a budeme sa zaoberat zdkladnymi vlastnostami tychto operécii, podobne ako sme
to predtym urobili pre kardinalne ¢isla. (Neskor zadefinujeme aj umoctiovanie ordinalov,
jeho definicia je vSak o dost komplikovanejsia.) Ako ihned uvidite, v skuto¢nosti sme sa
so sCitovanim a nasobenim ordindlnych cisel uz stretli, vtedy sme vsak hovorili o dobre
usporiadanych mnozinach (kedZe sme nemali vybudovany pojem ordinalu).

7.3.1 Sucet ordinalnych cisel

Definicia 7.3.1. Nech a a ( st ordinalne ¢isla. Potom ich siddet o + 8 definujeme ako
ordindlny typ dobre usporiadanej mnoziny {0} x aU{1} x {5} s usporiadanim < definovanym
tak, ze
a) (0 v) < (1,0) pre Iubovolné v € a, § € B;

(0,7') pre 7,7’ € « préve vtedy, ked v < 7/;
(1,8") pre 4,6’ € B prave vtedy, ked § < ¢'.

Vidime, ze ide presne o ¢iastocné usporiadanie z prikladu kde sme sa venovali aj
tomu, Ze takto dostaneme (z dobre usporiadanych mnozin) dobré usporiadanie. Niektoré
priklady st znézornené na obréazku [7.1}

Na rozdiel od scitovania kardinalov, tato operacia nie je komutativna, ako ukazuje tento
priklad:

l+w=w#w+l.

Zakladné vlastnosti sa dajiu pomerne lahko odvodit priamo z definicie (podobnym sposo-
bom, ako sme to robili pre kardinaly; tu namiesto bijekcie konstruujeme izomorfizmus medzi
dobre usporiadanymi mnoZinami).

Hovorime o priradeni, nie o zobrazeni; kedZe sme prvok z X priradili kazdému ordinilnemu ¢&islu a
ordinélne ¢isla netvoria mnozinu. Aj pre takéto triedové funkcie vSak mé zmysel hovorit o injektivnosti.

2Mozete si vimnuf, %e sme vlastne plne presne zopakovali postup z dokazu tvrdenia s tym
rozdielom, zZe opit nemdzeme hovorit o zobrazeniach, kedZe ordinalne ¢isla netvoria mnozinu.
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S =N

ww+lwtw=2w

Obr. 7.1: Priklady na stcet ordinalnych ¢isel {aritmordl:FIi

{aritmord1:TV
Tvrdenie 7.3.2. Ak « je lubovolny kardindl, tak S(a) =a+1 a

Ot+ta=a+0=a.
Pre lubovolné ordindly o, B, v plati

at+(B+7)=(a+pB)+7,
t.j. sc¢itovanie ordindlov je asociativne.

Dokaz. Ponechidvame ako cvidenie &itatelovi. O

Mozeme si v8imnuaf, Ze ako Specidlny pripad asociativnosti dostdvame o + (8 + 1) =

(a+pB) +1, t.j.
{aritmordl:EQPLUSNASL} a+8(B8) = S(a+p). (7.2)
Podobne ako pri kardinalnych ¢islach, aj tu nas bude zaujimat, ¢i séitovanie ordindlov

zachovéva nerovnosti.
{aritmordl : TVRSUCNEROV}

Tvrdenie 7.3.3. Nech a, 3, v st lubovolné ordindly.
(i) Ak B <, tak a+ B < a+17.
(i) Ak a <, taka+vy<B+7.

Doékaz. (i): Ak 8 < v, tak f: 8 — 7, f(6) = ¢ je vnorenie § na vlastny pociatoény tsek
dobre usporiadanej mnoziny (v, €). Pomocou neho mozeme zadefinovat zobrazenie g: o X
{0} UB x {1} - ax {0} Uy x {1} predpisom

g((s’ 0) = (67 0)7
9(5’1) = (f(&),l)

Lahko sa overi, Ze ide o vnorenie na vlastny poc¢iatoény tisek. Potom pre ordinédlne typy tychto
mnozin plati a + 8 < a + 7.

(ii): Tentokrat mame vnorenie f: o — 3, f(8) = 4, ordinalu o na pociatoény tsek ordindlu
B. Potom zobrazenie g: o x {0} U~y x {1} — 8 x {0} U~y x {1} definované ako

9(6,0) = (£(9),0);

9(6,1) = (6,1);
zobrazi mnozinu ordinalneho typu a + v na podmnoZinu mnoZiny ordindlneho typu S + 7.
Podla tvrdenia|7.2.16|z toho vyplyva, ze a +v < 8+ 7. O
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Lahko mozeme najst priklad ukazujuci, Ze druha éast predchadzajiceho tvrdenia uz ne-
plati, ak by sme neostr nerovnost nahradili ostrou. Napriklad 0 < 1 ale

O+tw=14+w=w.
Pomocou séitovania ordindlov vieme charakterizovat aj nerovnost medzi ordinalmi.

Tvrdenie 7.3.4. Nech «, 8 st ordindly. Potom o < 3 plati prdve vtedy, ked existuje ordindl
v taky, Ze B = a + 7.
«<p o  (@NB=a+n

Dokaz. Pre kazdy ordinal plati v > 0. Z tvrdenia potom mame S = a+v > a+0 =
a.
Stadi za v zvolit ordindlny typ mnoziny 8 \ a. 0

Tvrdenie 7.3.5. Nech « je ordindl a {f;;i1 € I} je mnoZina ordindlov. Potom

a+sup B; = sup(a + ;) (7.3)
icl icl

(sup ;) + a > sup(f; + @) (7.4)
el el

Dékaz. Rovnost (7.3): Ozna¢me A = o + sup;c; fi a p = sup;cr(a + 5;).
Pretoze pre kazdé i € I plati 8; < sup;c; B;, dostdvame o + 3; < o + sup,cr fBi = A.

Z platnosti tejto nerovnosti pre kazdé ¢ € I dostaneme

p=sup(a+ 5;) <A
il
Stucasne je zrejmé, ze p > «, teda existuje ordinal v taky, ze p = a + «. Tvrdime, Ze
(Vi € I)B; <. Sporom. Ak by to tak nebolo, tak existuje nejaké i € I s vlastnostou 5; > 7.
Potom ale podla tvrdenia a+ B; > a4+ =p, ¢o je spor.
Z platnosti nerovnosti 8; <« pre vSetky i € I mame sup;c; ;i < 7, a teda

A=a+supf; <a+y=p.
il
Nerovnost ((7.4): Pre kazdé i € I plati z ; < sup;c; 3, a teda aj 8; +a < (sup;¢; 8i) +a.
7 vlastnosti supréma uz potom dostaneme dokazovani nerovnost. O

7.3.2 Sucin ordinalnych cisel

Definicia 7.3.6. Sucin ordinalnych ¢isel « a § definujeme ako ordinlny typ mnoZiny « x (3
usporiadanej antilexikografickym sti¢inom usporiadani mnozin « a 8. Oznacujeme ho «a.f3

Pripomenme, Ze antilexikografické usporiadanie sme zaviedli v definicii

Ekvivalentne by sme mohli definovat «.83 ako ordindlny typ mnoziny 5 X a usporiadanej
lexikografickym suc¢inom. V oboch pripadoch ide o usporiadanie dvojic prvkov, pricom ako
dolezitejsiu berieme tu stradnicu, ktord sme dostali z 3.

Intuitivne sa na sadin .8 moéZzeme pozerat tak, Ze sme postupne za sebou usporiadali
B képii ordindlu «. (Ak si zndzornime ordindl 3, tak a.8 dostaneme tak, ze kazdu bodku
predstavujicu prvok mnoziny S nahradime diagramom predstavujicim ordinal «.)

Priklad 7.3.7. Priamo z definicie dostaneme w.2 = w + w a 2.w = w.
Sucin ordinalnych ¢isel teda nie je vo vSeobecnosti komutativny.
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Nasledujtce tvrdenie by malo byt pomerne jasné z intuitivnej predstavy o tom, ¢o zna-
mena sucin a sucet ordindlov, napriek tomu aspon stru¢ne naznacime i formalny dokaz.

Tvrdenie 7.3.8. Ak «, 8, v st lubovolné ordindly, tak plati

a.(B7) = (a.f)y
a.(B+7)=ap+ay

Doékaz. Na dokaz prvého tvrdenia chceme porovnat ordinlne typy mnozin a x (5 x ) a (a X
B) x v usporiadanych antilexikograficky (t.j. vzdy podla poslednej stradnice). Izomorfizmus
medzi tymito dvomi mnoZzinami je zobrazenie (a, (b, ¢)) — ((a,b),c) (kde a € a, b € B, ¢ € 7).

Podobne druha rovnost vlastne hovori o rovnosti ordinalnych typov mnozin o x (8 x {0} U
vx{1}) a (a x B) x {0} U (a x v) x {1}. Izomorfizmus je (a, (b,¢)) — ((a,b),¢), kde a € v a
(b,e) € B x {0} U~y x {1}. O

Kedze (1 +1).w = 2w = w # w + w, vidime, ze distributivnost pre séitovanie a nasobenie
ordindlov plati iba z jednej strany.

Tvrdenie 7.3.9. Nech o, 3, v st ordindly. Potom

a<fB=~va<~vp
a<f=ay< By

Dokaz. Ponechavame ako cvicenie pre ¢itatela. (Daja sa vyuzif tvrdenia|7.2.15(a(7.2.16). O

Druh4 ¢ast tvrdenia neplati, ak neostri nerovnost nahradime ostrou. Staéi si v§imnut, Ze
l1<2alelw=w=2w.

7.3.3 Limitné ordinaly

Definicia 7.3.10. Ordinél « sa nazyva limitng, ak o # 0 a sicasne neexistuje ordinal /3
taky, ze S(f) = a.

Vidime teda, Ze ordindly mozeme rozdelif na tri skupiny — nulu, limitné ordindly a nasle-
dovnikov.

Prikladmi limitnych ordinalov st w, w+w. Nelimitné ordinaly st napriklad w+1 a vSetky
prirodzené cisla okrem nuly.

Ukéazeme si, ako stuvisi pojem limitného ordinalu s pojmom supréma:

Tvrdenie 7.3.11. Ak « je limitny ordindl, tak o = sup{fB;5 < a}; t.j. a je suprémum
vsetkych ordindlov mensich ako a.

Podobne ako ste zvyknuti z inych predmetov, namiesto zépisu sup{f; 8 < a} budeme

Casto pisat sup 5. (Analogicky pre supréma inych mnozin.)
B<a

Dokaz. Pripomerime, Ze v := sup{f; 8 < a} = Uﬁ«x B (definicia [7.2.19)).
Inkliazia

v=UBCa

B<a

plati pre lubovolny ordindl c.
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Predpokladajme, Ze by neplatilo v = 3, ¢ize potom musi platit v < 3. Potom pre ordinél

S(v) plati S(y) < B. (Z v < a vyplyva S(y) < a podla tvrdenia|7.2.13] KedZe ale S(v) # a,
méme ostri nerovnost S(v) < a.) Z definicie v dostavame potom S(y) C v, ¢o znamend

S(y) <y < S().

Dostali sme spor, teda musi platit rovnost v = 3. O

7.4 Transfinitna indukcia

Transfinitnd indukcia je velmi uzitoénd dokazova technika. Ide vlastne o indukciu na dobre
usporiadanych mnozinach, ktora uz pozname (Veta; ked uz vSak vieme, Ze kazda dobre
usporiadand mnozina je izomorfna s nejakym ordindlnym c¢islom, umozni nam to zjednodu-
Senie a sprehladnenie niektorych dokazov.

Veta 7.4.1. Nech o(z) je formula tedrie mnoZin takd, Ze ak plati o(B) pre véetky ordindly
mensie ako (), tak plati aj p(a).
Potom je formula () pravdivd pre kazdy ordindl c.

Doékaz. Nech « je Tubovolny ordinal. Potom (S(),<) a B = {3 € S(a);¢(B)} spliaja
predpoklady vety teda B = S(a). Tym sme ukazali, ze () plati pre kazdy ordinal
B € S(a), $pecidlne ja pre ordinal a. O

Poznamka 7.4.2. Formulicia, ktori sme uviedli, je vhodnd ak chceme ukazat platnost
nejakého tvrdenia pre vSetky ordinaly. V praxi dost ¢asto nastane situdcia, Ze chceme ukazat
platnost tvrdenie pre vSetky ordindly mensie ako nejaky vopred dany ordinal A. (Tak je to
napriklad uz v priklade ktory je naSou prvou ilustraciou transfinitnej indukcie.) Ak
chceme dokézat, Ze 1(«) plati pre kazdy ordindl @ < A, moZeme jednoducho pouzit vetu
pre formulu ¢(a) = ¥(a) V (o > A) (alebo vyuzit priamo vetu podobne ako
v dokaze vety .

Neskér si ukazeme pouzitie transfinitnej indukcie aj na dékaz zaujimavejsSich tvrdeni, na
zozndmenie sa s novou dokazovou technikou je vSak vhodné zacat s jednoduchymi dokazmi.
Dokézeme si tvrdenie [7.1.1] Uz na dokaze tohoto tvrdenia budete vidief jav Casto sa vysky-
tujtci v takychto dokazoch — dékaz ,indukéného kroku“ obvykle byva rozdielny pre o = 0,
pre pripad, Ze « je limitny ordinal a pre pripad, Ze « je nasledovnik nejakého ordinalu.

Priklad 7.4.3. Nech )\ je ordindlne éislo a f: A — A je monoténna injekcia (t.j. 5 < v =
f(B) < f(7)). Potom pre kazdé o € X plati f(a) > a.

Tvrdenie hovori o dobre usporiadanych mnozinach, nie o ordindloch. Ked uz vsak
vieme, Ze kazda dobre usporiadand mnozina je izomorfna s nejakym ordindlom, je zrejmé, zZe
ide o ekvivalentna formulaciu tohoto tvrdenia.

Dokaz. 1° Uréite plati 0 < f(«), pretoze 0 je najmensi ordinal.
2° Nech aw = 8+ 1 a tvrdenie plati pre ordinal §. Pretoze a > 3, mame f(«a) > f(5) > 3,
a teda aj

fla)>pB+1.

3° Nech « je limitny ordinal a tvrdenie plati pre vSetky mensie ordindly 8 < a, t.j.

(VB <a)f(B) =B.
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7 toho vyplyva, ze
(V8 <a)f(e) = B,
a teda

f(a) > sup 8 = a.
B<a

7.4.1 Definicia transfinitnou indukciou

UZ sme spominali, ze transfinitnd indukcia je rozsirenim matematickej indukcie. Z viace-
rych predmetov ste zvyknuti na to, Zze matematickou indukciou nielen dokazujeme tvrdenia,
ale niekedy ju pouZivame aj na konstrukciu roznych objektov. To sa d4 robit aj pomocou
transfinitnej indukcie.

Nemusi byt na prvy pohlad jasné, ze nasledujice tvrdenie skutoéne formalizuje transfi-
nitna indukciu, aspoil na jednom pripade si ho aj podrobne vysvetlime. V mnohych ucebni-
ciach najdete toto tvrdenie sfomulované inak nez tu, dévod preco sme pouzili tito formuléciu
je ten, ze sme nedefinovali pojem triedovej funkcie.

Veta 7.4.4 (O transfinitnej rekurzii). Nech « je ordindlne ¢&islo a ¢ je vyrokovd funkcia
s vlastnostou, Ze pre kazdé § < a a pre kazdi funkciu f, ktord md definiéng obor D(f) = 5,
existuje prave jedno y také, Ze o(f,y).

Potom ezxistuje prdave jedna funkcia F takd, Ze D(F) =« a

F(B) =1y & o(Fl,y).

Poznamka 7.4.5. Jednoznacnost funkcie F' v predchadzajicom tvrdeni chdpeme v zmysle
rovnosti mnozin, t.j. ako mnozinu usporiadanych dvojic. (Vlastne ani velmi nemame ina
moznost, kedZe sme nepopisali obor hodnot zobrazenia F.)

Mozno sa oplati vysvetlif v akom zmysle formalizuje predchadzajtice tvrdenie definiciu
transfinitnou indukciou. V tomto tvrdeni popisujeme, ako transfinitnou indukciou mézeme
definovat funkciou F' na celom «, pricom formula ¢ nam popisuje, ako pokracovat, ak uz
méme zadefinované hodnoty na nejakom pociatoénom tiseku (tieto st popisané funkciou f).

Dékaz. Existencia. Uvazujme formulu (), ktord hovori, ze ak 8 < a, tak existuje funkcia
F taka, 7e D(F) = 8 a pre kazdé v < (3 plati

F(y)=y & o(F5, ).

Sta¢i nam overit, ze pre tuto formulu st splnené predpoklady vety

Predpokladajme teda, Ze 1(vy) plati pre kazdy ordindl mensi ako 5. Ak 8 > «, tak nieto
¢o dokazovat. Ak 8 < «, tak rozliS§ime tri pripady:

Ak 8 =0, tak staéi polozit F = 0.

Ak B je nelimitny ordindl, tak 5 = S(y) = v U {7} pre nejaké 5. Pretoze pre 7 plati
¥(7), existuje funkcia F' definovana na + spliiajiica predpoklady tvrdenia pre ordinal v. Ak

definujeme
— F
Fo={F@ocn
Y § = ~va y je jediné y spliajtce 1 (F,y),

tak tato funkcia ukazuje platnost ¥(3).
Ak 3 je limitny ordinal a F, ozna¢ime funkciu z formuly 1(7), tak staci polozit F' =
U'v<6 F' a opéf dostaneme, zZe plati ¢(0).
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Z vety mame, ze () plati pre kazdy ordinal, Specidlne Ze plati 1)(«). To ale presne
znamena existenciu zobrazenia s uvedenymi vlastnostami.

Jednoznaénost. Prepokladajme, Ze by existovali dve rozne zobrazenia G # F' s uvedenymi
vlastnostami. Nech 8 < « je najmensi ordinal taky, ze F'(5) # G(8). To znamena, ze F|g =
G|g. Podla predpokladov vety je y = F/(5) jednoznac¢ne urcené vlastnostou ¢(F|z,y), to isté
plati aj pre funkciu G. Takze dostavame F(8) = G(f), ¢o je spor. O

Ako priklad pouzitia transfinitnej rekurzie si ukdZzeme, ako by sme pomocou nej mohli
zadefinovat séitovanie ordinalnych ¢isel. Podobne ako pri transfinitnej indukcii, aj pri pouziti
transfinitnej rekurzie obvykle budeme uvazovat zvlast tri pripady: nulu, nasledovnik a limitny
ordindl.

Priklad 7.4.6. Pomocou transfinitnej rekurzie ukdZeme nasledujtice tvrdenie: Nech v je
ordinalne ¢islo. Potom pre kazdé ordindlne ¢islo a existuje jednoznac¢ne uréend funkcia F
takd, ze D(F) = « a plati:

(i) Ak =0, tak F(a) = 1.
(ii) Ak o= S(), tak F(a) = S(F(')).
(iii) Ak « je limitny ordindl, tak F(a) = sup{F(c’); o’ < a}.
Dokaz. Vlastne ndm stali overit, ze formula o(f,y), ktord pre 8 < a a funkciu f definovant
na [ hovori, ze
(i) y =1, ak B=0;
(i) y = S(f(8)), ak § = 5(8");
(iii) y =sup{f(B’); B8’ < B}, ak B je limitny ordinél;
urcuje pre kazdé § a f jediné y. (To stadi na to, aby boli splnené predpoklady vety )
Pre kazdé 8 < « vSak nastane prave jeden z uvedenych pripadov a v kazdom z nich je y

urcené jednoznacne v zavislosti od f a § (pricom 8 = D(f) je jednozna¢ne uréené funkciou
f). Teda vlastne niet ¢o dokazovat. O

V budticnosti nebudeme pri pouzivani transfinitnej rekurzie postupovat takto podrobne.
Namiesto uvedeného dokazu by sme jednoducho napisali, ze F' definujeme transfinitnou re-
kurziou pomocou uvedenych troch vlastnosti.

Ked tieto vlastnosti porovname s tvrdenim a rovnostami , , tak vidime, ze
F(a) = v + a, ¢ize takto modzeme transfinitnou rekurziou zadefinovat s¢itovanie ordinalnych
¢isel. Podobny postup pouzijeme v Casti na definiciu umocnovania ordinalnych c¢isel.

7.4.2 TUmocnovanie ordinalnych ¢éisel
7.5 Definicia kardinalnych cisel

Ked uz mame v ZFC zadefinovné ordindly, tak sme pomocou nich schopny v jazyku tedrie
mnozin definovat i kardinély. (Tym sa vyriesia problémy, o ktorych sme hovoril v poznamke
4.1.3])

Tvrdenie 7.5.1. (AC) Nech A je lubovolnd mnoZina. Potom existuje prdve jeden taky ordi-
nal, Ze

(i) emistuje bijekcia medzi A a «;
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(ii) pre kazdy ordindl B taky, Ze existuje bijekcia medzi A a (B plati a < B (t.j « je najmensi
ordindl splriajici ().

Definicia 7.5.2. Ordinal « s vlastnostami z predchadzajtceho tvrdenia budeme nazyvat
kardindlnym c¢islom mnoziny A. Ordinaly, ktoré si kardindlnymi ¢éislami nejakej mnoziny,
budeme nazyvat kardindlms.

Dokaz turdenia[7.5.1 Priamo z formulécie tvrdenia je jasné, Ze ak existuje ordindl s uvede-
nymi vlastnostami, tak je uréeny jednozna¢ne. (Ak by « i o/ spliiali uvedené podmienky, tak
méme a < o’ aad <a.)

Na mnozine A existuje dobré usporiadanie < podla (WO), podla vety existuje
ordinal v taky, Ze dobre usporiadand mnozina (A, <) je izomorfna s (v, €). Specialne to
znamena existenciu bijekcie medzi v a A.

Oznacéme

M = {0 € S(v); existuje bijekcia medzi A a 0}

a polozme

o« = min M.

(Mnozina M je neprazdna, lebo v € M.)

Zrejme pre takto definovany ordinal a existuje bijekcia s mnozinou A, t.j. « spliia ().
Zostéava len overit, ¢i je to najmensi ordindl s touto vlastnostou. Nech 3 je Tubovolny ordinal,
pre ktory plati . Mozu nastat dve moZnosti.

Ak plati 8 > =, tak ocividne a <y < .

Druhé moznost je, Ze plati § < v. Potom 8 € S(v), a teda § € M. Pretoze « je najmensi
prvok mnoziny M, plati a < . O

7.6 Aplikacie ordinalnych éisel a transfinitnej indukcie

V tejto Casti by sme chceli ukdzat niektoré priklady pouzitia transfinitnej indukcie. Okrem
iného ukdzeme platnost vzfahu a.a = a, resp. a.b = max{a, b} pre nekone¢né kardinélne ¢isla,
ktory sme doteraz pouzivali bez dokazu (pozri poznamku [4.2.13)).

7.6.1 Kardinalna aritmetika

Veta 7.6.1. Pre kaZdy kardindl a > Xg plati a.a = a.

Dokaz. V priklade [£.:2.12 sme ukézali, Ze toto tvrdenie plati pre a = Ro. Ukazeme, Ze ak toto
tvrdenie plati pre kazdy nekonec¢ny kardinal b < a, tak plati aj pre a.

Nech teda a > Ny. Majme dobré usporiadanie < na a, také, ze vSetky pociatocné tseky
tvaru {z € a;x < b} pre b € a maju kardinalitu mensiu ako a. Pomocou tohoto usporiadaniaﬂ
zadefinujeme usporiadanie <* na mnozine a X a, o ktorom potom ukdZeme, Ze je dobrym
usporiadanim.

30dkial vieme, #e usporiadanie < s uvedenym vlastnostami existuje? Ak kardinaly chapeme ako ordinaly,
tak je to priamo usporiadanie ordindlu a. MéZeme to dostat aj inak: Vezmeme si lubovolné dobré usporiadanie
mnoziny A, ktord ma kardinalitu a — nejaké dobré usporiadanie A existuje podla (WO). V tomto usporiadani
vezmeme najmensi prvok b taky, ze A, = {z € A;z < b} m4 kardinalitu a. Ak taky prvok neexistuje, tak uz
povodné usporiadanie mnoziny A mé pozadovanu vlastnost. Ak taky prvok existuje, tak pomocou bijekcie
medzi A, a A mozeme preniest toto usporiadanie na celit mnozinu A.
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Definujme <* takto: Nech m; = max{a1,b1} a mo = max{as, bo}. Potom

(m1 < mg) V
(al,bl) <* (ag,bg) = (m1 =mo Na; < 112) \Y
(m1 =mgoANay =as Ab <b2)

Nie je fazké overit, Ze ide o linedrne usporiadanie. (Prvky mnoziny a sme vlastne umiestnili
do akychsi Stvorcov a usporiadali najprv podla toho, na hranici ktorého Stvorca lezia a ako
sekundérne kritérium sme pouzili lexikografické usporiadanie.) Je to aj dobré usporiadanie —
pre kazdt podmnozinu a X @ mozeme vybrat najmensie m, ktoré sa vyskytuje ako maximum
nejakej dvojice prvkov tejto podmnoziny. Ked sa uz pozerdame iba na prvky s rovnakym
maximom, tie si1 usporiadané lexikograficky.

Navyse, kazdy dolny tsek a X a(q, 5,) = {(z,y) € a x a;(x,y) <* (a1,b1)} ma kardina-
litu mensiu ako a. (Jeho kardinalita je rovné sicinu kardinalit dolnych tsekov pre a; a by
v usporiadani. Ak m; = max{a1,b;}, tak ju zhora mozeme odhadnit |am,,|.|am,|. Pretoze
|am,| < a a predpokladdme, ze dokazované tvrdenie plati pre vSetky kardinaly mensie ako a,
dostavame |a,, |.|am, | = |am,]-)

Potom pre kazdy poéiatoény tsek (a x a, <*) existuje bijekcia na pociatocény tsek dobre
usporiadanej mnoziny (a,<). (Vieme, Ze pre 2 dobre usporiadané existuje bud zobrazenie
jednej na podiatoény tisek druhej alebo obratene. Mnozinu (a, <) vSak nemozno vnorit do
(a x a, <*) ako pociato¢ny tsek, lebo potom by tento pociatoény tsek musel mat kardinalitu
a). NavysSe, vSetky tieto vnorenia na pociatoéné tseky su kompatibilné.

Vdaka tomu ako zjednotenie tychto zobrazeni (inak povedané — ako zobrazenie, ktorého
hodnota bude spolo¢nd hodnota vSetkych vnoreni) dostaneme vnorenie (a x a, <*) na pocia-
toény tsek (a, <). Tym sme nasli injekciu z a X a do a, preto plati

a.a < a.

Opacné nerovnost je zrejma, éim dostdvame rovnost a.a = a.
Poznamenajme eSte, ze argumentovanim pomocou kardinality sme mohli dokonca ukdzat,
ze uvedené vnorenie je v skuto¢nosti priamo bijekcia. O

Dosledok 7.6.2. Ak a, b su nekonecné ordindly, tak
a+ b= a.b =max{a,b}.
Dokaz. Bez ujmy na vSeobecnosti nech a < b. Potom

b<a+b<b+0=20<ab<bb=0.

7.6.2 Ekvivalenty axiémy vyberu

Vo vete sme si povedali, ze AC, WO, ZL a PM st ekvivalentné v ZF. Zatial sme dokazali
vsak len implikacie ZL = WO = AC a ekvivalenciu ZL < PM. S vyuzitim transfinitnej
indukcie teraz dokonc¢ime dékaz tejto vety.

Dékaz implikdcie AC = ZL. Nepriamo. Nech (P, <) je ¢iasto¢ne usporiadand mnozina, kto-
rad nema maximalny prvok. To znamena, ze pre kazdé p € P je

prt={q € P;q>p}#0.
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Nech f je selektor na mnozine P(P) \ {0}. Transfinitnou indukciou definujeme:
po = f(P);
pp+1=f(ps 1);
ps = f({q € P;q je horné ohranicenie pre {py;y < f}}), ak § je limitny ordinal a existuje
asponl jedno horné ohranicenie mnoziny {p-;vy < 8}.

Tento proces sa musi raz zastavit, inak by sme takto dostali bijekciu medzi podmnozinou
mnoziny P a vSetkymi ordinalmi, ¢o je spor s tvrdenim

Dostaneme tak, ordindl « pre ktory

{py;y < a}

je retazec v (P, <), ktory nemd horné ohranicenie. O

Poznamka 7.6.3. Pouzitie transfinitnej rekurzie v predchadzajicom ddokaze je odlisné od
toho, ¢o sme dokazali vo vete [7.4.4] Tam sme mali vopred dany ordinél, na ktorom sme
definovali o nejaké zobrazenie. V predchadzajicom dokaze sme tento ordindl a ziskali len
v priebehu dékazu — konkrétne ako ten ordinal, pri ktorom sa zastavi induktivny proces, lebo
sa vycerpaju vSetky moznosti.

Dékaz by sme vedeli pomerne Tahko zmodifikovat tak, aby zodpovedal vete Mohli
by sme napriklad zobrat suprémum vSetkych ordinalnych typov dobrych usporiadani na pod-
mnozinach mnoziny P zvic¢Sené o 1. Pre tento ordindl mame zarucené, Ze nastane situécia,
ked mnozina {p,;y < B} uz nema horné ohranicenie. (Staci si uvedomit, ze ide o dobre
usporiadantt podmnozinu P, ¢iZe ordindlny typ je mensi ako zvoleny ordinal.) Museli by
sme nejako dodefinovat pg pre pripad, Ze tato mnozina je prazdna. Potom by sme pracovali
s najmensim ordinalom, pre ktory tento pripad nastane a zvySok dékazu by bol rovnaky.

Aj v dalsom dokaze pouzijeme podobny postup. (Takyto postup sa ¢asto vyuziva i v li-
terature.) Pokial ¢itatel chce, moze si i pri nasledujicom dékaze rozmysliet, ako by sa tam
vyriesil analogicky problém.

Hoci implikicia AC = WO vyplyva z uz dokdzanych tvrdeni, ukdzeme si, ako na jej dokaz
mozno pouzif transfinitnt indukciu.

Dokaz implikdcie AC = WO. Nech X je neprazdna mnozina a f je selektor na P(X) ~\ {0}.
Transfinitnou indukciou definujeme pre ordinal 3

9(B) = fIX ~ glB]],

priom sa zastavime pri prvom ordindle pre ktory je X \ gla] =0, t.j. g[8] = X.
Takto dostaneme bijekciu g: o — X Na x moZzeme potom zadefinovat usporiadanie pred-
pisom

9(B) <g(v) & B <.

Dostaneme tak dobré usporiadanie, ktorého ordindlny typ je a. O

7.6.3 Aplikacie v algebre a analyze

Veta 7.6.4 (Steinitz). Steinitzova veta: Pre kaZdé pole existuje algebraicky uzavreté nadpole,
ktoré ho obsahuje.

Najprv pripomerime nieco, ¢o ste sa kedy si u¢ili na algebre. Pre kazdy polyném f(z) €
F[z] existuje rozkladové pole tohoto polynému — je to také nadpole pola F', v ktorom sa da
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polyném f(x) rozlozit na stéin konstatnty a korefiovych éinitel’ovﬂ Pozri napriklad [KGGS|
Kapitola 8.3], [CLL Section 2.2] , [SI1].

Dokaz. Transfinitnou indukciou o chvilu ukazeme, Ze pre dané pole F' existuje algebraické
rozéireni(ﬂ K, v ktorom sa kazdy polyném f(z) € F[z] da rozlozif na sGéin koretiovych
éinitelov. Ukdzme najprv vsak, Ze takéto pole uz nutne musi byt algebraicky uzavreté.

Uvazujme Tubovolny ireducibilny polyném p(x) € K[x]. Nech koeficienty polynémy p(z)
su ag, . ..,a, € K. Potom p je polynémom uz nad mensim polom L := F(aog,...,a,) C K.
V nadpoli L[z]/(p(z)) ma polyném p(z) koremi. Pole L je algebraickym rozsirenim pola F'
(kazdy z prvkov ag, ..., a, je algebraicky na F) a v L(x)/(p(x)) existuje koreii o polynému
p(x). Tento koren je teda algebraicky nad L, ¢iZe je aj algebraicky na F. Existuje teda
minimélny polyném ¢g(x) tohoto korefia nad polom F. Tento minimalny polyném je v L]
nasobkom polynému p(z), ¢ize g(x) = p(z).r(x). Tato rovnost plati aj v K[z] (K je nadpole
L), ale v K sa navySe polyném ¢(x) dé rozlozit na stéin koretiovych ¢initelov. Z toho vyplyva,
7e aj p(x) sa d4 rozlozit na sicin korefiovych ¢initelov.

Zostava teda dokazaf, Ze sa da zostrojif pole K s uvedenymi vlastnostami. Toto pole
skonstruujeme transfinitnou rekurziou.

Nech {fs(z), 8 < v} st v8etky ireducibilné polynémy nad F oindexované ordindlmi men-
$imi ako 7. (Vyuzili sme fakt, ze mnozinu ireducibilnych polynémov mozno dobre usporiadat.)
Pre kazdé o < « zostrojime algebraické rozsirenie K, pola F, v ktorom je kazdy polyném
fa(z) pre B < « rozlozitelny na sucin korefiovych ¢initelov.

1° Pre a = 0 zoberieme priamo pole K.

2° Ak mame zostrojené pole K, tak K11 bude rozkladové pole polynému f, nad polom
K. Rozkladové pole je algebraické rozsirenie K, pretoze K, je algebraické rozsirenie F je
aj K, algebraickym rozsirenim F'.

3° Ak « je limitny ordinal, tak by sme K, chceli zadefinovat ako pole, ktoré bude ob-
sahovat Kz pre vsetky S < a — Cosi ako zjednotenie tjchto poli. Pretoze vSetky polia su
také, Ze polia oindexované nizSimi ordinalmi sii vnorené ako podpolia v tych poliach, ktoré
maji vyssie indexy, modzeme priamo predpokladat, Ze si to polia na podmnozinach tej istej
mnoziny (toto si treba rozmysliet!) a potom skuto¢ne sta¢i zobraf priamo zjednotenie tychto
poli. O

Po priklade z algebry by sa snad hodil nejaky priklad z analyzy. Uk4dZzeme, ako mdzeme
zostrojit pouzitim transfinitnej rekurzie redlne funkcie, ktoré maji neobvyklé vlastnosti.

Tvrdenie 7.6.5. Eristuje podmnozina A C R x R takd, Ze vsetky x-ové rezy A, = {y €
R; (x,y) € A} su jednoprvkové a vsetky y-ové rezy AY = {y € R; (x,y) € A} sd husté v R.

Takato mnozina je grafom silno darbouxovskej funkcie. Funkcia f: R — R sa vola silno
darbouzovskd, ak pre lubovolné redlne ¢isla a < b nadobtida f na intervale (a, b) vetky redlne
hodnoty.

Slabsia vlastnost je darbouzovskd funkcia — ak nadobuda v8etky hodnoty medzi f(a) a
f(b). Z analyzy viete, ze kazda spojita funkcia je darbouxovska. Priklad silno darbouxovskej
funkcie je sticasne priklad darbouxovskej funkcie, ktora nie je spojita.

4Navyse sa v definicii rozkladového pola este vyskytuje podmienka, Ze je to v istom zmysle najmensie pole
s touto vlastnostou, t.j. je generované mnozinou FU{u1,...,un}, kde u1, ..., uy, st korene f(z) v rozkladovou
poli. Tato druht vlastnost vSak potrebovat nebudeme. Pripomenime tiez, pre ireducibilny polyném f(z) € Fz]
je Flz]/(f(z)) nadpole F, v ktorom ma f(x) aspoii jeden koren. Existencia rozkladového pola sa dokazala
induktivne pomocou tejto konstrukcie.

5t.j. kazdy z prvkov K je algebraicky nad F
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136 Aplikacie ordinalnych ¢isel a transfinitnej indukcie

Dokaz. V dokaze budeme netradi¢ne pouzivat oznacenie [a,b] pre dvojice redlnych éisel —
z toho dovodu, Ze tu budeme ¢asto pracovat s otvorenymi intervalmi na redlnej osi a nechceme,
aby sa tieto 2 oznacenia plietli.

Transfinitnou rekurziou budeme definovat mnozinu B s podobnymi vlastnostami s tym
rozdielom, ze xz-ové rezy B, sa najviac jednoprvkové.

Najprv si poriadne uvedomme, ze znamené poziadavka na y-vé rezy. Vlastne chceme, aby
pre kazdy interval (a,b) a pre kazdé y € R platilo

An{y} x (a,b) # 0.

Mnozina vSetkych takychto vodorovnych tseéiek v rovine {{y} x (a,b);y,a,b € R,a < b}
mé kardinalitu ¢. Mdzeme ich teda dobre usporiadat pomocou ordindlu, ktory zodpoveda
kardinélu ¢. (Inak povedané, d4 sa dobre usporiadat tak, Ze vlastné pociatoéné tseky budiu
mat kardinalitu mensiu ako c.)

Majme teda nejaké takéto usporiadanie {Uy = {ya} X (Gq,ba); @ < c}.

Transfinitnou rekurziou pomocou neho zostrojime B = {(Z4, Yo ); @ < c¢}. (V tomto pri-
pade nebude potrebné rozdelovat indukciu podla typu ordinélu.)

Predpokladajme, ze uz méme zadefinované xg pre vsetky 8 < a. Prvok y, uz méme
zadefinovany usporiadanim useciek U,. MnozZina {zg; 8 < «a} mé kardinalitu mensiu ako c,
teda mnozina (aq,bs) ~ {23; 8 < a} je neprézdna. Za z,, zvolime nejaky jej prvok.

Takto postupne zostrojime mnozinu B, ktord ma neprazdny prienik s kazdou tseckou
Uy, teda spliia podmienku pre y-ové rezy. Navyse volba z, v indukénom kroku zabezpeéi, Ze
ziadne x sa nevyskytne dvakrat, ¢ize y-ové rezy B s najviac jednoprvkové.

Mnozinu A zostrojime tak, Ze pre x-ové sturadnice, ktoré sa v B nevyskytli, zvolime y-ovi
stradnicu lubovolne. Napriklad ak ju zvolime ako nulu, tak A = B U {(z,0);z € R, B,
0}.

o
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