http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/alg2006/ 25. oktobra 2006

1 Permutacie

Pretoze permutédcie budete preberat na prednéske az neskor, spomenieme si tu niektoré za-
kladné veci tykajtuce sa permutécii.

Ak M je kone¢nd mnozina, lubovolnd bijekcia p: M — M sa nazyva permutdcia.

My budeme pouzivat len mnoziny tvaru {1,2,...,n} (pretoZe prvky kazdej n-prvkova
mnozinu moézeme oéislovat ¢islami 1 az n, je to vlastne iba zjednodusenie oznacenia).

Permutécie mnoziny {1,2,...,n} tvoria grupu, ktori budeme oznacovat S,,.

Permutéacie budeme zapisovat v tvare (11@ 2%0 g )

Tym sa mysli to, Ze napriklad ¢ = (} 2 3) je takd permutécia, ze 1o = 3,2¢ = 1 a 3p = 2.

Pod vynéasobenim 2 permutacii rozumieme skladanie zobrazeni, t.j. napriklad

(239)(133) = (339)-

Ak totiz ozna¢ime ¢ = (333) a7 =(1%3), tak p o 7 je zobrazenie, pre ktoré plati:
lor =27 =3,
201 =317 =2,
3pr =17 =1.

Kuchéarsky navod: Pozrieme sa iba na dolné riadky v zépise permutacie. Cisla v prvej
zétvorke ndm povedia, v akom poradi méme napisat ¢isla z druhej zatvorky, aby sme dostali
vysledok.

Na tomto priklade si mozeme vSimnuat aj to, ze skladanie permutécii nie je komutativne

(133)(331) = (313)-

Grupa S, je teda prikladom nekomutativnej grupy.

Casto sa pouziva namiesto (] 2 3) oznacenie (132) — pretoze dolny riadok staéi na jedno-
znac¢né urcenie permutéacie, ak sa dohodneme, Ze v hornom riadku st vzdy ¢isla od 1 po n
v prirodzenom poradi. PretoZe my budeme pouzivat oznadenie (123) pre cykly, ktoré o chvilu

zadefinujeme, dame prednost tomuto zdlhavejsiemu zéapisu.

1.1 Rozklad na suéin disjunktnych cyklov

Nech ay,...,a) su nejaké ¢isla z mnoZiny {1,2,...,n}. Ako (ai,...,a;) budeme oznacovat
permutaciu, ktora spliia a1 = ag, asp = as, ...ap_1p = a a arp = a;. Permutéciu takéhoto
tvaru volame cyklus.

(3331) = (124)

Kazdd permutaciu mozno rozlozit na disjunktné cykly. Napriklad:

(

Na predchadzajicom priklade si tiez mézeme vSimnut, Ze disjunktné cykly komutuju.
Pomocou rozkladu na disjunktné cykly mézeme Tahko zistif rdd permutécie (ako prvku

grupy permutécii S,,). R4d permuticie je najmensi spolo¢ny nasobok dlzok disjunktnych

cyklov, na ktoré sa da rozlozit. (Teda rad permutécie z predchddzajtceho prikladu je 6.)

1513) = (124)(35) = (35)(124)

N



1.2 Parita permutacie

Cykly dlzky 2 nazyvame transpozicie. Pretoze kazdy cyklus sa da rozlozif na transpozicie

(a1,...,an) = (a1a2)(a1as3) ... (aray)

kazdd permutdciu mozno rozlozit aj na sucin transpozicii. Podla toho, ¢ je pocet tychto
transpozicii parny alebo nepérny, hovorime o pdrnej alebo nepdrnej permutécii. (Parita
permutécie je uréend jednoznacne.)

Sucin 2 parnych permutécii je opif parna permutécia, preto parne permuticie mnoziny
{1,2,...,n} tvoria grupu. Tato grupa sa oznacuje A,, a nazyva sa alternujica grupa.

2 Ulohy

1. Dokazte, ze cyklus dlzky k je parna permutéacie prave vtedy, ked k je neparne.

2. Pre dané permutéacie urcte rad, paritu, a rozklad na disjunktné cykly:

p=(33457), 7=(37953), v =(53753)-

Dalej vypocéitajte permutacie o7, =1, 771, =L
3. Zostavte tabulku grupovej operécie pre grupu Ss.
4. Najdite vsetky podgrupy grupy Ss.

5. Dokazte, ze grupa .S, je generovana:
a) Mnozinou vSetkych transpozicii.
b) Mnozinou transpozicii {(12), (13),...,(1n)}.

6. Dokazte, Ze alternujuca grupa A,, je generované:
a) Mnozinou vietkych cyklov (ijk) dizky 3.
b) Mnozinou cyklov dlzky 3 tvaru (123), (124), ..., (12n).

7. 1 Dokézte, ze grupa A, parnych permutécii 4-prvkovej mnoziny nem4, ziadnu 6-prvkovi
podgrupu. (Kontrapriklad ukazujuci, Ze neplati obratenie Lagrangeovej vety.)

8. Dokéazte, ze parne permutéacie tvoria podgrupu S, a Ze pocet parnych a neparnych
permutécii v S,, je rovnaky.

9. Dokézte, ze grupa symetrii trojuholnika je izomorfna grupe Ss.
10. Zostavte tabulku grupy symetrii trojuholnika.

11. 2 Dokéazte, ze grupa vsetkych rotécii (t.j. vSetkych symetrii okrem rovinnych stmer-
nosti) kocky je izomorfna grupe Sy.

12. 3 Je grupa vietkych rotécii a zrkadleni (=rovinnych stimernosti) dvadsafstena (ikosa-
édra) izomorfna niektorej z grap Ss, As, Ag? 4

1Prémia za 1 bod

2Prémia za 1 bod, ak uréite aspon pocet prvkov tejto grupy, je to 1/4 bodu.

3Prémia za 2 body. Uréenie poctu prvkov = 1/2 bodu.

4Ak sami vymyslite a dokazete dalsiu vetu typu: (niektoré) symetrie pravidelného m-stena tvoria grupu
izomorfna s Sy (alebo Ap), uznam to ako prémiu za 1 bod.



3 Tabulky niektorych grup

Niektoré grupy budeme ¢asto pouzivat ako kontrapriklady na rozne otdzky. Pri hladani kon-

traprikladov je ob¢as vhodné mat poruke tabulku danej grupy.

Grupa 53

Grupa permutacii mnoziny {1,2,3}.
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Ak tie isté permutécie zapiSeme ako cykly (a identitu ozna¢ime id) dostaneme nasledujicu

tabulku:

(12)  (13) (23) (123) (132)

id




