Zadania

1. (1 bod) Kazda koneéna pologrupa (P,#) obsahuje idempotentny prvok.

(
(Teda prvok s vlastnostou z * = = x.)

2. (4x0,5bodu) Nech G je grupa. Pre podmnoziny A, B C G ozna¢ime AB =
{ab;a € A,b € B}.
a) Nech A a B st podgrupy G. Dokazte, ze AB je podgrupa G prave
vtedy, ked AB = BA.
b) Najdite priklad grupy G a jej podgrup A a B takych, ze AB nie je
podgrupa G.
c) Ak A, B st koneéné podgrupy G, tak |AB|.|AN B| = |A].|B].
d) Nech A, B, C st podgrupy také, ze A C C C AB. Dokézte C =
(AB)N (AC) = A(BNCQC).

3. (lbod) Dokézte, Zze grupa A4 parnych permutdcii 4-prvkovej mnoZiny
nemd Zziadnu 6-prvkovi podgrupu. (Kontrapriklad ukazujtci, Ze neplati
obratenie Lagrangeovej vety.)

4. (1 bod, ak uréite aspon pocet prvkov tejto grupy, je to 1/4 bodu.) Do-
kazte, ze grupa vietkych symetrii kocky, ktoré zachovavaja orientaciu,' je
izomorfna grupe Sy.

5. (2 body. Uréenie po¢tu prvkov = 1/2 bodu.) Je grupa vSetkych symetrii
dvadsaftstena (ikosaédra), ktoré zachovivaja orientaciu, izomorfné niekto-
rej Z gI‘pr S5, A5, A67 2

6. (1 bod) Nech p je prvoéislo. Dokézte, ze aZ na izomorfizmus existuja prave
2 grupy, ktoré maji p? prvkov a Ze obe tieto grupy si komutativne.3

7. (1 bod) Dokézte, Ze alternujica grupa A, je jedinou podgrupou S,, indexu
2. Najdite priklad grupy, ktord mé viac nez jednu podgrupu indexu 2.

Riesenia
1. (M. Adaméik, V. Bachrat, J. Niznansky, D. Svec) Najprv ukéazme, Ze v P
existuje koneény pocet prvkov ay,...,a, tak, ze

a1a1 = G2,0202 = A3, ...,0p_-10n—-1 = Gp & Apdyn = A41.

Ak totiz zoberieme Iubovolny prvok za x; a indukciou definujeme x,11 = Tp Ty,
raz sa nejaky prvok musi zopakovat (pretoze méme len koneéne vela prvkov).
Prvy prvok, ktory sa zopakuje, mdzeme zobrat za a;.

Ak méame prvky aq,...,a, s vlastnostami uvedenymi hore, tak x = a1 ...a,
je idempotent. Staéi si uvedomit, Ze tieto prvky komutuju — vSetky sa totiz
mocniny a; — a

(a1...ap)(a1...an) = (a1a1)(a2a32) ... (anan) = as...ana; = aras. .. ay,

Thttp://en.wikipedia.org/wiki/Rigid_motion — lepsie to do Slovenéiny prelozit neviem
2 Ak sami vymyslite a dokazete dalsiu vetu typu: (niektoré) symetrie pravidelného m-stena
tvoria grupu izomorfnu s Sy (alebo Ag), uznam to ako prémiu za 1 bod.

R

3T4to uloha je podstatne tazsia nez som si myslel, ked som ju zadéval.



¢ize skutocne plati x = xx.

Iné riesenie: Zvolme si lubovolné z € P. Uvazujme prvky z, 22, 24,... 22", ...
KedZe pologrupa P je konecné, urcite sa raz zacni opakovat, pre nejaké k a l > 0
mame teda: - oo

¢ =z .
a)l=1= 22" je idempotent.
b) I > 1 = mame 2 = 2°, pricom b > 2a. Prenasobime tito rovnost z°72¢ a
dostaneme x°~% = 226722 ¢ize 257 je idempotent. (Tu je ddlezité, ze b — 2a
je kladné ¢islo — v pologrupe neméame definované mocninu daného prvku pre

zdporné exponenty.)

2. (J. Niznansky, ¢iasto¢né rieSenie: J. Székely)

a) AB je podgrupa < AB = BA

Najprv ukdzeme BA C AB. Nech z = ba, kde b € B a a € A. Potom
(ba)~™t =a=1b~! € AB a pretoze AB je grupa aj ((ba)~!)"! = ba € AB.

Este treba dokdzat AB C BA. Nech © € AB. Pretoze AB je grupa, aj
x~! =€ AB, ¢ize x7! = ab pre nejaké a € A, b € B. To znameni, 7e © =
ab! =b7la"! € BA.

Nech AB = BA. Chceme ukazat, Ze je to podgrupa G. Zrejme e = e.e €
AB. Ak z,y € AB, tak x = ab a y = a'l’ pre nejaké a,a’ € A a b,b’ € B. To
znamend, ze xy = a(ba’)b’. Pretoze ba’ € BA = AB, aj prvok ba’ vieme dostat
ako ba’ = a”’l" pre nejaké o’ € A, b’ € B, &ize

zy = (aad")(bV") € AB.

Ak 2 € AB, tak x = ab pre nejaké a € A, b € B, ale potom aj x~ ! =
b~la"! € BA= AB.

b) Zoberme podgrupy A = {id,(12)} a B = {id, (23)} grupy Ss3. Potom
AB = {id, (12),(23),(123)}, ale (23)(13) = (132) ¢ AB, teda AB nie je grupa.

c) Staci ukazat, ze vSetky vyjadrenie toho istého prvku ab € AB ako st¢inu
a't/, kde a’ € A, V' € B st tvaru axz b, kde z € AN B. (Potom podet moznych
dvojic (a,b) € A x B) treba vydelif prave po¢tom prvkov AN B, aby sme dostali
podet prvkov mnoziny A.B.) LenZe ak ab = a'l/, tak x = a~la’ = bb'"' € ANB
amame ar =a’ ax b=V
Iny sposob: % je pocet prvkov rozkladu A podla podgrupy ANB. Chceme
dokézat |AB| = %BL Na to staci ukdzat, ze ab = o’b’ prave vtedy, ked a a o’
padnt do tej iste] triedy rozkladu A podla AN B. To moézeme urobif podobnym
postupom, ako sme pouzili v predchadzajicom odseku.

d) Je vcelku lahké si v8imnut, Ze plati (pre Tubovolné A, B,C C G)

A(BNC)C ABNAC.
Z toho, ze A C C' mame AC = C, a teda
ABNAC =ABNC =C.

Dalej vieme, ze C C AB. Teda kazdy prvok ¢ € C mézeme napisat v tvare
c=abpreac Aabe B. Pretoze ACC, mémeac C ab=a"tce C. Teda
be BNC, z ¢oho vyplyva ab € A(BN (). Ukdzali sme

C CABNC).



Spojenim tychto inkluzii a rovnosti dostaneme

C=ABNAC = A(BNC).

3. (V. Bachrat4, D. Svec) Vyuzijeme nasledujice tvrdenie: Ak H je podgrupa
G také, ze [G : H] = 2, tak H je normélna a pre vietky = € G plati 22 € H.
(Bolo to sice na cviku a asi to mala niektord skupina aj na pisomke, ale asi sa
nezaskodi pripomenit dokaz. Ak [G : H| = 2, znamen4 to, Ze rozklad G podla
H mé dve triedy. Pretoze jedna z tried je H, druha z nich musi byt G\ H. Teda
existuje jediny taky rozklad, ¢o znamend, %e lavy a pravy rozklad sa rovnaja
a H je normdlna. Ak z € G tak rdd prvku xH v dvojprvkovej grupe G/H je
delitelom 2, preto x2H = (xH)(xH) = H, ¢ize ?> € H.)

V nasom pripade mé grupa Sy 24 prvkov a A4 mé 12 prvkov. (Parne per-
mutéacie st prave identita, cykly dizky 3 a permutacie pozostavajice z 2 dis-
junktngch transpozicii. Cyklov dlzky 3 je (é).Z = 6 — pretoze 3 prvky moézeme
vybrat (g) sposobmi a rotovaf ich méZeme 2 smermi. Ak permuticia pozos-
tava z 2 disjunktnych transpozicii, tak je jednoznacne uréena prvkom, ktory je
v transpozicii spolu s prvkom 1, a na vyber tohto prvku mame 3 mozZnosti.)

Ak by H bola 6-prvkovéa podgrupa Sy, tak podla tvrdenia, ktoré sme uviedli
pred chvilou, by platilo p?> € H pre vsetky permutacie z A4. Specidlne tak
dostaneme, ze H obsahuje vSetky trojprvkové cykly (pretoze (abc) = (ach)?), a
teda H ma aspon 8 prvkov, ¢o je spor.

Iné rieSenie: (Zakladna myslienka je podobna — ukdzeme, ze by H obsahovala
viac nez 6 prvkov, trochu inym postupom.) Predpokladajme, Ze by A4 obsaho-
vala 6-prvkovi podgrupu H. Potom H obsahuje permutéciu ¢ radu 2. (Kazda
grupa s parnym poctom prvkov obsahuje prvok réadu 2.)

Parna permutéacia 4-prvkovej mnoziny musi byt stéin 2 disjunktnych cyk-
lov dlzky 2. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladaf, Ze sme prvky
preusporiadali tak, ze ¢ = (12)(34).

Dalej si uvedomme, ze H musi obsahovat aj nejaky prvok radu 3. Prvok radu
1 je totiz jedine identita a prvky rddu 2 mame v A4 iba 3: (12)(34), (13)(24)
a (14)(23). V A4 st len prvky radov 1,2,3 (cyklus dizky 4 je totiz neparna
permutécia).

Vidime teda, ze existuje prvok 7 € H, ktory méa rad 3. Zrejme 7 je cyklus
dlzky 3. Vhodnym preéislovanim opif mozeme dosiahnut, ze 7 = (123).

(Prvky skuto¢éne mozeme preéislovat tak ako sme uviedli. Mame totiz per-
mutéciu 7, ktord je cyklom dlzky 3 a ¢, ktora pozostéava z dvoch cyklov dizky
2. Z troch prvkov vystupujtcich v cykle 7 budi prave 2 v rovnakom cykle dlzky
2 vo . Tieto oznacime ako 1 a 2, zvysny prvok z tohoto cyklu oznacime 3 a
mame ich oéislované tak, ako sme chceli.)

Dostali sme sa teda do situdcie, ked vieme, ze H obsahuje permutécie (12)(34)
a (123). Dalsi postup je jednoduchy: skladanim tychto permutécii sa ndAm podari
vytvorit viac ako 6 permutécii, ¢o je spor s tym, ze H mé 6 prvkov.
(12)(34)(123) = (134) e H
(123)(134) = (124) € H
(123)? = (132) € H, (134)? = (143) € H, (124)?> = (142) € H
Nasli sme teda celkove 8 roznych prvkov, ktoré musia patrit do kazdej podgrupy
obsahujucej (12)(34) a (123) — st to permutécie id, (12)(34), (123), (132), (134),
(143), (124), (142).



Dalsie riesenie mozete néjst v [G] (zadiatok 2. kapitoly).

4. (M. Sirai; ¢iasto¢né riesenie L. Kovaléinova) Névod (z [FS], resp. [P]): Kocka
mé 4 telesové uhlopriecky. Treba si ozrejmit, Ze kazd4 symetria kocky, ktora
nemeni orientaciu zodpoveda jednoznacne nejakej permutacii tychto telesovych
uhlopriecok (a takisto, Ze toto priradenie zachovéva skladanie zobrazeni).

Pretoze je to prvy priklad zo série dloh tykajtcich sa symetrii pravidelnych
telies, nezasSkodi spomentt pér veci, ktoré je dobre si uvedomit.

Ulohu by sme mohli riesit tak, Ze vezmeme graf telesa (hrany a vrcholy) a sy-
metrie telesa si potom prave automorfizmy grafu (t.j. také zobrazenia mnoziny
vrcholov do seba, ktoré zachovavaji susednost).

Niektoré dvojice telies st dudlne: kocka a osemsten; dvanaststen a dvadsafts-
ten. Dudlne teleso znamené, ze vezmeme za vrcholy nového telesa stredy stien
povodného telesa. (Takto dostaneme z kocky osemsten a z osemstenu kocku).
Duélne telesd musia mat rovnaké grupy symetrii. (Ak by sme urobili podobny
postup pre rovinné grafy, dostaneme tzv. dudlny graf.)

Vdaka tomu, Ze ide vlastne o tlohu najst vSetky zobrazenia daného grafu,
dé sa tloha vyriesit mechanicky — vyskusanim vSetkych moznosti. Samozrejme,
ru¢ne by to trvalo pridlho — ale d4 sa to naprogramovat. V [M] sa mozete do-
zvediet ako sa to d4 urobit pomocou programu Maple. Program asi najcastejsie
vyuzivany na tento typ vypoctov je GAP.

Snad by este stdlo za zmienku, Zze kocka sa da chapat ako Cayleyho graf
(budete mat — alebo uz ste mali — na tedrii grafov).

Spomertime si eSte jednu moznost, ktord by sa dala pouzit v tlohach tohoto
typu. Uvazujme permutécie s = (12) a r = (123). Pre ne plati

sr=r2s, % =id,r3 = id.

Tiez si vSimnime, Ze z predchadzajucich vztahov méZzeme uz jednoznaéne uréit
st¢in Tubovolnych 2 prvkov z grupy {id,r,r%, s, sr,sr?} (mozete skusit vyplnit
tabulku grupovej operacie). Ziskame tak vlastne grupu Ss.

Grupa S3 je teda uréend mnozinou prvkov uvedenou hore a vztahmi sr =
r?s, s = id, r3 = id. Inak povedané, je to grupa s generatormi r a s, ktora
spliia dané vzfahy a neplatia v nej uz ziadne rovnosti, ktoré nemozno odvodit
z tychto vztahov (aj ked toto nie je asi az také jednoduché dokézat). Ak mame
grupu zadani pomocou generdtorov a vztahov, ktoré pre ne platia, hovorime
o konecnej reprezentdcii grupy.

V naSom priklade by sme mohli pouzit nejaké generdtory Sy, najst vzfahy,
ktoré jednoznacne uréia grupu Sy, tymto generdtorom priradit nejaké symetrie
kocky a ukéazaf, Ze spltiaju tie isté vztahy. Ak okrem toho este ukazeme, Ze grupy
maju rovnaky pocet prvkov, tak uz musia byt izomorfné.

5. (M. Siraf — skoro kompletné riesenie) Dvadsatsten:

Moje riesenie (t.j. berte ho s rezervou — moze tam byt chyba). Niektoré
zdoévodnenia mozno nie si az tak detailné ako by mali byt — ale s trochou
geometrickej predstavivosti sa to snad bude daf pochopit. MoZno pomozu aj
obrazky. (Jeden z obrazkov predstavuje dvanaststen ako rovinny graf — t.j. jednu
stenu sme roztiahli tak, aby sa vSetky vrcholy dali umiestnif do jednej roviny.
Dalsie 2 st pohlad zhora a spredu.)



Najprv spocitajme, kolko symetrii vlastne obsahuje nasa grupa. Pri troche
geometrickej predstavivosti si lahko uvedomime, Ze zobrazenim 2 susednych vr-
cholov je uz celd symetria jednoznac¢ne urcena. Mame teda celkove 20 x 3 = 60
symetrii (20 moznych vrcholov, kazdy mé 3 susedov). Zo zadanych grap mé
takyto pocet prvkov len As; poktsime sa teda ukazaf, Ze grupa symetrii dva-
naststena je izomorfna s alternujticou grupou As.

Sktisme sa inSpirovat prikladom kocky. Tam sme mali 4 uhlopriecky, ktoré
nadm pomohli ukdzat, ze ide o grupu S4. Fajn, tak teraz by sa ndm hodilo
mat nejakych 5 Gtvarov. Keby sme vSetkych 20 vrcholov 12-stenu rozdelili na 5
Casti, v kazdej musia byt 4 vrcholy. Vedeli by sme rozdelit vrcholy 12-stenu na
5 pravidelnych Stvorstenov?

Zoberme si 1 vrchol 12-stenu. (Skuste si 12-sten predstavif tak, Ze je jednou
stenou poloZeny na vodorovnej podlozke. Potom méme horni a spodnii stenu a 2
,VIstvy* pozostavajuce z 5 stien. Obcas pouzijem termin ,horna“ alebo ,dolna
stena“ — z tohto by malo byt jasné, ¢o sa tym mysli. Prvy obrézok v takomto
pripade predstavuje pohlad zhora.) Tento vrchol patri 3 stendm. Ostatné vrcholy
vyberieme z protilahlych stien.

Zoberme si najprv jednu protilahli stenu. V nej st 2 vrcholy s minimélnou
moznou vzdialenostou od vrcholu ktory sme si zvolili ako prvy. (Na nasom ob-
razku st horna a spodna stena o kisok pootocené 5-uholniky. K danému vrcholu
z horného 5-uholniku mame 2 najblizsie vrcholy v spodnom.)

Teraz budeme rovnako pokracovat pre ostatné steny. Teraz vSak chcem najst
vrchol, ktory je rovnako vzdialeny od oboch (vSetkych 3) doteraz zvolenych



vrcholov. Preto bude uz teraz volba jednoznacénd. (Jeden Stvorsten, ktory takto
ziskame, je zndzorneny na obrazku.)

Tym sme nasli jeden Stvorsten, jeho pootodenim dostaneme dalsie 4 a tak
rozdelime vSetky vrcholy medzi 5 pravidelnych Stvorstenov. (Ak si stale pred-
stavujete 12-sten polozeny jednou stenou na vodorovnej podlozke, tak si vSetky
vrcholy rozdelené do 4 pitic, ktoré st v rovnakej vyske. Prave popisanym postu-
pom sme vybrali 1 vrchol z kazdej tirovne — teda sme rozdelili skutoéne vsetky.)

Fajn, takZe mame 5 Stvorstenov - a kazda symetria musi zobrazit niektory
Stvorsten na iny (pretoZe zachovava vzdialenosti, teda $tvorica rovnako vzdia-
lenych bodov sa musi zobrazif na Stvoricu rovnako vzdialenych bodov), ¢ize
kazdej symetrii sme priradili prvok z S5 (permutaciu $tvorstenov, ktoré sme
préave popisali).

POZOR! Predchadzajica tivaha mé drobnt trhlinu (ktort ale nastastie vieme
zaplatat). V skutoénosti Stvorstenov, ktorych hrany maja takuto vzdialenost je
10 — v prvom kroku nasej konsStrukcie sme si mohli vybrat niektory z dvo-
jice najblizsich vrcholov, dalsie 2 vrcholy $tvorstenu boli uz jednoznacne ur-
¢ené. Lenze dvojice Stvorstenov, ktoré takto dostaneme st zrkadlovymi obrazmi
(podla vhodnej roviny stimernosti; ak méte stéle pred o¢ami nas obrazok, bude
to zvisla rovina, ktora prechadza vrcholom z hornej podstavy, ktory sme si zvolili
a k nemu protilahlym vrcholom 12-stena). Rovinnd stimernost meni orientéciu
— preto takyto Stvorsten nemozeme dostat pomocou symetrie z grupy G. Teda
nam zostéva naozaj len 5 stvorstenov.

Mame teda zobrazenie ¢: G — S5, kde G je grupa permutécii, ktoré sku-
mame a Sy s permutécie piatich Stvorstenov. Je to tiez homomorfizmus (ak
zlozime 2 symetrie, aj permuticia naSich Stvorstenov je zloZenie prislusnych
permutécii). Najprv by sme chceli ukazat, Zze ¢ je injekcia.

Nech f je symetria dvandststena, ktorej zodpoveda identickd permutécia
stvorstenov. Teda kazdy vrchol sa méze zobrazit iba na niektory vrchol z jemu
prislichajaceho $tvorstenu. Samozrejme musi byt pritom zachované susednost
vrcholov.

Predpokladajme, Zze f # id. Potom sa niektory bod musi zobrazif na iny
bod. Bez ujmy na vSeobecnosti nech je to bod stvorstenu, ktory sme si nakres-
lili ako prvy. Ak teraz vezmeme ,susedny“ Stvorsten, zistime, Ze mame iba tri
dvojice vrcholov, ktoré st susedné. (Susedné Stvorsteny - jeden vznikol pooto-
¢enim druhého o 2 okolo zvislej osi prechadzajicej stredmi protilahlych stien.)

5
St znazornené na obrazkoch.
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Ako sme uz spominali, zobrazenim dvojice vrcholov je symetria jednoznacne
urcend (ked vieme, Ze nemeni orientaciu). Ak si vezmeme dalsieho suseda (na-
zvime ho X) prvého vrcholu v hornej stene, tak pre kazda z tychto dvoch sy-
metrii vieme uréit kam sa zobrazi (na obrazku je to vyznadené krizikom). Ale
ani 1 z tychto dvoch moznych pozicii po zobrazeni nie je v tom istom Stvorstene

ako X.
a
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Pretoze p: G — S5 je injekcia, grupa G je izomorfna s podgrupou ¢[G]
grupy S5 (kde ¢[G] oznacuje obraz G v zobrazeni ¢.) PretoZe tato grupa mé 60




prvkov, teda polovicu z poctu prvkov Ss, podla prémiovej tlohy 7 to musi byt
As.

Iné rieSenie sa da najst v [F'S] alebo [P].

Dalsia moznost riesenia je ukéazat, Ze S5 je generovanid permuticiami r =
(12345) a s = 142 a je uréend vzfahmi (s7)2 = s* = r® = ud. Tieto vztahy
spliiaji aj symetrie r = rotacia okolo niektorej osi prechadzajicej vrcholom a
s =rotécia okolo osi prechddzajica stredom steny (pricom vrchol volime na tejto
stene). Treba okrem toho eSte ukizat, ze kazd4 symetria sa d4 dostat z s a 7.

Takto sa zhruba d4 preformulovat riesenie M. Sirafia. (Ja som bol vsak prilig
lenivy skontrolovat to uplne detailne.)

Stvorsten: Celkom lahko sa d4 zistif, Ze kazda permutacia vrcholov zodpo-
veda nejakej symetrii a orientaciu zachovavaji prave parne permutacie.

Teleso Bez zmeny orientacie | VSetky symetrie
Stvorsten Ay Sy
Kocka Sy Sy X Zo
Osemsten Sy S4 X Zig
Dvanéststen As As X Zio
Dvadsatsten As As X Zs

6. (Ciasto¢né rieSenie: M. Adamdik) Tato uloha je podstatne fazSia nez som
si myslel, ked som ju zadéval. Za to sa ospravedliiujem — ked som ju zadéval,
predpokladal som, ze az taka zlozitd nebude. Ale suvisi to s tym, Ze sa zdate
dost Sikovni, preto som Vam chcel zadat vela prémiovych tloh — aby ste sa cez
semester nenudili. Pretoze som ich chcel zadat vela, nestihol som si poriadne
rozmysliet rieSenia vSetkych tloh :-(

Nepodarilo sa mi najst rieSenie, ktoré by vystacilo s vedomostami z druhého
ro¢nika. RieSenie, ktoré Vam viem povedat sa opiera o désledok 3, ktory hovorti,
7e a G ma p? prvkov, tak existuje nejaky prvok tejto grupy (rézny od neutrél-
neho), ktory komutuje so vSetkymi prvkami grupy G. Ak ste ochotny tomuto
uverit, tak rieSenie uz bude pomerne jednoduché. Struény dékaz tohoto faktu
som sa pokusil spisat dole — najprv uvediem spominané rieSenie. (Ak predsa len
niekto pridete na ovela jednoduchsie riesenie, dajte mi vediet — ja som na nié
jednoduchsie neprisiel).

Nech G je p?-prvkova grupa a nech a # e je prvok, ktory komutuje so
vietkymi prvkami z G. Podla Lagrangeovej vety je rad tohoto prvku bud p?
alebo p.

Ak je rad prvku a rovny p?, tak ide o cyklickd grupu a teda G je izomorfna
SO Zip2.

Nech teraz rad a je rovny p. Ukazeme, Ze existuje izomorfizmus medzi G a
Zy X Zy. Zoberme si lubovolny prvok b ¢ [a]. Ak je rdd prvku b rovny p?, ide
opif o cyklicktl grupu. Bez ujmy na vSeobecnosti modzeme teda predpokladat,
7e rad prvku b je tiez p. Grupa G urcite obsahuje prvky tvaru a*b!, kde k,1 €
{0,1,...,p— 1}. Zo zdkonov o krateni vyplyva, Ze su to rozne prvky. Tvrdime,
7e zobrazenie ¢: G — Z, x Z,, definované ako ¢ : a*b! — (k,[) je izomorfizmus.
To, Ze ¢ je bijekcia, je zrejmé. Jediné, ¢o si treba uvedomit, aby sme videli, Ze
je to aj homomorfizmus, staci si v§imnaf rovnost

akblambn _ a/k—‘—mbl+n7

ktora vyplyva z toho, Ze prvok a komutuje s prvkom b.



Zvysok je venovany dodkazu désledku 3.

Ak a je prvok grupy G, tak ako C(a) ozna¢ime mnozinu Z(a) = {g € G;ag =
ga} vSetkych prvkov, ktoré komutuju s a. (Mnozina Z(a) sa zvykne nazyvat
centralizator prvku a.) Pre lubovolny prvok a € G je jeho centralizdtor Z(a)
podgrupa G.

Dva prvky a, b grupy G nazveme konjugované, ak a = gbg~!' pre nejaké
g € G. Budeme pouzivat oznacenie a ~ b. D4 sa pomerne Tahko overit, Ze ~ je
relacia ekvivalencie. Triedy tejto ekvivalencie budeme nazjvat triedy konjugdcie
a triedu prvku a ozna¢ime C(a). Cize

C(a) = {gag™';9 € G}
Lema 1. Pre triedy konjugdcie plati

[Ca)l =[G = Z(a)].
Dokaz. Nech z,y € C(a). To znamena, Ze existuji g,h € G také, ze r = gag~*
a y = hah~!. Potom

r=y< gag ' =hah ' & h7lga = ahg™! = a(h~tg)7t,

teda prvky z a y sa rovnaji prave vtedy, ked h~1g € Z(a), &ize h a g patria do
tej istej triedy rozkladu G podla Z(a).

Preto kazda trieda rozkladu G podla Z(a) urcuje prave jeden prvok z C(a),
teda prvkov v C(a) je tolko isto ako tried rozkladu. O

Dosledok 1. Pocet prvkov kazdej triedy konjugdcie deli pocet prvkov grupy G.

Centrom grupy nazyvame mnozinu {a € G; (Vg € G)ag = ga} tych prvkov,
ktoré komutuja s kazdym prvkom z G.

Dosledok 2.
|C(a)| =1 < a€ Z(G)

Doékaz. Podla predchadzajtcej vety |C(a)|] = 1 znamend Z(a) = G, teda a
komutuje s kazdym prvkom grupy G a a € Z(G). O

Pre nas st dolezité tieto fakty: Pocet prvkov kazdej triedy konjugacie deli
pocet prvkov G a triedy konjugéacie tvoria rozklad G (pretoze konjugicia je re-
lacia ekvivalencie). Preto podet prvkov G je stétom poctov prvkov jednotlivych
tried konjugacie.

V nagom pripade mdme |C(a)| | p? pre vietky a € G. Pritom |C(e)| = 1
(pretoze e je v centre grupy G). Ostatné triedy konjugdcie mozu mat teda velkost
1 alebo p. Keby vsetky mali pocet prvkov p, tak by platilo p? = kp + 1, kde k
je pocet tried konjugacie, ¢o je spor (¢islo na Tavej strane rovnosti je delitelné
p, ¢islo napravo nie). Teda musi existovat aspon jeden prvok rozny od e, ktory
lezi v centre grupy G.

Désledok 3. Kazdd p?-prvkovd grupa md netrividlne centrum (t.j. Z(G) #

{e})-

Viac o veciach, ktoré stvisia s predchadzajicimi tvrdeniami, sa mozete do-
zvediet v 2. kapitole v [G].

{DOSCEN}
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