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1. Nech x a y st prvky kone¢ného radu grupy G a nech zy = yx. Dokazte, ze ak ich rady k
a | s nesudelitelné, tak rad prvku xy je kl. Dokézte, Ze existuju exponenty m a n, také, ze
rad prvku z™y"™ je rovny [k,!] (najmensi spoloény nasobok radov). Platia tieto tvrdenia aj
ak z a y nekomutuju?

Zrejme (zy)*! = 2¥!y* = e. Treba ukézaf, ze ki je najmensie &islo s touto vlastnostou.

Ak

n,n

(zy)" = a"y" =,
tak mame " = y~". Potom
e — (xn)k — y—nk’

¢ize | | nk. Pretoze | a k st nestdelitelné, z toho, ze | | nk uz vyplyva | | n. Podobne sa
dokéze k | n. Teda kl | n. Z toho, ¢o sme doteraz ukdzali vyplyva, ze n = kl.
Na dokaz dalSej casti tlohy (kde uz nepredpokladdme, Ze k a [ st nesudelitelné) si staci

uvedomit, 7e ak rad prvku z je k a d | k, tak rad z? je %. Ak teda polozime d = (k,1) a
m=d an =1, tak prvky 2% a y® = y maja rady g a . Pretoze (%,l) = 1, mdzeme pouzit

prvi ¢ast tlohy a dostaneme, Ze rad prvku z%y? je % = [k,1].

Kontrapriklad ukazujtci, Ze bez predpokladu xy = yz toto tvrdenie nemusi platit: x =
(14) a y = (123). Rady tychto prvkov st 2 a 3. RAd prvku zy = (14)(123) = (1423) je 4 # 2.3.

Tieto 2 prvky st kontraprikladom aj na druht ¢ast tvrdenia. Ak totiz zoberieme lubovolnt
mocninu z, bude to niektora z permutécii ¢d alebo (14). Mocniny y st (123), (132), id. Mozné
stéiny x™y™ su (1423), (1432), (123), (132), (14) a id. V ziadnom pripade nedostaneme prvok
radu [2,3] = 6.

2. Nech z a y st prvky kone¢ného radu grupy G a nech zy = yx. Dokazte, Ze ak [z]N[y] = {e},
Cize prienik podgriup generovanych tymito prvkami je trividlna podgrupa, tak rad prvku xy
je najmensi spolo¢ny nasobok radov prvkov x a y.

Pretoze s = [k, n] je ndsobkom k aj [, je zrejmé, ze (zy)® = x°y® = e.

Ak plati (zy)™ = e, tak ™ = y~™ je prvok, ktory patri sucasne do [z] aj do [y]. Preto
2™ =y "™ =1, z éoho vyplyva k | n a l | n, preto s | n. Vidime, Ze s je najmensie ¢islo s
vlastnostou, ze (zy)® = e.

Na 1 z cvifen{ som v zadani napisal kl namiesto [k,!]. V takomto zneni tvrdenie vety
neplati: ako kontrapriklad staéi zobrat = (1,0) a y = (0,1) v Zg x Z4. Potom = ma rad 2,
y mé rad 4, [z] N [y] = {(0,0)} a rad prvku zy je 4.

Kontrapriklad: opét (14) a (123)



