1 Rozklady podla podgrupy, invariantné podgrupy

1.1 Relacie ekvivalencie a rozklady
Pripomenutie niektorych pojmov a tvrdeni, z ktorych uz vela poznate.

Definicia 1.1.1. Reldcia ekvivalencie je relacia R na mnozine A, ktord je reflexivna, symet-
rickd a tranzitivna; t.j. pre vSetky a,b, c € A plati:

aRa
aRb = bRa
aRb ANbDRc = aRc

Mnozina {b € A;aRb} sa nazyva triedou ekvivalencie s reprezentantom a a oznafuje sa
[a]r, pripadne len [a].

Definicia 1.1.2. Rozklad mnoZiny A je takd mnozina A = {A;;i € I} nepréazdnych pod-
mnozin mnoziny A, Ze plati:

(i) Pre vsetky i,j € I plati bud A; = A; alebo A; N A; = 0.
(i) U A; = A.
il
Pred hlavnymi vysledkami tykajacimi sa rozkladov a ekvivalencii uvedieme si este jednu
lemu:

Lema 1.1.3. Nech R je reldcia ekvivalencie. Potom
aRb & [a]R = [b]R

Veta 1.1.4. Ak R je reldcia ekvivalencie na A, tak mnoZina vsetkych tried ekvivalencie tvori
rozklad mnoZiny A.

Veta 1.1.5. Ak A= {A;;i € I} je rozklad mnoziny A, tak reldcia R definovand tak, Ze
aRb = (Fielae A;NbeE A;

je reldcia ekvivalencie. (Definicia reldcie R vlastne hovort, Ze 2 prvky si v reldcii R prdve
vtedy, ked leZia v tej istej istej mnoZine rozkladu A.)

Videli sme, ze reldcii ekvivalencie na mnozina A mozeme priradit rozklad mnoziny A
a opacne. Cheeli by sme ukézaf, Ze tdto korespondencia medzi reldciami ekvivalencie a roz-
kladmi je jednojednoznacna; ¢ize relacie ekvivalencie a rozklady st vlastne len 2 rozne pohlady
na tu istu vec.

Oznaéme rozklad prisliuchajuci relacii ekvivalencie R ako Apg a relaciu ekvivalencie dant
rozkladom A ako R4. My vlastne chceme ukézat, ze tieto 2 priradenia sti navzdjom inverzné,
Cize Ra, = Ra Ap, = A

(Tu je tiez dolezité si uvedomit, ¢o znamend Ze 2 reldcie resp. 2 rozklady si rovnaké.
Relécie chdpeme ako podmnoziny A x A, 2 relacie sa R a R’ sa rovnaju prave vtedy, ked
plati aRb < aR'b pre vSetky a,b € A. Rovnost pre rozklady takisto chdpeme ako rovnost
mnozin — to znamend, Zze rovnaké rozklady pozostavaja z tych istych podmnozin.)

Z lemy 1.1.3 vidime, ze ak priradime relacii ekvivalencie rozklad, tak v rovnakych pod-
mnozindch buda préave tie prvky, ktoré st v relicii R, a teda skuto¢ne plati R4, = R.
Platnost rovnosti Ag, = A pre Tubovolny rozklad sa tiez ukaze pomerne jednoducho (DU —
d4 sa opit pouzit lema 1.1.3).
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1.2 Triedy grupy podla podgrupy
Najprv si zadefinujeme jeden pomocny pojem — nasobenie komplexov.

Definicia 1.2.1. Nech G je grupa a A, B C G su jej lubovolné podmnoziny. Potom definu-

jeme sucin AB ako
AB = {ab;a € A,b € B}.

Niektoré uzitoéné vlastnosti nasobenia komplexov zhrnieme v nasledujicej leme:
Lema 1.2.2. Nech G je grupa.

(i) Ndsobenie komplexov je asociativne, t.j. A(BC) = (AB)C pre lubovolné podmnoZiny
A,B,C CQ@G.

Ak H je podgrupa grupy G, tek H> = HH = H.

Ak H je podgrupa grupy G, tak H-' = {h"};he H} = H

)
(iii) Pre lubovolni podmnoZinu A C G plati (A~1)~1 = A.
)
) Pre lubovolné podmnoziny A, B C G plati (AB)™' = B~1.A71.

(v
(vi) Ak K, H si podgrupy grupy G, tak (HK) ' = K1 H ! = KH.

Oznacenie H~! v predchiddzajicej leme neznamena, ze by tato mnozina bola inverznym
prvkom ku H v monoide (P(G)\{0}) s ndsobenim komplexov — H ! jednoducho len oznacuje
mnozinu inverznych prvkov ku prvkom z H.

Nebudeme dokazovat vsetky casti tejto lemy nebudeme — prvé z nich sme robili na cvice-
niach, ostatné zostavaji ako DU. Na ukazku si dokdzme (iii).

Dokaz. (iii): Pretoze (a=!)~! = a, kazdy prvok z A patri aj do (A71)71 ¢ize A C (A71)~L
Obratene, ak b € (A71)71, tak b = (a=1)~! pre nejaké a € A, ale (a=!)~! = a, teda
b=a € A. Ukézali sme aj inkltziu (A=1)~! C A. O

Nésobenie komplexov vo vSeobecnosti nemusi byt komutativne (ako kontrapriklad staci
zobrat v nekomutativnej grupe 2 jednoprvkové mnoziny {a} a {b} pre prvky a a b, ktoré
nekomutuji). Samozrejme, pre komutativnu grupu je aj ndsobenie komplexov komutativne.

Definicia 1.2.3. Ak H je podgrupa grupy G, tak oznac¢ime pre a € G

aH = {ah;h € H},

Ha = {ha;h € H}.
Mnoziny aH nazyvame lavé triedy grupy G podla H (alebo lavé triedy grupy G modulo H),
mnoziny Ha st pravé triedy grupy G podla H.

Pomocou nésobenia komplexov mozeme prave definované pojmy zapisat takto:

aH = {a}H,
Ha = H{a}.

Ako sme uZ spomenuli, niasobenie komplexov vo vSeobecnosti nemusi byt komutativne,
takisto ani nemusi vo vSeobecnosti platit aH = Ha. V dalSej ¢asti uvidime, Ze podgrupy,
ktoré maja tuto vlastnost s z istého hladiska zaujimavé. Je zrejmé, Ze tato rovnost plati ak
G je komutativna.

Zacali by sme v8ak s tym, ze ukdZeme, Ze lavé triedy G podla H tvoria rozklad G (a
podobne to plati pre pravé triedy).
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Priklad 1.2.4. Triedy Z podla 3Z st {3k;k € Z}, {3k + 1;k € Z} a {3k + 2;k € Z}. Je
zrejmé, Ze tvoria rozklad mnoziny 7 — kazdé celé &islo je bud tvaru 3k, 3k + 1 alebo 3k + 2.

Lema 1.2.5. Nech H je podgrupa G a a,b € G. Potom aH = bH prdve vtedy, ked b 'a € H.
Podobne plati Hao = Hb < ab~' € H.

Dokaz. Ak aH = bH, tak a € bH, ¢ize a = bh pre nejaké h € H. Z toho b='a =h € H.
Ak b la € H, tak b=laH = H, a teda bH = b(b-taH) = (bb~1)aH = eaH = aH.
Doékaz druhej Casti tejto lemy je analogicky. O

Tvrdenie 1.2.6. Lavé triedy grupy G podla jej podgrupy H tvoria rozklad G. (Inak: {aH;a €
G} je rozklad mnoZiny G.)
Pravé triedy grupy G podla jej podgrupy H tvoria rozklad G.

Dokaz. Kazda trieda aH obsahuje prvok a, je teda neprazdna. Overme teda eSte ostatné dve
podmienky z definicie rozkladu.

Plati ,cq al 2 U,cqla} = G, teda zjednotenie vetkych Tavych tried je celé G.

Nech a,b € G. Stadi ukdzat, ze ak aH NbH # (), tak aH = bH. Nech teda x € aH NbH.
To znamend, ze * = ah = bh' pre nejaké h,h' € H. Z rovnosti ah = bh' Tahko dostaneme
b~la=hh"1, ateda b la € H. Podla lemy 1.2.5 potom plati a H = bH

Dokaz pre pravé triedy je skoro identicky. O

Teraz ukdzeme nejaké tvrdenia hovoriace o poétoch (mohutnostiach) tried rozkladu G
podla H.

Lema 1.2.7. Nech H je podgrupa grupy G a a € G. Potom zobrazenie p: H — aH defino-
vané ako
p: av— ah

je bijekcia.
Podobne zobrazenie v: H — Ha, ¢: h — ha je bijekcia.

Dékaz. Zobrazenie ¢ je injekcia: ap = by = ah = bh = a = b (podla zdkonov o krateni).
Priamo z definicie mnoziny aH vyplyva, Ze ¢ je aj surjekcia.
Dékaz pre zobrazenie ¥ by bol analogicky. O

7Z predchadzajucej lemy okamzite dostavame, ze:

Veta 1.2.8. Nech H je koneénd podgrupa G. Potom pocet prvkov kaZdej lavej triedy aH je
rovnaky. Takisto sa rovnd poctu prvkov lubovolnej pravej triedy Hb.

Lema 1.2.9. Nech H je podgrupa grupy G. Potom zobrazenie
¢:aH — Ha™*
je bijekcia medzi mnoZinami tried {aH;a € G} a {Ha;a € G}.

Dokaz. Plati (aH)™! = H 'a™! = Ha™!. Preto Ha™! = Hb"! & (aH)™! = (bH) ! &
aH = bH. (Vyuzili sme lemu 1.2.2(iii,v).) O

Na zaklade predchadzajicej vety mé zmysel nasledujica definicia.

Definicia 1.2.10. Nech H je podgrupa koneénej grupy. Potom [G: H| je pocet vSetkych
lavych (pravych) tried rozkladu G podla H. Toto ¢éislo nazyvame indezom grupy G podla H.
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Veta 1.2.11 (Lagrangeova veta). Ak G je koneénd grupa a H je jej podgrupa, tak plati
|G| = |H|.[G: H].
Teda pocet prvkov grupy H deli pocet prvkov G.

Dékaz. Méame rozklad mnoziny G na [G: H| tried rovnakej velkosti |H|. Potom |G| =
[G: H]|H].
Z toho je zrejmé aj to, ze |H| | |G| (pocet prvkov H deli poéet prvkov G). O

Na tomto mieste treba spomeniit, Ze neplati obratenie Lagrangovej vety v tom zmysle, ze
pre kazdy delitel k éisla |G| (po¢tu prvkov grupy G) by musela existovat k-prvkova podgrupa.
(Pre cyklické grupy vSak toto tvrdenie plati, tam dokonca existuje jedina k-prvkovéa podgrupa.
Takéto tvrdenie — Zze by poc¢tom prvkov bola podgrupa jednoznacne uréend — takisto vo
vSeobecnosti neplati.)

Dosledok 1.2.12. Ak G je konecnd grupa, tak rad kaZdého prvku deli pocet prvkov grupy
G.

Dokaz. Stadi si uvedomit, Ze rdd prvku a je pocet prvkov podgrupy [a]. O

Dosledok 1.2.13. Ak G je p-prvkovd grupa a p je prvocislo, tak kazdy jej prvok okrem
neutrdlneho prvku je generdatorom G.

Doékaz. RAd prvku a # e nie je 1 a kedZe je delitel prvoéisla p, musi byt rovny p. Teda [a]

obsahuje p réznych prvkov e,al,a?,... aP71, ¢ize [a] = G. O

Doésledok 1.2.14. KaZdd 4-prvkovd grupa je izomorfnd bud so Z4 alebo so Zo X Zo.

Dokaz. Nech G je 4-prvkovéa grupa. Podla dosledku 1.2.12 rady jej prvkov mozu byt jedine
1, 2 alebo 4. Ak G obsahuje prvok radu 4, tak tento prvok je jej generator. V tomto pripade
dostavame, ze G je cyklickd a G = Zy.

Druhé moznost je, ze vSetky prvky s vynimkou neutrdlneho maja rad 2, ¢ize pre kazdy
prvok plati a? = e, kde e je neutralny prvok G. Inak povedané, pre vietky a € G plati
a = a~1. Z toho dostdvame aj to, 7e G je komutativna: zy = (vy) "t =yt~ = yz.

Oznaéme prvky tejto grupy e, a, b, c. Zatial o nich vieme toto:

‘ e a b c
ele a b c
ala e
b|b e
c|c e

Podla zdkonov o krateni sa kazdy prvok vyskytne v fubovolnom riadku a v fubovolnom
stlpci tabulky grupovej operacie prave raz. Tento fakt nam umozni jenodznaéne doplnif
prazdne miesta v tabulke. VSimnime si napriklad, Ze prvok ab neméze byt a, e ani b (inak
by sme mali v niektorom riadku alebo stipci tento prvok dvakrat). Podobnt tivahu mozeme
urobit pre prvok ba. Dostdvame:

o T o o

O T ® OO
[ CI N
o o oo
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Teraz uz v kazdom riadku a stlpci mame jediné volné miesto, teda zostavajici prvok je
jednoznacne urceny

o T o

o T ® oo
o0 0o |
® o o T|T
© ® T o0

Pretoze aj Zo x Zo ma tu vlastnost, ze vSetky prvky okrem neutrdlneho maju rad 2, a
prave sme ukézali, Ze touto podmienkou je grupa jednoznacne uréend (aZ na oznacenie prvkov
— ¢&ize az na izomorfizmus), madme G = Zg X Zs. O

1.3 Invariantné podgrupy

Dostali sme teda rozklad G podla Tavych tried a rozklad G podla pravych tried. Tieto 2
rozklady mozu byt vo vSeobecnosti rozne — my sa budeme snazif najst podmienky, kedy sa
rovnaké.

Tvrdenie 1.3.1. Nech H je podgrupa grupy G. Ak aH = Hb, tak Ha = Hb. (Takisto za
tychto predpokladov plati a H = bH.)

Dékaz. Ak aH = Hb, tak a € Hb, ¢ize a = hb pre nejaké h € H. Potom h = ab™' € H a
podla lemy 1.2.5 médme Ha = Hb.
Dokaz druhej cCasti tvrdenia je analogicky. O

Veta 1.3.2. Nech H je podgrupa G. Nasledujice podmienky st ekvivalentné:
(i) aH = Ha pre vSetky a € G,
(ii) aH C Ha pre vSetky a € G,
(i) Ha C aH pre vietky a € G,
(iv) aHa™! C H pre véetky a € G,
(v)
(vi) {aH;a € G} = {Hb;b € G}.

aHa™' = H pre vietky a € G,

Viimnime si, ze podmienku (iv) mozeme zapisat aj tak, ze plati aha=! € H pre vietky
he Haac€gG.

Dékaz. Zrejmé: (i) = (ii), (1) = (iii)

(ii) = (iv): Ak plati aH C Ha, tak plati aj aHa™! C (Ha)a™' = H(aa™') = He = H.

Podobne sa ukaze (iii) = (iv): Mdme Ha~! C a='H, preto aHa ' Caa 'H = H.

Ocividne H C aHa™!, preto (iv) = (v).

(v) = (i): Ak H = aHa !, tak Ha = (aHa ')a = aH(a 'a) = a(He) = aH.

Takisto implikdcia (i) = (vi) je zrejma. Opaénd implikicia (vi) = (i) vyplyva z tvrdenia
1.3.1. Z rovnosti {aH;a € G} = {Hb;b € G} totiz vyplyva, ze kazdé aH sa musi rovnat
nejakému Hb, ale potom podla tvrdenia 1.3.1 plati aj aH = Ha.

Dokazali sme:

(i) = (i) = (iv) = (v) = (1),

(i) = (iii) = (iv) = (v) = (i),

i) & (vi),

z ¢oho vyplyva, ze vSetky uvedené podmienky st ekvivalentné. O
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Definicia 1.3.3. Podgrupa H grupy G sa nazyva normdlna (invariantnd) podgrupa, ak spliia
niektoru z ekvivalentnych podmienok uvedenych vo vete 1.3.2.

Ak @ je komutativna grupa, tak kazdé jej podgrupa je invariantné.
7 vety 1.3.2 vidime, Ze pre invariantnti podgrupu lavé a pravé triedy rozkladu st totozné.

1.4 Faktorové grupy

Veta 1.4.1. Ak G je grupa a H je jej invariantnd podgrupa, tak na mnozine vsetkych tried
G podla H mézeme definovat operdciu - ako

(aH) - (bH) = (ab)H.

Tato operdcia je dobre definovand (nezdvisi od vgberu reprezentanta triedy) a mnoZina
vietkyjch tried G podla H s touto operdciou tvori grupu. Tito grupu oznacujeme G/H a
nazgvame faktorové grupa grupy G podla H.

Je dolezité si uvedomit, ze faktorovii grupu mozeme definovaf iba pre invariantnt podg-
rupu.

Dokaz. Vsetky tvrdenia vety vlastne vyplyvaju z toho, ze takto definovné nasobenie je to
isté ako nésobenie komplexov. Plati totiz

(aH)(bH) = (aH)(Hb) = a(HH)b = aHb = a(Hb) = a(bH) = (ab)H.

7 toho vyplyva, Ze operéacia, ktort sme definovali je dobre definovana a takisto, ze je
asociativna.

Pretoze eH = H a HH = H, trieda eH je neutralny prvok.

Inverzny prvok k aH je a1 H, pretoze (aH)(a '*H) = (aa"')H = eH = H. O

Priklad 1.4.2. Z/3Z = 73



