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Binarne operacie, pologrupy, monoidy

. Kazd4 koneén4 pologrupa obsahuje idempotentny prvok. !

. Nech M je monoid s jednotkou e. Dokazte, ze ak mm = e pre vSetky m € M, tak M

je komutativny.

Ty T2

Tvori .
voria matice tvaru < 0 0

) , kde z1 2 € R pologrupu/monoid/grupu? Néjdite lavé /pravé
neutralne prvky.

Ty T2

0 1 ), kde z1 2 € R pologrupu/monoid/grupu?

Dokéazte, ze (P(X),U) a (P(X),N) st pologrupy. St tieto pologrupy izomorfné?

Nech M # () a na M? je definovana operacia o ako (x,y) o (z,t) = (x,t). Zistite ¢i ide
o pologrupu, monoid, grupu.

Najdite vSetky neizomorfné pologrupy, ktoré maja 2 prvky.

N4jdite zobrazenie f: N — N, ktoré ma a) asponl 2 rozne lavé inverzie; b) aspon dve
rozne pravé inverzie; c¢) nekoneéne vela lavych inverzii; d) nekonecne vela pravych in-
verzii.

Dokéazte, Ze pre lubovolnt bindrnu operaciu * plati a™ x a™ = a"*™ a (a™)™ = a"™™
pre Tubovolné prirodzené ¢&isla m, n. Ak ide o grupu, vedeli by ste dodefinovat a™ aj
pre celé ¢isla? Dokazte, ze uvedené vlastnosti platia aj pri tejto definicii. (Vyraz o™ sa

definuje indukciou tak, ze a' = a a a"*' = a" * a.)

Dokézte, ze ak ab = ba, tak (ab)™ = a™b" pre kazdé prirodzené ¢islo n.

Nech M je monoid. Definujme na P(M) bindrnu operaciu nasledovne: AB = {xy;z €
A,y € B}. Je P(M) s touto operaciou monoid? Ak M je grupa, bude aj P(M) s takto
definovanou operaciou grupa?

Konec¢na pologrupa, v ktorej platia zdkony o krateni je grupa. Najdite priklad nekonec-
nej pologrupy, kde platia zakony o krateni, ale nie je to grupa.

Dokézte, ze koneéna pologrupa s kratenim sprava (ba = ca = b = ¢), ktord ma lavy
neutrdlny prvok, je grupa. Zostrojte priklad pologrupy s kratenim sprava, ktoré nie je
grupa.

Grupy
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tvoria spolu s nasobenim grupu.
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Dopliite nasledujticu tabulku d tak aby ste dostali grupu.

d
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Dokazte, ze (P(X),A), kde A oznacuje symetricka diferenciu mnozin, je grupa.

Je (Z,*), kde a b= ab+ a + b grupa? Ak nie, vedeli by ste zmenif mnoZinu Z na intt
mnozinu, tak aby to bola grupa?

Nech (G, o) je grupa a z,y € G. Dokazte, ze ak (zoz)o(yoy) = (zoy)o (zoy), tak
zoy = youx. Vedeli by ste ndjst priklad pologrupy, pripadne monoidu, kde to neplati?

Ako vyzeraju neutrdlny prvok a inverzné prvky v direktnom sucine grap G x H? Je
direktny suc¢in komutativnych grap komutativna grupa?

Dokazte, ze horné trojuholnikové matice s nulami na diagonalach ? rozmeru 3 x 3 tvoria
grupu s operdciou X oY = X +Y + 1[X,V]. Ako [X,Y] oznacujeme XY — Y X,

Dokazte, ze horné trojuholnikové matice s nulami na diagondlach tvoria grupu s ope-
raciou X oY =X +Y — XY.

Nech * je asociativna binarna operacia na mnozine G # 0. Nech kazda rovnica tvaru
a*x =y alebo y x a = b ma riesenie v G pre a,b € G. Dokazte, ze:

a) Existuje pravy neutralny prvok d € G taky, ze pre vSetky a € G plati a xd = a.
(Hint: UkaZte najprv, Ze axd = a = b+ d = b pre vSetky a,b € G.)

b) Existuje favy neutralny prvok e € G; t.j. e * a = a pre vSetky a € G.

¢) Lavy a pravy neutralny prvok sa rovnaji.

d) G je grupa.

Kazd4 koneénd grupa s parnym poétom prvkov obsahuje prvok z taky, ze z = x 1.

Regularne matice typu n X n s operaciou nasobenia matic tvoria grupu.

Matice typu n x n, ktorych determinant je rovny 1, s operaciou nasobenia matic tvoria
grupu.

Matice typu n x n, ktoré v kazdom riadku a kazdom stipci maji prave jednu jednotku a
ostatné prvky st nulové, s operaciou nasobenia matic tvoria grupu. Matice typu n x n,
ktoré v kazdom riadku a kazdom stipci maju najviac jednu jednotku a ostatné prvky
su nulové, tvoria pologrupu.

Ak (K,+,-) je pole, tak K x K s operaciou (ay,b;) * (az,b2) = (ayaz,a1bs + by) tvori
grupu. (Pripadne rieste pre K = R.)

Podgrupy

. Nech a,b € G, kde G je grupa, a,b # 1 také, ze ab = ba a b> = 1. Dokazte, Ze

{a"™, ba™, b*a";n € Z} je podgrupa grupy G.

2uppper niltriangular matrices
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. 3 Nech G je grupa. Pre podmnoziny A, B C G ozna¢ime AB = {ab;a € A,b € B}.
a) Nech A a B st podgrupy G. Dokéazte, ze AB je podgrupa G préave vtedy, ked
AB = BA.
b) Najdite priklad grupy G a jej podgrip A a B takych, Ze AB nie je podgrupa G.
c) Ak A, B st koneéné podgrupy G, tak |AB|.|AN B| = |A|.|B|.
d) Nech A, B, C st podgrupy také, ze A C C C AB. Dokézte C = (AB) N (AC) =
A(BNC).

3. Ak A, B,C st podgrupy G a C C AU B, tak C' C A alebo C' C B.

4. Tvoria pri s¢itovani/nasobeni matic grupu §tvorcové matice n x n, ktoré si: symetrické,
antisymetrické, diagonalne, regularne, horné trojuholnikové. . .

5. Néjdite vSetky podgrupy (Ze, ®).

6. Najdite priklad nekoneénej grupy, ktord obsahuje netrividlnu koneéni podgrupu. (Pod
netrividlnou podgrupou rozumieme podgrupu, ktord mé viac ako jeden prvok.)

7. Ak z € G, tak {z™;n € Z} je podgrupa G.

8. Nech n je prirodzené éislo. Potom C,, = {z € C;z™ = 1} je podgrupa (C\ {0},").
Takisto G = {z € C;|z| = 1} je podgrupa grupy (C\ {0}, ).

9. Ukazte, ze H = {"*;m,n su neparne} je podgrupa grupy (Q\ {0},).

10. Nech G je grupa a a je pevne zvoleny prvok G. Dokézte, ze {g € G;ag = ga} je
podgrupa grupy G.

11. Dokazte, ze grupa C,, = {z € C;z™ = 1} je jedind podgrupa (C'\ {0}, ), ktord ma n
prvkov.

4 Cyklické grupy
1. Najdite rad jednotlivych prvkov v (Zg, ®), v (Z7 \ {0}, ©), v (Z4,®) a v (Zg X Z3).
2. Kazda konecna grupa s parnym poc¢tom prvkov obsahuje prvok radu 2.

3. V kazdej grupe maju nasledujtce prvky rovnaky rad: = a yay~!

prvky zyz a zyx mozu mat rozny rad.

; ab a ba. Naopak,

4. V kazdej grupe maju prvky abc, beca a cab rovnaky rad.

5. Ak rad prvku a v grupe G je n a e je neutralny prvok tejto grupy, tak pre prirodzené
¢isla k € N plati a* = e prave vtedy, ked n | k. Dalej pre kazdé s € N existuje m € N
také, ze a®* =am™ a0 <m<m-—1.

6. Nech x a y st prvky kone¢ného radu grupy G a nech ry = yx. Dokazte, Ze ak ich rady
k a | st nesudelitelné, tak rad prvku zy je kl. Dokézte, Ze existuji exponenty m a n,
také, ze rdd prvku x™y™ je rovny [k, !] (najmensi spolo¢ny nasobok rddov). Platia tieto
tvrdenia aj ak x a y nekomutuju?

3Toto je druhé prémia; 4x0,5 bodu. Pri hladani kontraprikladu VAm mozno poméze, ked budete poznaf
viac prikladov nekomutativnych grap, pripadne podgrip, ktoré nie s normaélne. Preto tuto tlohu stacéi
odovzdavat az ked tieto veci preberieme — samozrejme, da sa vyriesit aj s tymi vedomostami, ktoré mate
teraz.



. Nech z a y st prvky kone¢ného radu grupy G a nech xy = yz. Dokézte, ze ak [x]N[y] =
{e}, ¢ize prienik podgrip generovanych tymito prvkami je trividlna podgrupa, tak rad
prvku zy je najmensi spolo¢ny nasobok radov prvkov = a y.

. Kazdé 2 nekonecné cyklické grupy st izomorfné.

. Najdite vSetky podgrupy cyklickej grupy radu p*, kde p je prvoéislo.



