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Faktorové grupy, Lagrangeova veta

1. Overte, ¢i H je normélna podgrupa grupy G a opiste faktorova grupu G/H (aké ma
triedy, ¢ je izomorfné s nejakou zndmou grupou).
a) G = (RxR,+), H={(z,y);x + 2y = 0}

b) G = (RXR+) H ={(z,3z);z € R}
c)G=(C,+),H=R
d)G:((C\{O}),H:IR{\{O}

e) G=(C\{0}), H=R"t ={x e R;z > 0}
f) G=(Z,+), H=4Z = {4z;2 € 7}
g)G:(Z‘lXZﬁ’ )’H [(2’2)]
hG=(ZxZx7Z,+), H —{(n,m,O);n,mGZ}
i)G=({ceC;c!?=1},"), H={ceC}

j) G =(Sn,0), H=A,
k)Gz(Zﬂ—),HznZ

1) G=(C\{0},"), H={ceC;c® R\ {0}}
m) G = (C\{0},-), H={ce C;c" e R\ {0}}

2. Zistite, ¢i dané grupy su izomorfné. V celom cvi¢eni budeme ako S oznacovat grupu
({c € C;c| = 1},-) (pripadne mnozinu prvkov tejto grupy) a C,, = ({c € C; " =1}, )
a) (C\{0},-)/{c e C;c" e R\ {0}}, (C\{0},-)/RT (pod R tu myslime kladné realne
¢isla, cize 0 ¢ RT), S
b) (R,+)/z, S/C,, S,
d) ({c € C;c" e R\ {0}},-)/RT, C,
e) ({ce C;c" e R\ {0}},-)/Ch, RT
) C12/C4, Z3
8) (Za X Zs, +)/(Z2 x {0}), Zs
h) S3/[(123)], (Z2, +)

3. N4jdite pravé a Tavé triedy rozkladu G podla H. Je H normdlna podgrupa grupy G?

a) G = (S3,0), H = [(12)]
b) G = (S3,0), H = A3
c) G = (S3,0), H = [(132)]

4. Ak p je prvoéislo a k > 1 prirodzené &islo, tak kazda pF-prvkova grupa mé p-prvkovi
podgrupu.

5. Ak grupa G ma p? prvkov, kde p je prvoéislo, tak kazda vlastna podgrupa G je cyklicka.

6. Ak H je podgrupa G a [G : H] = 2, tak H je normélna a H obsahuje prvok z2 pre
Tubovolné x € G.

7. Najdite vSetky normélne podgrupy grupy Ss.

8. Dokéazte, ze kazda jednoduché podgrupa grupy S, je obsiahnutéd v grupe A,,. (Grupa sa
nazyva jednoduchd, ak nemé ziadne normélne podgrupy okrem seba samej a trivialnej
podgrupy.)
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Dokazte, ze kazda 8-prvkové grupa obsahuje dvojprvkova podgrupu.

Nech G je grupa vSetkych regularnych matic typu n x n (s operaciou nasobenia matic).
Ako H oznalme tie z nich, ktoré maju determinant |A| = 1. Dokézte, Ze H je invariantnd
podgrupa G! Vedeli by ste najst grupu izomorfna s G/H?

Nech H je invariantnd podgrupa G. Dokézte, ze G/H je komutativna préve vtedy,
ked g~ th~lgh € H pre vietky g,h € G. (Prvky tvaru [g,h] = g~ 1h~1gh sa nazyvajt
komutéatory.)

Nech § = {z € C;|z| = 1} (jednotkova kruznica v komplexnej rovine). Ukéazte, Ze
zobrazenie ¢: R — C definované ako zp = €27 (cos 2mx + isin2mxr) je surjektivny
homomorfizmus. Ndjdite Ker ¢. Aka faktorova grupa je potom izomorfné s kruznicou?

Je podgrupa {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} normalna podgrupa A4?
Faktorova grupa cyklickej grupy je cyklicka.

Ak H je podgrupa G taki, ze index [G : H] je kone¢ny a K je podgrupa G taka, ze
HCKCG,tak [G: H|.[H : K] =[G : K].

Nech H C K st normélne podgrupy grupy G. Dokézte, ze H je norméalna podgrupa
grupy K a K/H je normdlna podgrupa grupy G/H.

Centrom grupy G nazyvame mnozinu Z(G) = {g € G;(Vh € G)gh = hg} takych
prvkov, ktoré komutujt so vetkymi prvkami G. Ukézte, ze Z(G) je normélna podgrupa
grupy G.

Nech p je prvocislo. Dokézte, Ze aZ na izomorfizmus existuji prave 2 grupy, ktoré maja
p? prvkov a Ze obe tieto grupy sd komutativne.!

Dokazte, ze alternujica grupa A, je jedinou podgrupou S,, indexu 2. Néjdite priklad
grupy, ktord mé viac nez jednu podgrupu indexu 2. 2

Ak H a H' st normalne podgrupy G také, ze HNH' = {e}, tak hh/ = h'h pre Tubovolné
he H ah' € H' (lubovolny prvok H komutuje s Tubovolnym prvkom H'.)

Dokézte, ze TubovoIna norméalna podgrupa A, pre n > 5, ktora obsahuje asponi jeden
cyklus dlzky 3 je cela grupa A,,.

Dokézte, ze v kazdej grupe s neparnym poctom prvkov je lubovolny prvok Stvorcom
nejakého (a navySe jednoznacne urcéeného) prvku tejto grupy.

Ak A a B st normélne podgrupy G, a € Aab¢c B, tak aba 'b~! € AN B.

Comu sa rovna najvicsi mozny rad prvku grupy Sio.

1Prémia za 1 bod.
2Prémia za 1 bod.



