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1 Zakladné definicie

Definicia 1. Okruh (R,+,-) je mnozina R spolu s dvoma bindrnymi operaciami + a - taka,
7e (R,+) je komutativna grupa, operacia - je asociativna a platia distributivne zdkony
a.(b+c¢)=ab+a.c
(b+c)a=b.a+ca
Ak je navySe operacia - komutativna, hovorime o komutativnom okruhu a ak mé neutralny
prvok, hovorime o okruhu s jednotkou.
Teleso je okruh, v ktorom je kazdy prvok rozny od 0 invertibilny (existuje k nemu inverzny

prvok vzhladom na operéciu -). Komutativne teleso nazyvame pole.
Okruh bez delitelov nuly je taky okruh, v ktorom plati

ab=0 =a=0Vb=0.
Obor integrity je komutativny okruh s jednotkou bez delitelov nuly.
Definicia 2. Nepréazdnu podmnozinu I okruhu A nazyvame idedlom okruhu A, ak
(i) z,yel=2x—yel,
(i) rel,ac A=axel,zacl.
I je vlastny idedl, ak I # A.

Veta 1. Ak I je idedl okruhu A, tak mnoZina A/I vietkiyjch tried aditivnej grupy A podla
podgrupy I s operdciams
(a+1)+B+1)=(a+b)+1

(a+I)b+1)=ab+1

tvori okruh. Tento okruh nazyvame faktorovy okruh A podla I. Ak A je komutativny, resp.
obsahuge jednotku, tak aj A/l je komutativny, resp. obsahuje jednotku.

Definicia 3. Ideal I okruhu A nazyvame prvoidedl, ak
Va,be A:abel=a€lVbel

Ideal I okruhu A nazyvame mazimdlny, ak I # A a ak pre kazdy idedl J I C J C A
implikuje J = I alebo J = A.

Kazdy maximéalny ideal je prvoideal.

Veta 2. Faktorovy okruh A/I komutativneho okruhu A s jednotkou je polom prdve vtedy,
ked I je mazimdlny idedl.

Faktorovy okruh A/I komutativneho okruhu A s jednotkou je oborom integrity prdve vtedy,
ked I je vlastny prvoidedl.

Definicia 4. Hovorime, Ze prvok x € A generuje idedl I komutativneho okruhu A s jednot-
kou, ak I = zA = {za;a € A}.
Idedl I okruhu A nazyvame hlavnym idedlom, ak je generovany niektorym prvkom z € A.
Komutativny okruh A nazyvame okruh hlavnych idedlov, ak kazdy idedl okruhu A je
hlavny.



Idedl generovany prvkom x sa zvykne oznadovat aj ako ().

Prikladom okruhu, ktory nie je okruhom hlavngch idedlov, je okruh Z[x] vSetkych po-
lynémov s celo¢iselnymi koeficientami. Ak totiz v tomto okruhu vezmeme ako idedl I ideél
generovany polynémami 2 a z, tak dostaneme vsetky polynémy, ktorych absolatny koeficient
je parny. Tento ideal nemoze byt generovany jedinym polynémom.

Veta 3. V okruhu hlavngch idedlov je kaZdy prvoidedl mazimdlny.
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Okruhy

. Zistite, ¢i v nasledujucich prikladoch ide o (komutativny) okruh, ¢ mé jednotku, ¢ je

to obor integrity, teleso, pole.

a) (2Za +7 ')a

b) matice 2 x 2 s obvyklym s¢itovanim a ndsobenim matic,

c) Qn = {g;p € Z,q € Z,n | q}, kde n € Z je pevne zvolené prirodzené ¢islo (opit
obvykly stcet a stéin),

d) C(a,b) = realne funkcie spojité na intervale (a,b) (zvyCajné s¢itovanie a ndsobenie
funkcii),

e)Nech DCRaM={f:R—R;f(x) =0 pre vSetky = € D} (zvycajné séitovanie a
nésobenie funkcii)

Nech p je prvocislo. Potom mnozina {*; m,n € Z,p { n} s obvyklym s¢itanim a nasobe-
nim tvori okruh. Ku ktorym prvkom z tohto okruhu existuje inverzny prvok vzhladom
na nasobenie?

Nech R je obor integrity. Potom:

a) Pre Tubovolné a # 0 plati az = ay = = = y.

b) Ak a € R a a # 0, tak zobrazenie z — ax je injektivne.
¢) Kazdy koneény obor integrity je pole.

Nech R je okruh. Prvok x € R sa vola nilpotentny, ak existuje n € N, n > 0, také,
ze ™ = 0. Dokazte, ze ak z je nilpotentny, tak 1 + x aj 1 — x maja inverzné prvky
vzhladom na nésobenie.

Ukézte, ze matice typu n x n s obvyklym sc¢itovanim a nasobenim matic tvoria okruh.
Ak m je neparne, m4 2 inverzny prvok v okruhu Z,,? Ma ho, ak m je parne?

Nech X je neprdzdna mnoZina. Potom (P(X),A,N) tvori okruh. (Znak A oznacuje
symetricki diferenciu). Viimnite si, Ze v tomto okruhu pre vSetky prvky 2 = 1. Takéto
okruhy sa nazyvaju Booleove.

Nech (R,+,-) je okruh s jednotkou. Dokéazte, Zze pre operacie &, ® definované ako
r@y=x+y—lazOy=c+y—ayje (R,Pd,O) okruh s jednotkou. Najdite jednotku
a nulu v tomto okruhu. Overte dalej, Ze ak definujeme 2’ =1 — z, tak (z.y) =2’ @ y'.
Vsimnite si, ze v okruhu z tlohy 7 posledna rovnost vyjadruje jedno z de Morganovych
pravidiel.

Je (R\ {0},-,%), kde - oznacuje obvyklé nisobenie a a x b = 1 pre vSetky a,b € R,
okruh?

Ukéazte, ze Z[i] = {a + bi;a,b € Z} s obvyklym séitovanim a nasobenim je komutativny
okruh s 1.
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Nech (G, *) je komutativna grupa. Ako End(G) ozna¢me mnozinu vSetkych endomorfiz-
mov grupy G. (Endomorfizmus je homomorfizmus G — G.) Dokézte, ze (End(G), , o)
je okruh. Je komutativny, ma jednotku? (Pre endomorfizmy f,g € End(G) definujeme

[ g ako x(f+g) = (zf) * (zg).)

Nech P je mnozina vSetkych polynémov s redlnymi koeficientmi. Je (P, +, o) komuta-
tivny okruh s jednotkou?

Ako Z[X] ozna¢me mnozinu vSetkych polynémov s celoéiselnymi koeficientami. Do-
kazte, ze Z[X] s obvyklym ndsobenim a s¢itovanim tvor{ okruh.

Je Z x Z (s obvyklym nésobenim a s¢itovanim) okruh? Je komutativny, mé jednotku?

Idealy, faktorové okruhy

. Ak F je pole, tak jediné idedly F' sa {0} a F.
. Ak I a J st idedly okrubhu R, tak aj INJ a I+ J = {a+bja € I,b € J} st idedly

okruhu R.

Ak I a J st idedly okruhu R, tak definujeme I.J ako mnozinu vsetkych koneénych
suctov ZZ:1 arbr, kde ar, € I, by, € J. Dokazte, ze IJ je tiez ideél okruhu R.

. Nech Z[v/2] = {a+bv/2;a,b € Z}. Ukaite, ze Z[\/2] (s obvyklym s¢itovanim a nasobe-

nim) je okruh, ale nie je pole.

Ak M, M, st idedly okruhu R také, ze M; + My = R, tak M + M3 = R. (Pod
oznacenim M12 tu rozumieme M;M; v zmysle stcinu 2 idedlov definovaného v tlohe
77)

Nech R je komutativny okruh a M, L st idedly v okruhu R.
a) Ukazte, ze M.LC MNL
b) N4ajdite priklad, pre ktory ML # M N L.

Nech R je okruh vSetkych spojitych funkcii na intervale (0,1). Ukazte, Zze pre lubo-
volné pevne zvolené = € (0,1) je {f € R; f(x) = 0} idedl okruhu R. Dokézte, Ze je
to maximalny ideal. (Hint: Na dékaz, Ze tento idedl je maximdlny sa da pouzif veta
o faktorovom izomorfizme.)

Polia

. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria vzhladom na obvyklé séitovanie a nésobenie pole?

a) F={a+ibja€e R,be R,b>0}

) F={a+ibjacQ,beqQ}

) F={a+ibjac Zbe Z}

) F={a+b/5a€Q,beqQ}

) F = {a+3ibja € Q,b € Q}
)F:{a—&-%;aeQ,beQ}

g) F={a+bV5a€eQ,beQ}

h) F={a+b/4+c¥/4acQ,beQ}



. Automorfizmom pola F' nazyvame Iubovolny izomorfizmus ¢: F' — F. Nech ¢ je auto-
morfizmus pola R. Potom:

a) Plati p(a) = a pre vSetky a € Q. b) Ak a > 0, tak p(a) > 0. ¢) Zobrazenie ¢
zachovava usporiadanie (¢ize a > b = ¢(a) > ¢(b)). d) Jediny automorfizmus pola R
je identita.

. Dokézte, ze jediné automorfizmy pola C komplexnych éisel, ktoré zobrazuji R do R, s
identita x +yi — = + yi a kongjugécia x + yi — x —yi (inak: prvé zobrazenie zobrazuje
z na z a druhé z na komplexne zdruzené ¢islo z).

. Zistite pre aké n je Z, obor integrity? Kedy to je pole?

. Nech R je okruh a FF C R je mnozina vSetkych prvkov R, ktoré maju inverzny prvok
vzhladom na nésobenie. UkaZte, ze potom F' s ndsobenim je grupa. Musi byt F pole?

. Najdite prvok = € Z3, taky, ze vSetky invertibilné prvky Zs4 s mocninami x. Najdite
prvok x € Zs3 taky, ze vsetky nenulové prvky Zs3 st jeho mocninami.



