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1 Jordanov normalny tvar

Uloha 1. Néjdite Jordanov norméalny tvar matice
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Vlastné hodnoty. Najprv ndjdeme vlastné hodnoty matice A. Na to potrebujeme vyratat
charakteristicky polyndém. Je to determinant 4 x 4 — modZeme ho vyratat pomocou Laplace-
ovho rozvoja, alebo si pomoct riadkovymi a stipcovymi tpravami.
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(Pouzité tpravy: (1) odpoéitat druhy riadok od prvého; (2) pripocitat prvy stipec k druhému)
Zistili sme, Ze matica ma Stvornasobnu vlastni hodnotu 1.
Viastné vektory. Chceme najst vektory také, ze A = l.x, ¢ize ©(A —1.1) = 0, (A —

IT2T = 0. Riesime teda stistavu, ktord ma maticu (4 — I)7.
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Vlastny podpriestor je generovany vektormi [(—1,1,0 (-
presvedéit, Ze tieto vektory spliiaju rovnost zA =
urobit si skusku.)
Nasli sme 2 vlastné vektory = Jordanov normalny tvar matice A pozostava z 2 blokov.
Dalej budeme hladat zovieobecnené vlastné vektory — teda vektory spliiajice z(A—1I)" =
0. Mozeme to robit, tak, ze riesime rovnaki sistavu ako predtym, ibaze ako pravi stranu
pouzijeme vlastné vektory.
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Vidime, ze takato ststava ma rieSenie iba pre s = —t. Dosadime teda na pravej strane vsade
s namiesto —t. NavySe si mozeme zvolit ¢ = 1. (Ziskame tak vektor, ktorého nasobky su tiez
zovSeobecnené vlastné vektory.)
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Jedno z rieseni je (0, —1,0,1). (VSetky rieSenia stistavy by sme ziskali ako sicet tohoto riese-
nie a lubovoIného riesenia homogénnej ststavy — ¢ize fubovolného vlastného vektora. Takisto
mozeme overit, ze (0,—1,0,1)A = (-1,-2,-1,3) = (0,-1,0,1) + (—1,—-1,—1,2), pricom
(-1,-1,-1,2) = 1.(-2,0,-1,2) — 1.(—1,1,0,0) je vlastny vektor. Tento vektor je teda sku-
toCne zovSeobecneny vlastny vektor.)
Zistili sme, Ze az na nasobok méme jediny zovSeobecneny vlastny vektor (ktory nie je vlast-
nym vektorom), preto v Jordanovom tvare bude len jeden blok prislichajici vlastnému &islu
1 velkosti vicSej ako 1.
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Matica prechodu. Pokisme sa najst aj prislusni maticu prechodu (hoci to nebolo pévodne

v zadani). To znamen4 vlastne najst bazu, pri ktorej ma zobrazenie uréené maticou A maticu
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Pretoze mame 2 bloky a len jeden z nich nie je velkosti 1, jedind moznost je J = <
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J. Zrejme na prvom a $tvrtom mieste zvolime vlastné vektory. Na trefom mieste by mal byt
zovSeobecneny vlastny vektor — aby tento vektor mal skutoéne stradnice (0,0,1, 1), musime
zvolit ako Stvrty vektor bazy ten vlastny vektor, ktory zodpoveda tomuto zovSeobecenenému
vlastnému vektoru. Zatial v8ak mame len 3 vektory — opéaf by sme mali riesif ststavu, kde
pravou stranou bude zovSeobecneny vlastny vektor.
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Tato stustava mé rieSenie pre s — ¢ = 3. Pre jednoduchost (aby vysli pekné ¢isla) si zvolme
s =2, t = —1. Mame sastavu
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ktorej rieSenim je napriklad (—2,0,0,1). (Ostatné rieSenia by sme dostali pripo¢itanim vhod-
ného riesenia homogénnej stsatvy.) Mozeme overit, Ze plati:

(—2,0,0,1)A = (—3,0,0,2) = (=2,0,0,1) + (~1,0,0, 1)

(=1,0,0,1)A = (=2,—1,-1,3) = (=1,0,0,1) + (-1, -1,-1,2)

Cast nasej bazu zodpovedajica Jordanovmu bloku 3 x 3 teda moze byt tvorena troma vek-
tormi (—2,0,0,1), (=1,0,0,1), (=1, —1,—1,2). Doplnime ju este niektorym vlastnym vekto-
rom, ktory nie je ndsobok (—1,—1,—1,2), a dostaneme tak maticu
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pre ktort plati PAP~! = J. (Tito &ast, kde sme hladali maticu P sme robili len na ilustraciu
— zvyCajne je zadanie také, Ze treba najst iba Jordanov tvar J.)

Riesenie pomocou hodnosti. V podstate to isté rieSenie moéZzeme zapisat pomocou zisto-
vania hodnosti mocnim matice A — I.
V nasom pripade konkrétne dostaneme
0 —1-11
_ [0 -1-11
A-TI= (2224)
-1-2-23
11 =2
2 _ 11 -2
(a-rp= (5552

-2 3

1
“173
(A—I)3=<8 8)
0
0000

Z Cayleyho-Hamiltonovej vety vieme, Ze (A—1I)* = 0. Hodnosti tychto matic st h(A—1) = 2,
B((A— 1)) = 1, h((A— I)®) = h((A - I)*) = 0.

Vieme, Ze h(A — I) urcuje pocet Jordanovych blokov prislachajtcich k vlastnému ¢islu 1.
Mame 4 — h(A — I) = 2 bloky. Stcasne h((A — I)?) > h((A — I)*), teda pri mocnine 2 este
hodnost neprestane klesat. Preto najvicsi Jordanov blok musi mat velkost aspon 3, Z ¢oho uz
jednoznacne vieme ur¢it Jordanov tvar. (Vidime, %e v tomto priklade sme vlastne (A — I)3
ani nemuseli ratat.)
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Uloha 2. Ak existujt, najdite ortogonalnu maticu P a diagonalnu maticu D tak, aby D =
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Postupujeme standardne ako pri Jordanovom normélnom tvare. Charakteristicky poly-
ném vyjde (z 4 3)%(z — 6). Dolezité je vlastné vektory normalizovat, pripadne ak je niektora
vlastné hodnota viacnasobnd, tak aj z nich urobif ortonormélnu bazu. (Aby sme dostali
ortogonalnu maticu.)

Vlastné vektory prislichajice k -3 st (%, —%, 0), (ﬁ, ﬁ7 %) Vlastny vektor pre 6

je (2,2, —1). Ked tieto vektory ddme do riadkov dostaneme hladant maticu P.
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