Kreslenie jednym tahom - Eulerovské grafy

Sedem mostov Kralovea
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Leonard Euler Kralovec v 18 st.
(1707 - 1783)

Problém Je mozné prejst sa Kralovcom tak, aby sme kazdym mostom presli
presne raz a prechadzku skoncili na mieste kde sme ju zacali?

VSeobecnejsie: Ktoré grafy je mozné nakreslit jednym uzavretym /otvorenym
tahom bez toho, aby sme zdvihli pero z papiera (pricom ziadnu hranu neobk-
reslime dvakrat)?

Akademickejsie: Najde sa v grafe G prechadzka ktora zac¢ina a konci v tom
istom vrchole a kazda hranu obsahuje presne raz? Takt prechddzku budeme
nazyvat uzavretd eulerovskd prechddzka.



Priklad Domdéek a mesto N jednym tahom na prvy pokus.
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Obr. 1: Domcek a mesto N na prvy pokus

Ako riesit situdciu znazornenti na obrazku 2, ked sa prvy pokus skonéil netispe-
chom?

Obr. 2: mesto N, prvy pokus nevysiel

Vylozime pojmy potrebné ku rieseniu podobnych situacii ako na obrazku 2.

Pripomenme si, ze
prechddzka v grafe G z vrchola a do vrchola b je striedavéd postupnost
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vrcholov a hran grafu G. Ak pociato¢ny a koncovy vrchol prechadzky st totozné,
hovorime ze prechadzka je uzavretd.



cesta v grafe G z vrchola a do vrchola b je prechadzka, v ktorej sa kazdy
vrchol vyskytuje najviac raz

Pozorovanie. Predpokladajme, ze existuje cesta P z vrchola a do vrchola b a
existuje cesta () z b do vrchola c. Potom existuje cesta z a do c.

Dokaz. Ak P a (Q maja jediny spoloény vrchol b, tak sa prejdeme po P z
a do b a pokrac¢ujme po @ do c. Takto zretazenim ciest vo vrchole b dostaneme
cestu z a do c.

V opacnom pripade cesty P a () maju spolo¢nych viac vrcholov, resp. viac hran.
Vtedy dostaneme prechadzku, ktora nie je cestou. Ako z toho von: vyberme sa
z a po ceste P a7 prideme ku prvému spolo¢nému vrcholu d s cestou Q. Dalej
pokracujeme po ceste @) do ¢. Potom

Usek z a do d je tsekom cesty P a tsek z d do ¢ je isekom cesty @, preto
kazdy z tychto tisekov pozostava z réznych vrcholov.

Ukazeme, ze jedinym spolo¢nym vrcholom tychto tsekov je vrchol d. Sku-
to¢ne, d je prvy na @ na ktory natrafime ked ideme z a po P. Preto ziadny z
vrcholov na tomto tseku cesty P nemdze lezat na (). Hotovo

e Povieme, ze graf je stvisly, ak st lubovolné dva jeho vrcholy spojené cestou.

e Graf H sa nazyva podgraf grafu GG, ak ho mozeme dostat z G vymazanim ne-
jakych hrén (koncové vrcholy v grafe ponechame), a/ alebo vymazanim niekto-
rych vrcholov (vtedy vymazeme aj vSetky hrany ktorych koncom je vynechany
vrchol). Samotny graf G povazujeme za podgraf grafu G.

o Komponenta suvislosti grafu G je maximalny savisly podgraf grafu G.

Mame vsetko pripravené ku rieSeniou tlohy z ktorej sme vysli.
Predpokladajme, ze v grafe G exituje uzavreta eulerovska prechadzka. Potom
kazdy vrchol v G mé parny stupen.

Presvedcéme sa o tom. Zvolme vrchol, povedzme v, prejdime sa z v po W, pricom
si znac¢ime kazdy vyskyt v. Kazdy takyto vyskyt prispieva ¢islom 2 ku stupnu
v, preto v ma parny stupen, pre vsetky vrcholy G. Hotovo

Prechadzka a vyskyty v = Cerveny vrchol st schematicky znazornené na obr. 3.

Obr. 3: vrchol v = ¢erveny vrchol na prechadzke W



Veta 1(Euler, 1736) Nech G = (V, E) je suvisly graf a nech kazdy vrchol G m4
parny stuperi. Potom G obsahuje uzavretu eulerovsku prechadzku.

Dokaz. Pozadovant prechadzku zostrojime. Zvolme vrchol, ozn. ho S, a po-
stupujme z S po neprejdenych hranach grafu G az kym prideme do vrchola w,
z ktorého nie je mozné pokracovat. Zostrojent prechadzku ozn. W.

Ukazeme, ze w = S. Predpokladajme opak, nech teda w # S. Uvazme krok
pred poslednym prichodom do w. Vzdy ked sme do w prisli, tak sme aj odisli
¢o celkovo prispieva parnym c¢islom ku stupniu w. Hrana posledného prichodu
prispieva jednotkou, dostali sme spor s paritou stupnov grafu G.

Pre zostrojent prechadzku W na stane jedna z moznosti

1 W obsahuje vsetky hrany grafu G a dokaz je ukonceny.

2 Existuje hrana e = {a,b} ktord nepatri do W a zasahuje do W. Vtedy vy-
nechajme vSetky hrany prechadzky W z grafu G. Dostaneme graf G’, pricom
kazdy jeho vrchol ma parny stupen.

Uvazujeme komponentu K grafu G’, v ktorej lezi hrana e. V komponente K st
vSetky vrcholy parneho stupiia. Preto, podobne ako pred chvilou, mozeme zo-
strojit prechdzku v komponente K, ktora zac¢ina vo vrchole a, pokracuje hranou
e do b a konéi v a. Oznacme ju W’. Situdcia je zndzornené na obrazku 4
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Obr. 4: Tlustracia dokazu Vety 1

Prechadzky W a W’ zlepime vo vrchole a nasledovnym sposobom: vyStartujeme
z S, pokracujeme po W do a, teraz sa prejdeme z a do a po W' a pokrac¢ujeme
po W do S. Dostaneme prechdadzku, ktora obsahuje W aj W', kazdu ich hranu
presne raz. Iterujeme.

Takto, po kone¢nom pocte iteracii zostrojine uzavretu eulerovsk prechadzku v
grafe G. Hotovo



Nase avahy uzavrieme otvorenym problémom o eulerovskych grafoch.

Hypotéza.(L. Sabidusi) Nech G je eulerovsky graf, stupeii kazdého jeho vrchola
je aspon 4 a nech W je uzavrety eulerovsky ttah v G. Potom existuje taky
rozklad hran G na kruZnice, Ze ziadna kruznica neobsahuje dve po sebe idice
hrany, ktoré by boli po sebe idtce aj vo W.

Priklad. Uzavrety eulerovsky sled a odpovedajuci poZzadovany rozklad hran do
kruznic.
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