Existencia - Dirichletov princip

e ¢omu sa budeme venovat: existenéné tvrdenia, ktorych riesenie je zalozené
na Dirichletovom principe

e nas program:

- predstavime sériu prikladov na bezprostredné vyuzitie Dirichletovho
principu,

- uvedieme dve pokrodilejsie aplikacie: dokaz Erdos-Szekeresovej vety
o existencii monoténnej podpostupnosti predpisanej dizky v dostatoéne dlhej
postupnosti ¢isel a dokaz Diracovej vety o existencii okruznej prechadzky mes-
tom.

- spoloénym menovatelom tloh s ktorymi sa zozndmime je potvrdenie
existencie $pecifického podsystému v dostatoéne velkom, ndhodne zvolenom sys-
téme.

Tri na zahriatie:

1. Vo vrecku je osem guliciek, kazda je modrd, alebo je cervena. Kolko gu-
liciek treba nabraf aby sme si mohli byt isti Ze v hrsti mame asponi dve
gulicky rovnakej farby?

2. Sme trinasti. Najdu sa medzi nami dvaja narodeni v tom istom mesiaci?

3. Vytazené letisko koordinovalo v priebehu 24 hodin 1 560 odletov a priletov.
Riadiaca veza nahlésila, Ze v priebehu jednej mintty museli naviest dve
lietadla. Ako sa o tom hlavny dispecer presvedci?

Dirichletov princip. Predpokladajme, ze sme n + 1 guli¢iek rozdelili do n
krabiciek, n > 0. Potom v niektorej krabicke st aspon dve gulicky.

Ako by to dopadlo keby sme namiesto n + 1 guli¢iek rozdelime n guli¢iek?

Uloha 1. Kolko celjch ¢&isel medzi 1 az 20 treba zvolif aby sme si mohli byt
isti, Ze sa medzi nimi ndjdu dve nesudelitelné ¢isla?

Uloha 1. neformélne: Desaf manzelskjch parov sa ubytovalo na chate na
Popradskom plese a rano jedenasti z tychto dvadsiatich nastapili na vylet po
trase Ostrva, Batizovské pleso, Sliezsky dom, Hrebienok a spiit. Najde sa medzi
vyletnikmi aspon jeden manzelsky par?

Uloha 2. Kolko celych ¢isel medzi 1 az 20 treba zvolif aby sme si mohli byt
isti, Ze sa medzi nimi najdu dve také, ze ich sucet je 217

Uloha 3. Kolko celych ¢isel medzi 1 az 20 treba zvolif aby sme si mohli byt
isti, Ze sa medzi nimi najdu dve také, Ze jedno deli druhé?

e gulicky a krabicky vSeobecnejsie:

1. Vo vrecku je dvandst gulidiek, kazda je modra, alebo je dervena. Kolko
guli¢iek treba nabraf aby sme si mohli byt isti, Ze v hrsti mame aspon tri
gulicky rovnakej farby?

2. V triede je 40 studentov. Potom aspon traja z nich st narodeni v tom
istom mesiaci.



3. V kniznici je 1000 knih, ziadne nema viac ako 80 stran. Potom aspon 13
z nich méa rovnaky pocet stran.

Dirichletov princip vSeobecnejsie. Predpokladajme, Ze sme m - n + 1 gulic¢iek
rozdelili do n krabiciek, n > 0. Potom v niektorej krabicke je aspon m + 1
guliciek.

Uloha 4. Dvaja hraci, Modry a Cerveny hraju hru. Jeden nakresli na papier
6 bodov, pri¢om ziadne tri z nich nelezia na priamke (napriklad vrcholy pra-
videlného Sestuholnika). Potom hraci striedavo spajaju dvojice bodov (dosial
nespojenych), kazdy svojou farbou. Prehra ten hrac, ktory prvy nakresli jedno-
farebny trojuholnik (s vrcholmi v danych bodoch). MozZe sa hra skonéif remizou?
Ako by to dopadlo keby hra prebiehala na piatich bodoch? A ako keby sme mali
viac ako Sest bodov?

Problém 1. Kolko réznych celych ¢isel treba napisat do riadku, aby sme si mohli
byt isti, Ze pri ¢itani zlava doprava najdeme Styri ¢isla napisané od najmensieho
po najvicsie, alebo Styri také, ktoré si napisané od najvic¢sieho po najmensie?

Experiment ndm hovori, Ze osem ¢isel nestadi, a ani devit nestac¢i. Nech
sktiSame akékolvek postupnosti desiatich ¢isel, vidy poZadovant podpostup-
nost najdeme. Tak napriklad, postupnost 3,0, —5,4,1,2,12,8,6 obsahuje ras-
ticu podpostupnost 0,1,2,12.

Sprévna odpoved, v akademickejSej podobe, je tvrdenie ,Kazda postupnost
desiatich roznych celych c¢isel obsahuje rastiicu, alebo obsahuje klesajicu pod-
postupnost dizky styri.«

Veta 1( Erdos-Szekeres, 1935) Kazda postupnost n? + 1 navzdjom réznych
éisel obsahuje rastiica podpostupnost n + 1 &isel, alebo obsahuje klesajicu pod-
postupnost n + 1 ¢éisel. Vysledok je najlep$i mozny, t.j. tvrdenie neplati ak v
predpoklade zamenime n? + 1 roznych é&isel s n? roznych éisel

Dokaz. Sledujeme dokaz z podkladu Kombinatorika.

Problém 2. Néjde sa okruzné prechadzka mestom Kocka?

To je tloha (podobne pre mestd na obrazku nizsie) ktort sme riesili v tvod-
nej prednaske, ked sme diskutovali konStruktivne rieSenie existencénych tloh.
Matematickym prostriedkom pre uchopenie tejto tlohy je pojem graf.

e Graf G je usporiadané dvojica (V, E), kde V' # ) je koneénd mnoZina a
E C {{u,v} : u,v € V}. Prvky mnoziny V nazyvame vrcholy grafu G,
prvky mnoziny E nazyvame hrany grafu G.

Specialne, grafom budeme rozumiet cestni sief. Krizovatky korespondujt s vr-
cholmi grafu, a priame spojenie dvoch krizovatiek koresponduje s hranou grafu.
Tak napriklad kocka je grafom cestnej siete, v ktorej krizovatky odpovedaja vr-
cholom kocky a hrana kocky reprezentuje priame spojenie odpovedajucich dvoch
krizovatiek.

Grafy mézeme zndzornif kreslenim do roviny. Vrcholom grafu odpovedaja body
roviny, tie je zvykom kreslit ako ”tuéné” bodky, a hrany sa znézornia spojenim
prislusnych dvojic bodov. Tak vznikaju obrazky ako napriklad doméek a kocka.



Obr. 1: mesto Kocka, mesto Herschel a mesto Petersen

Veta 2 (A. Dirac, 1952) Graf na n > 3 vrcholoch a minimalnym stupiion
d > n/2 je hamiltonovsky.

Dokaz. Kompletny graf Ko nie je hamiltonovsky a kazdy vrchol méa stupei
1. Preto je podmienka n > 3 potrebna. Dalej postupujme nepriamo. Nech G
vyhovuje predpokladom vety a nie je hamiltonovsky. Preto nie je komplety a
tak ma aspon dva nesusedné vrcholy.

G vnorime do mazimdlneho nehamiltonovského grafu G*: zvolime nehranu e =
uv € G.

- Ak G + e je hamiltonovsky, hranu e vymazeme.

- Ak G + e nie je hamiltonovsky, hranu e ponechame.

- Iterujeme.

Po koneénom pocte krokov prideme ku grafu, pomenujme ho G* s § > n/2,
ktory nie je hamiltonovsky a pridanie fubovolnej hrany uv, u a v nie st susedné,
sposobi vznik hamiltonovskej kruznice. Preto G* obsahuje hamiltonovski cestu
P z wu do v.

Ukéazeme, Ze existuje také i, ze {u1,u;} a {un,u;—1} s hrany v G*.
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Obr. 2: hamiltonovska cesta P v G* a hrany {uy,u;}, {un,ui—1}

Potom wuy,us, ... Ui—1, Un, Un_1,---,U;,u; je Hamiltonovskd kruznica v G*, ¢o
je spor s tym, ze G* taktto kruznicu neobsahuje.

Rozdelme vsetky mozné hrany idtce z u1, u,, do skupin
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Z kazdého vrchola grafu G* vychddza aspon n/2 hrén a ug,u, nie si spojené
hranou. Preto celkovo z wui,u, vychddza asponi n hran. KedZe skupin hran je



n — 1 < n, tak podla Dirichletovho principu v niektorej skupine st dve hrany
grafu G*. Tym je existencia hran {uy,u;} a {u,,u;—1} je potvrdena. O

Vsimnime si, Ze podmienka 6 > n/2 je len k tomu, aby stcet stupniov kazdej
dvojice nesusenych vrcholov bol asponi n. Vtedy ani nepotrebujeme vnorenie do
maximalneho nehamiltonovského grafu. Staci uvazit najdlhsiu cestu P medzi
nesusednymi vrcholmi u a v, a P modifikovat na kruznicu v G na tej istej
mnozine vrcholov ako P. Z volby P potom vyplynie, Ze zkon$truovand kruznica
je hamiltonovska.

Veta 3 (Ore, 1960) Nech G je graf na n > 3 vrcholoch. Ak degu + degv > n
pre kazda dvojicu nesusednych vrcholov, tak G ma hamiltonovskt kruznicu.

Kompletny bipartitny graf K, ,+1 a graf K, « K3 ukazuju, Ze predstavené pod-
mienky nie je mozné zoslabit.
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Obr. 3: K, 41 a K, x K3: Podmienku Diracovej ani Oreho vety nie je mozné
zoslabit



