Uloha 1

Prvé styri ulohy st o konstruktivnom rieseni existencnej ulohy, zvysné ulohy su
na nekonstruktivne rieSenie pomocou Dirichletovho principu.

1. Navrhnite okruznti prechadzku mestom, alebo vysvetlite preco takéd pre-
chadzka nie je mozna.

Obr. 1: mesto Herschel, mesto dvanaststen a mesto Petersen(prevzaté z WIKI)

2. Bilateralne rokovania. Ulohou je navrhnif rozvrh bilaterdlnych rokovani
piatich sendtorov A, B, C, D, E, ktory vyhovuje takémuto zadaniu: jeden
z Géastnikov kazdého rokovania (okrem posledného rokovania) sa zi¢astni
na nasledujicom rokovania a nikto sa nezucastni troch po sebe iducich
rokovani. Rokovat zamysla sendtor A so sendtormi B, C, E; senédtor B so
sendtormi A, C, D, E; senator C so sendtormi A, B, D, E; D potrebuje
rokovat senatormi B, C a senator E so sendtormi A, B, C.

3. A mouse eats his way through a 3 x 3 x 3 cube of cheese by tunnelling
through all the 27 1 x 1 x 1 subcubes. If he starts in one corner and
always moves on an uneaten subcube, can he finish at the center of the
cube?(Bondy, Murty: Graph thheory with applications)

4. V pocitacovej miestnosti je 15 pocitacov a 10 tlaciarni. Kazdych 5 minut
desat pocitacov potrebuje tladiaren, pri¢om tlaciareri modZe v danom case
pouzivat najviac jeden pocitac¢. Navrhnite optimalnu schému prepojeni
pocitacov s tlaciarnami, t.j. schému s najmensim moznym poctom pre-
pojeni ktory garantuje, Ze pocita¢ ma k dispozicii tlaciaren vzdy ked ju
potrebuje.

5. Na Sachovnici st vyrezané dva koncové rohy hlavnej diagondly. Je mozné
gachovnicu pokryt dominom tak, aby kazdé domino pokryvalo presne dve
polia a ziadne dve domind sa neprekryvali?
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Desat manzelskych parov sa ubytovalo na chate na Popradskom plese a
rano jedenasti z tychto dvadsiatich nastupili na vylet po trase Ostrva, Ba-
tizovské pleso, Sliezsky dom, Hrebienok a spit. Ndjde sa medzi vyletnikmi
aspon jeden manzelsky par?

V kazdej spolo¢nosti aspon dvoch Tudi sa najdu dvaja s rovnakym poctom
znédmych (v tejto spolocnosti). (Predpokladdme, Ze ak “Jano pozna Misa”,
tak “MiSo pozna Jana” a nikto nie je “zndmy” sdm sebe.)

V rovine je danych 5 bodov, pricom ziadne tri nelezia na tej istej priamke.
Potom styri z nich tvoria vrcholy konvexného stvoruholnika. Dokézte.

Galaxiu Andromeda obyva 101 druhov vysoko inteligentnych tvorov. Farba
o¢i kazdého druhu ma niektora z 10 farieb a rovnako, farba vlasov kazdého
druhu méa jednu z 10 farieb. Ukazte, Ze sa najdu dva druhy s rovnakoo
farbou o¢i a aj rovnakou farbou vlasov.

Restauratori zrestaurovali 36 soch, po jednej s vahou 490 kg, 495 kg, 500
kg, ..., a 665 kg. Je mozné presunit tieto sochy v siedmych nékladiakoch,
ked kapacita kazdého auta je 3 tony a ak kazdy nakladiak moze uskutoc¢nit
len jednu jazdu a nesmie byt pretazeny?

Tabulka 6 x 6 pozostéva z 36 Stvoréekov rozmeru 1 x 1. Do kazdého stvor-
éeka je vpisané jedno z ¢isel 0,1, —1. Ukazte, ze ked sa pozrieme na stdet
¢isel v kazdom riadku, na sucet ¢isel v kazdom stlpci a aj na stcet éisel
na kazdej diagonale, tak dva z tychto sii¢tov buda rovnaké.

Dokéazte , ze pre kazdé dve nestudelitelné celé ¢isla a,b > 1 existuja celé
éisla u, v s vlastnostfou ua + vb = 1.

Pomocka: Uvazujte zvysky ¢isel b,2b, ..., (a — 1)b po deleni ¢islom a.

Do skusky vam zostava 37 dni. Viete, Ze staci ak budete Studovat 60 hodin
(¢istého Casu). Aby toho nezostalo vela na poslednd chvilu, rozhodli ste
sa Studovat asponi 1 hodinu denne. DokéZte, ze nech zvolite akykolvek
postup pre Studium v rameci tychto pravidiel, ndjde sa taka postupnost po
sebe idtacich dni, Ze pocas nich budete Studovat spolu presne 13 hodin.
Predpokladame, Ze dizka $tidia v jeden defi je dand v celych hodinach.
Pomdcka: Mozete konzultovat skriptd M. Knor, Priklad 3, kapitola Slaba
forma Dirichletovho principu.) Ako by to dopadlo ked ¢islo 13 nahradime
¢islom 147

V miestnosti je 10 fudi vo veku od 1 do 60 rokov (vek rdtame na celé roky).
Dokazte, ze z tychto ludi modzeme vybrat dve rovnako staré skupiny (nikto
nebude v oboch). Vek skupiny je suc¢tom vekov jej ¢lenov.

Ukéazte, ze ak ndhodne zvolime viac ako polovicu zo vsetkych podmno-
zin m-prvkovej mnoziny, tak sa medzi nimi najdu dve také, Ze jedna je
podmnozinou druhej.
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Pomocka: Nech M je n-prvkova mnozina. Staéi uvazovat pripad n > 1.
Zvolme prvok a € M. Kazd4 podmnozina mnoziny M bud prvok a obsa-
huje, alebo ho neobsahuje. TakZze podmnoziny mnoziny M moZeme dat do
dvojic {X, X U {a}}. Kolko dvojic sme utvorili?

V miestnosti je (m — 1)n + 1 Tudi. Ukazte, Ze sa medzi nimi najde m
takych, ze akykolvek dvaja z nich sa nepoznaju, alebo sa najde niekto kto
pozné aspon n z nich. Predpokladdme, Ze vzfah ”poznat” je symetricky a
je ireflexivny (t.j. nikto nie je zndmy sadm sebe).

Dvaja hraci, Modry a Cerveny hraja hru. Jeden nakresli 6 bodov na papieri
tak, aby ziadne tri nelezali na tej istej priamke(napriklad vrcholy pravi-
delného 6 uholnika). Prehrd ten hrac, ktory prvy nakresli jednofarebny
trojuholnik(s vrcholmi v nakreslenych bodoch). Ukazte, Ze hra nemoze
skonéit remizou. Ako by to dopadlo pre 5 bodov?

Na papieri je nakreslenych desat bodov tak, Ze ziadne dva nelezia na tej
istej priamke. Niekto pospdajal navzajom dvojice tychto bodov a kazdé
spojenie zafarbil jednou z dvoch farieb, povedzme modrou a ¢ervenou.
Ukéazte, Ze sa v tomto zafarbeni néjde modry trojuholnik (s vrcholmi v
danych bodoch), alebo sa néjdu Styri body (spomedzi danych desiatich
bodov) navzajom pospdjané Gervenou farbou. Potom ukazte, Ze rovnakéa
situdcia nastane ked ”desat bodov” nahradite s ”devit” bodov. Ako by to
dopadlo pre osem bodov?

Sedemnést vedcov si navzajom dopisuje o troch témach, teda kazdi dvaja
na jednu. Dokézte, Ze aspon traja z nich si piSu o tej istej téme. Ako by
to dopadlo keby si dopisovali Sesnésti?

Vojaci pochoduja v m radoch, pricom v kazdom rade je n vojakov. V
kazdom rade st zoradeni zlava do prava od najniZsicho po najvyssieho.
Velitel sa rozhodol, Ze chce takto usporiadaf aj zastupy tak, ze kazdy
zéstup preusporiada. (Teda zloZenie zdstupov sa nezmeni, zmeni sa v nich
len poradie.) Ked skonéi, tak je kazdy zastup zoradeny spredu dozadu od
najnizsieho po najvyssieho. Dokazte, ze rady si zachovaju svoj “rastuci”
charakter zlava do prava.

V rovine je danych Sest kruhov, pricom ziadny z nich neobsahuje stred
iného kruhu. Potom maji prazdny prienik.

Predpokladajme, ze kazdy bod roviny je zafarbeny jednou z k farieb. Do-
kazte, ze existuje obdlznik, ktorého vsetky vrcholy st zafarbené tou istou
farbou.

Pomocka: uvazujte navzajom rdzne, rovnobezné priamky pi, ..., pg+1. Na
p1 sa najde aspon k¥t + 1 bodov rovnakej farby. Tymito bodmi vedte
kolmice na p;. Co vieme povedat o poéte rovnako zafarbenych priese¢ni-
kov tychto kolmic s priamkou py? Uvéazte tie kolmice, ktoré vedu tymito



rovnako zafarbenymi priese¢nikmi. Co vieme povedat o po¢te rovnako za-
farbenych prieseénikov tychto kolmic s priamkou po? Iterujte.



