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CVICENIE 5, KOMBINATORICKE IDENTITY
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Hint: uvazujte m ¢lenné vybory z n Studentov, z ktorych kazdy ma k ¢lenny podvybor.

. Kombinatorickou tivahou dokazte:

Potom dokazte:

. Dokéazte kombinatorickou itvahou a tiez pomocou binomickej vety:

<ml—:n> _Zk:(?> <k‘i3> kde m,n > 0.

j=o

Hint: analogicka tivaha ako sme mali prednaske pri sticte Stvorcov binomickych koeficientov v riadku
Pascalovho trojuholnika.

. Dokazte: .
S0l -
k=0
Hint: Vyuzite vzfah 751 (7) = (71)) a tiez vztah (1 — 1) =0.
. Dokazte:

n

1/n 1 1
—_1)k1z =14+ 4.4,
S () =gy

k=1

Hint: Postupujte matematickou indukciou vzhladom na n a vyuzite predchadzajticu identitu.

Nech n,m st prirodzené cisla, m < n. Vyjadrite vzorcom bez pouzitia sumy:

k=m

Hint: vSeobecny ¢len upravte na tvar (:L) (
n
b) 3 ()
k=1

Hint: vSeovecny ¢len upravte na tvar + ( k-l )
m \m—1
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Priklad 12 z cvicenia 2 rieste pomocou binomickej vety.
Kolko slov (aj nezmyselnych) moZno utvorit permutéciou pismen slova ABRAKADABRA ?
Aky je koeficient pri b3d? v rozvoji (a + 2b+ 3¢+ d + €)°? A aky v rozvoji (a — 2b + 3¢+ d + €)5?

Dokazte, algebraickou tpravou a tiez kombinatorickou tvahou nasledujice zovSeobecnenie Pas-
calovej formuly. Oznacme vyraz #‘M symbolom ( lk) a predpokladajme, ze [; > 1,7 =
1,2,... k. Plati

(1) n _ n—1 n n—1 et n—1
e .. ) \li—1,1o,.... 1 lilo—1,13,..., 1 L, oo e,y — 1

Na nasledujicom obréazku je schematicky plan mesta:

n
l1,l2,...,

a) Kolko existuje roznych ciest z vrchola A do vrchola D, ak cesta nesmie viest zhora nadol ani
sprava dolava?

b)Kolko z nich prechddza vrcholom C?

¢)Kolko z nich neprechddza vrcholom B?

Pomocou cestovania v mriezke dokazte

a) (“UN) 4 (Y = (“FY) (a,b > 0);

a a—1



A

b) Xheo (D ("2007) = (72), (0= a > 9),
Hint: kazd4 cesta prechddza cez presne jeden z bodov (0, s), (1,5 —1),...,(s,0);

d) S (R (R = (;I;iill) (s,m,n > 1).

Hint: Pre n < m tvrdenie plati. Nech teda n > m. Prava strana vyjadruje pocet ciest z (0,0)
do (s+m+1,n—m). Pre k =0,1,...,n—m uréte pocet ciest ktoré prechddzaji bodom (s, k)
a dalej pokraéjua do (s + 1, k).

12. Kolko existuje takych ciest z bodu (0, 0) do bodu (n,n) v mriezke, Ze ziadna nejde nad diagondlu, ale

13.

moze sa diagondly dotykat? Cestujeme Standardne s krokom (1, 0), alebo (1, 0), diagonéla pozostava
z bodov (k, k), k=1,...,n.

Ako stvisi tato tiloha s nasledujiicou: Kolko je postupnosti ai, ..., as, ktoré obsahuju éislo 1 n-krat
a Cislo -1 n-krat a naviac vyhovuju rovnici a; + ---+ax > 0 pre £k = 1,2,...2n? Skiste nejaki
dalsiu interpretaciu.

Uréte pocet vietkych takych dvojic A, B podmozin mnoziny {1,2,...,n}, Ze jedna je podmnozinou
druhej (t.j. A C B, alebo B C A. Rieste kombinatorickou ivahou a tiez pomocou binomickej vety.



