Uloha prechadzky v grafe

Na cvideni budi, tak ako sme sa dohodli, timy prezentovaf rieSenia nasledujtcich
tloh. Ulohy si prosim rozdelte tak, aby kazdy tim riesil aspon dve, aby ziadne
dve sady zvolenych tloh neboli totozné a aby bola kazda tloha rieSend aspon
jednym timom.

1.

Nech G je graf s aspon jednou hranou. Na kazdd hranu grafu G nakreslime
maly Cerveny krizok a povazujme tieto Cervené kruzky za vrcholy grafu
L(G). Dva &ervené kruzky spojime v L(G) hranou prave vtedy ked v grafe
G prislusné hrany na ktorych tieto kruzky lezali mali spolo¢ny vrchol.
Takto ziskany graf L(G) nazveme hranovym grafom grafu G. Napriklad,
hranovy graf kruznice je opét kruznica tej istej dlzky, hranovy graf cesty
na 4 vrcholoch je cesta na 3 vrcholoch.

a) Ukézte, ze ak G je eulerovsky graf, tak hranovy graf L(G) je tiez
eulerovsky. Ako by to dopadlo pre hamiltonovsky graf G 7

b) Predpokladajme, Ze hranovy graf grafu G je eulerovsky. Plynie z toho,
7e G je eulerovsky? Ako by to dopadlo ked G je hamiltonovsky?

Kartezidnskym stéinom grafov Gy = (Vi, F1) a Go = (Va, E3) rozumieme
graf, ktorého vrcholmi st prvky kartezidnskeho staéinu Vi x V, (predpo-
kladame, Ze mnoziny vrcholov st disjunktné) a dva vrcholy (a,b), (c,d)
st spojené hranou préave vtedy ked {a,c} € E; a b= d, alebo {b,d} € Es
a a = c. Ukazte, ze kartezidnsky stcin hamiltonovskych grafov je hamilto-
novsky. Pomocka: sta¢i ukazat, ze sucin dvoch kruznic je hamiltonovsky
graf.

Ukézte, ze existuje nekonecéne vela nehamiltonovskyjch grafov, ktoré spliiaji
nutni podmienku pre existenciu hamiltonovske kruznice: pre kazda ne-
prazdnu mnozinu S C V pocet komponentov grafu G \ S neprevysuje |S|.

Vieme, ze Petersenov graf nie je hamiltonovsky. Ukazte, ze vyhovuje nut-
nej podmienke v tlohe

Ukéazte, ze v grafe G na n vrcholoch a minimalnym stupiiom § > n/2 st
TubovoIné dva vrcholy spojené hamiltonovskou cestou.

Graf ktory vyhovuje predpokladom Oreho vety, spliiuje podmienku Chva-
talovej vety. Dokazte.

Graf G na n > 3 vrcholoch a e(G) > (") + 1 hranach obsahuje hamil-
tonovsku kruznicu. Naviac, existuje jediny nehamiltonovsky graf, az na
izomorfizmus, s (") + 1 hranami, konkrétne G(1,1,n) a pre n = 5 graf
G(2,2,5). Dokézte. Pomocka: mozete konzultovat Corollary 4.6, kapiola
Euler Tours and Hamilton Cycles, v Bondy, Murty: Graph Theory With

Applications



8.

10.

Predpokladajme, Ze stupen kazdého vrchola grafu G je rovny d, pri¢om d
je neparne. Ukazte, Ze kazda hrana grafu G lezi na parnom pocte hamil-
tonovskych kruznic.

. Uloha 12% uéebnica R. Diestel: Tretia mocnina stvislého grafu (na aspoil

troch vrcholoch) je hamiltonovsky graf. Dokazte.

Navrhnite algoritmus pre uréenie uzaveru ¢(G) grafu G. V pripade Ze ¢(G)
je hamiltonovsky, navrhnite efektivny algoritmus pre uréenie hamiltonov-
skej kruznice v G. Pomocka: na kontrolu hran, resp. nehran a rovnako
na kontrolu stuptiov vrcholov je vhodné matica susednosti. K identifikacii
hamiltonovskej kruznice v G, v pripade Ze mame v ruke hamiltonovku
v uzavere, pomdze novy parameter, ktory odlisi pridané hrany. Mozete
tiez konzultovat ¢ldnok J. A. Bondy and V. Chvatal: A method in Graph
Theory, Discrete Math. 15,1976,111-135, str. 117-118, je nahrany v nasom
priecinku.



