Ulohy farbenie

Prosim rozdelte si tlohy, kazdy tim aspon jednu tlohu tak, aby kazda tloha bola riesena
aspon jednym timom. RieSenia tloh budi timy prezentovat 8.12

Niektoré z nasledujtcich prikladov poukazuju na fakt, ze regularne zafarbenie vrcholov
grafu G pazravym algoritmom podstatne zavisi od poradia, v akom vrcholy farbime. Cislo
nezavislosti a(G) grafu G je najvicsi pocet takych vrcholov grafu G, Ze Ziadne dva z nich
nie st spojené hranou. Napriklad, a(K,) = 1, a(Pap11) = n + 1, a(Cy,) = n. Graf H
je indukovany podgraf grafu G ak mnozina vrcholov grafu H je podmnozinou mnoziny
vrcholov grafu GG a dva vrcholy grafu H st spojené hranou prave vtedy ak si spojené
hranou v grafe GG. Definicie a dalsie priklady ktoré ich ilustruja, ak potrebujete, najdete
na kltc¢iku v uc¢ebnici Bondy, Murty.

1. Urcte chromatické c¢islo kocky @), dimenzie n. Vrcholmi ), s prvky Z73, dva vrcholy
si spojené hranou prave vtedy ked sa lisia v jedinej suradnici.
Pomdcka: ukazte, ze (), je bipartitny graf.

2. Pre kazdy graf GG existuje také poradie vrcholov, Ze pazravy algoritmus pouzije x(G)
farieb. Dokazte. Pre kazdé n celé nezaporné cislo, existuje graf G,, taky, ze pazravy
algoritmus pouzije aspon 7 x(G,) farieb. Dokazte.

3. Ukazte, ze pre kazdé k existuje strom T}, s maximalnym stupnom k taky, Zze postupné
zafarbenie pouzije k + 1 farieb.
Pomocka: induktivne zostrojte postupnost Ty, 771,...,T%,... stromov, kde strom
T} vznikne z Tj_; vhodnym pridanim listov. Vyuzite poradie vrcholov v akom sa
aplikoval pazravy algoritmus na zafarbenie stromu T}_;.

4. Nech G je graf, ktory neobsahuje ako indukovany podgraf cestu na styroch vrcholoch.
Ukazte, ze kazda aplikacia postupného zafarbenia dava optimalne zafarbenie grafu

G.

5. Pripomenme: Karteziansky stucin GOH grafov G a H je graf, ktorého mnozina
vrcholov pozostava zo vsetkych dvojic (u,v), kde u je vrchol grafu G a v je vrchol
grafu H. Dva vrcholy (u,v) a (u/,v") st spojené hranou prave vtedy, ked u = o'
a (v,v') € FH, alebo v = v' a (u,u') € EG. Napriklad, kocka dimenzie n + 1 je
kartezianskym stc¢inom kompletného grafu K, a kocky dimenzie n.

a) Ukazte, ze }/(C,0K,) = 3.
b) Ukazte, ze x'(GOK,) = A(GOK,).
c) Predpokladajme, Ze G' a H st jednoduché grafy s aspoii jednou hranou. Pomocou
Vizingovej vety ukazte, ze ak xX'(H) = A(H), tak x'(GOH) = A(GOH).
6. Nech G je regularny graf s artikuldciou. Ukazte, ze x'(G) > A(G).

7. (Farbenie trochu inak.) Je dané prvocislo p > 2 a prirodzené ¢islo n. Kolkymi
spdsobmi je mozné zafarbif vrcholy kruZnice na p vrcholoch n farbami? Sposoby
pri ktorych sa po otoceni kruznice farby vrcholov zhoduji nepovazujeme za rozne.
nNaviac, zafarbenie nemusi pouzit vSetky farby a priptstame, aby susedné vrcholy
boli zafarbené tou istou farbou.



