Uloha, pravdepodobnostné dokazy

Turnaj n hracov, v ktorom kazdy hrac¢ odohral zapas s kazdym inym hracom,
napr. turnej v tenise (remiza nie je povolend) je orientovany graf 7' s vrcholmi
{1,...,n}, pricom z i vychadza Sip do j, oznacujeme (i, j), prave vtedy ak
vo vzajomnom zapase hrac¢ ¢ vyhral nad j.
Povieme, Ze turnaj T je tranzitivny, ak (i,7),(j, k) € T implikuje (i, k) € T.
Ekvivalentne, ked existuje permutéicia o hracov taka, ze (i,j) € T préave
vtedy ked o (i) < o(j).

1. Nech v(n) je najvicsie celé ¢islo také, ze kazdy turnajna V= {1,...,n}
obsahuje tranzitivny podturnaj s v(n) hrac¢mi.
Dokazte: v(n) < 1+ [2log, n].

Ak jednotlivi hra¢i maju velké vykonnostné rozdiely mozeme ocakavat, Ze
turnaj presvedcivo ur¢i poradie hracov, t.j. najlepsi z nich vyhra nad vset-
kymi, druhy najlepsi vyhra so vSetkymi okrem prvého, atd. Turnaj s vyrov-
nanymi hraémi moéze dopadnif zlozitejsSim sposobom.

Povieme, Ze turnaj ma vlastnost Sy, ak sa pre kazdych k hracov ndjde nejaky
iny hrac¢, ktory ich vSetkych porazil. Zostrojte turnaj na 7 vrcholoch s vlast-
nostou Ss. (pomdcka: vrcholy odpovedaji prvkom pola Z;, orientaciu Sipov
zvolte tak, aby turnaj mal symetriu radu 7.) Ukézte, Ze pre kazdé k existuje
turnaj s vlastnostou S.

3. Nezavislé mnoziny a kliky.
Mnozina M vrcholov grafu G je nezavisla, ak ziadne dva vrcholy z M nie
su susedné v G. Velkost najvii¢sej nezavislej mnoziny v grafe G oznaCujeme
a(G) a nazyvame ¢islo nezavislosti grafu G. Klikou v grafe G rozumieme
kompletny podgraf grafu G.

a) Ukazte, ze pre kazdy graf G = (V, E) plati

1
(@) = Z deg(v) +1

( deg(v) oznacuje stupen vrchola v.)

Pomédcka: Predpokladajme, ze V' = {1,2,... n} a zvolme ndhodnti permu-
taciu m tychto vrcholov. Uvazujme mnozinu M C V| ktora obsahuje vsetky
také vrcholy v , ze pre vSetkych susedov u vrchola v plati w(u) > 7(v), t.j.
vrchol v je v usporiadani podla hodnot = mensi nez vsetci jeho susedia.
Ukazte, ze M je nezavisla v G. Odtial mame |M| < «(G) pre Iubovolni



permutaciu 7 a teda strednd hodnota E(|M]) < a(G).

Spocitajte teraz tuto stredntt hodnotu cez indikator javu A,: v patri do M.
b) Ako désledok predchadzajiceho odvodte:

Pre kazdy graf G na n vrcholoch a m hranach plati
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a(G) > .
(@) = 2m+n
Hint: Presvedcte sa o platnosti nasledujiceho:
Nech z, ...,z st kladné celé cisla. Plati
1 k2
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a polozte z, = deg(v) + 1.
c) Ako désledok predchadzajiceho odvodte:
Ak G nema kliku na k vrcholoch, tak

(k — 2)n?
"S-

(Teda ako dosledok dostaneme slabti formu Turanovej vety.)



