Uloha 1, Systémy rozliénjch reprezentantov

1. Predpokladajme, Ze mnozinovy systém Ay, ..., A, C X spliuje Hallovu
podmienku. Pokial je kazda A; jednoprvkova, (H) zarucuje, Ze mnoziny
A; st navzajom disjunktné a tak existuje SRR. Predpokladajme, ze as-
pon jedna z mnozin, povedzme A, ma viac nez jeden prvok. Ukazte, ze
v A; sa najde taky prvok a* Ze jeho vynechanie neporusi Hallovu pod-
mienku, t.j. systém A; \ {a*}, As,..., A, vyhovuje tejto podmienke.
(Takto, po konecnom pocte aplikdcii vynechania prvku prideme ku
jednoprvkovym mnozinam, ktoré su navzajom disjunktné. Preto tento
novy systém ma SRR, ktory je aj SRR pre povodny systém a dostali
sme iny dokaz Hallovej vety nez na prednéske.)Hint: postupujte ne-
priamo, t.j. nech A; = {z,y,...} a nech A; \ {z},As,..., A, a aj
A\ {y}, Ay, ..., A, nespliiaji Hallovu podmienku.

2. Dokazte nasledujice zovseobecnenie Halovej vety.
Uvazujme mnozinovy systém Ai,..., A, € X a nech M C X. Potom
Aq,..., A, mad SRR ktory obsahuje M ako podmnozinu prave vtedy
ked platia podmienky
1. | User A;| > ||, pre kazda I C {1,...,n},
2. |(User &) N M| > |I| + | M| — n, pre kazda I C {1,...,n}.
Naviac, podmienka 1. je ekvivalentna s podmienkou 1’. Ay,..., A, ma
SRR. Podmienka 2. je ekvivalentnd s podmienkou 2’. M je ¢iastocny
SRR pre Ay, ..., A,.
Hint: Ekvivalentnost podmienok je zrejmé. Uvazujte systém Ay, ..., A,, X\
M,..., X\ M, kde médme |X| — n képii mnoziny X \ M. Ukazte, ze
povodny systém mé SRR s pozadovanou vlastnostou prave vtedy ked
novy systém ma SRR. Potom Aplikujte Hallovu vetu (na novy systém).

3. Dokézte nasledujice tvrdenie z Proofs from The Book (¢ast Three fa-
mous theorems on finite sets): Predpokladajme, ze kazdd z mnozin
Ay, A, ma k > 1 prvkov, a nech ziadny prvok nie je vo viac ako k
mnozinach. Potom existuje takych k systémov rozlicnych reprezentan-
tov, ze pre kazdé i, reprezentanti mnoziny A; davaji mnozinu A;.



