Uloha 1, Systémy rozli¢nych reprezentantov

1. (2012 Putnam Exam Problem B3) A round-robin tournament of 2n teams lasted for
2n — 1 days, as follows. On each day, every team played one game against another
team, with one team winning and one team losing in each of the n games. Over
the course of the tournament, each team played every other team exactly once. Can
one necessarily choose one winning team from each day without choosing any team
more than once?

2. Kuzelnik a jeho pomocnik predvadzaju takéto kuzlo s kartami: kuzelnik vyjde z
miestnosti. Pomocnik vyzve jedného z divakov aby zamiesal karty a vylozil ich na
stdl (do radu zlava doprava), licom na spod a iného divdka vyzve aby vybral 5 kariet.
Teraz pomocnik jednu z nich ukaze publiku, schova ju do vrecka a zvysné Styri karty
vylozi na stol (opit zlava doprava, v nejakom poradi) licom nahor. Kuzelnik vojde
do miestnosti a uhadne chybajicu kartu. Aka dohoda kuzelnika a pomocnika toto
ktzlo umoznuje?

Ukazte, ze Hallova veta takito dohodu, aspon v principe, umoznuje. Potom skuste
najst rieSenie bez pouzitia Hallovej vety.

Hodnory kariet sa: A,2,3,...,,10,J,Q, K pricom z kazdej hodnoty mame Styri
typy: &, 0,0 a W,

3. Nech G je je konefna grupa a H je jej podgrupa indexu n (t.j. n = pocet tried
rozkladu G podla H). Ukézte, ze v G existuju prvky ¢, ..., g, tak, Ze presne jedno
g; je v lavej triede podla H a presne jedno v pravej (t.j. [avé a pravé triedy maja ta
istd mnozinu reprezentantov).

4. Dokazte nasledujice tvrdenie z Proofs from The Book (¢ast Three famous theorems
on finite sets): Predpokladajme, Ze kazda z mnozin Ay, ..., A, ma k > 1 prvkov, a
nech ziadny prvok nie je vo viac ako k mnozinach. Potom existuje takych k systémov
rozli¢nych reprezentantov, ze pre kazdé i, reprezentanti mnoziny A; davaji mnozinu

A;.

5. Predpokladajme, Ze mnozinovy systém A;, ..., A, C X spliuje Hallovu podmienku.
Pokial je kazda A; jednoprvkova, (H) zarucuje, Ze mnoziny A; s navzajom dis-
junktné a tak existuje SRR. Predpokladajme, ze aspon jedna z mnozin, povedzme
Ai, mé viac nez jeden prvok. Ukéazte, ze v A; sa najde taky prvok a* Ze jeho vy-
nechanie neporusi Hallovu podmienku, t.j. systém A; \ {a*}, As, ..., A, vyhovuje
tejto podmienke. (Takto, po koneénom pocte aplikacii vynechania prvku prideme ku
jednoprvkovym mnozinam, ktoré st navzajom disjunktné. Preto tento novy systém
ma SRR, ktory je aj SRR pre povodny systém a dostali sme iny dokaz Hallovej vety
nez na prednaske.)

6. Dokazte nasledujice zovseobecnenie Hallovej vety.(Neskor vyuzijeme pri charakte-
rizéacii skdre turnaja.)

Uvazujme mnozinovy systém A;,..., A, C X a celé nezaporné cisla pq,...,p,.
Ukézte, ze existuju navzajom disjunktné mnoziny Xi,..., X, také ze X; C A; a
| X;| = p; pre vSetky i prave vtedy ked pre Iubovolnt mnozinu indexov iy, ...,
plati |4, U---UA, | >pi, +--+pi, k=1,....n.

Vsimnime si, ze pre p; = --- = p, = 1 dostavame Hallovu vetu.

7. Nech G = (X UY, E) je bipartitny graf ktory ma méa X-nasytené parovanie.



i) Ukézte, Ze sa najde taky vrchol x € X, Ze pre kazda hranu zy existuje X-
nasytené parovanie v GG, ktoré tito hranu obsahuje.

ii) Ukazte, ze ak kazdy vrchol v X ma stupen d, tak pocet X-nasytenych parovani
v G je aspon d! ak d < m, a asponn d(d —1)...(d —m + 1) ak d > m.(Velkost
partie X je m.)

8. Nech G = (X UY, E) je bipartitny graf a A je maximalny stupet vrchola v G.
Ozna¢me A mnozinu vrcholov stupnia A. Ukazte, ze G ma (A N X) - nasytené
parovanie. Potom odvodte, Ze kazdy bipartitny graf méa parovanie, ktoré pokryva
vsetky vrcholy stupna A a teda kazdy d > 1 regularny bipartitny graf ma dplné
parovanie.

9. Rieste problém 5D z van Lint.

10. Rieste problém 5F z van Lint.



