Uloha, parovania

1. Dvaja hraci hraju takato hru na grafe G: striedavo volia vrcholy vy, vy, ve, ... vzdy
tak, Ze v;v;11 je hrana v G. Vyhrava hrac, ktory ako posledny mozZe zvolit vrchol.
Ukézte, ze prvy hrd¢ mé vyhravajicu stratégiu prave vtedy ked G nemé tplné
parovanie.

2. Nech G je graf na 2n vrcholoch, s minimalnym stuptiom n. Podla Diracovej vety
G méa hamiltonovski kruznicu a teda mé uplné parovanie (t.j. parovanie, ktoré
pokryva kazdy vrchol G). Uvedeny fakt, t.j. existenciu uplného parovania, odvodte
bez odvolania sa na hamiltonovskt kruznicu.

3. Predpokladajme, ze vrcholy grafu G st vybavené preferenciami. Povieme, ze kruz-
nica je preferencne orientovand, ak sa dé pisat v tvare aAbB . .. 27, kde A preferuje
b pred a, b preferuje B pred A, ..., a Z preferuje a pred z.
Dokézte nasledujice tvrdenie: Predpokladajme, Ze M a M’ st dve stabilné parova-
nia v grafe GG s preferenciami a C' je komponenta suvislosti podgrafu indukovaného
M U M’'. Ak C ma aspon tri vrcholy, tak C' je preferen¢ne orientovana kruznica.
Specidlne, ak aA,bB € M a aB € M’, tak a preferuje A pred B prave vtedy ked B
preferuje a pred b.

4. Pomocou predchadzajuceho dokazte: Pre kazdé priradenie preferencii v G existuju
mnoziny U; C X a Uy C Y také, ze kazdé stabilné parovanie v G je U;-nasytené v
podgrafe indukovanom U; U Us. Specidlne, vSetky stabilné parovania maji rovnaki
velkost.

5. Zostrojte bipartitny graf GG s preferenciami v ktorom stabilné parovanie v podgrafe
indukovanom U; U Us nie je stabilné v G.

6. Nech G je bipartitny graf s preferenciami. Povieme, 7Ze stabilné parovanie M je X-
optimélne, ak pre kazdé stabilné parovanie M’ a kazdy vrchol a € X, ak aB € M’
tak aA € M pre nejaké A € Y, a bud A = B alebo inak a preferuje A pred B.
Kratko, stabilné parovanie M je X-optimalne, ak kazdy vrchol z X je v M aspon
tak spokojny ako v Iubovolnom inom stabilnom pérovani.

Dokéazte nasledujtce: Pre kazdé priradenie preferencii v grafe G existuje X-optimalne
parovanie.



