O DOBROM USPORIADANI A AXIOME VYBERU

Hoci jazyk tedérie mnozin v sticasnej matematike, zdé sa, uz nadobro prevladol, v sku-
tocnosti len nepatrny zlomok hlbsich vysledkov tejto tedrie nachadza Sirsie uplatnenie
v ostatnej matematike. K nim bezosporu patri najmé axioma vyberu, ¢i niektoré jej
ekvivalenty — ako napr. rézne principy maximality, — dokazy transfinitnou indukciou
¢i konstrukcia transfinitnou rekurziou. Je preto iréniou a paradoxom, ze v suc¢asnom
systéme vzdelavania a vychovy matematikov u nas sa posluchéaci s tymito vysledkami
nezoznamia, hoci sa povazuje za samozrejmé, ze ich plody (napr. Hahnova-Banachova
veta vo funkcionalnej analyze, alebo Tichonovova veta v topoldgii) sa bezne vyuzivaju.
Ich dokazy, pokial sa vébec podavaju, tak spoc¢ivaju na nevyjasnenych predpokladoch.

Tento prispevok je pokusom zaplnif spominanti medzeru. Dalej nepredpokladdm u
Citatela nijaké Specidlne znalosti z tedrie mnozin. Pouzivam beZni mnoZinova sym-
boliku a pojmy na trovni absolventov prvého ro¢nika matematického studia. Vsetko,
¢o lezi ,,v hlavnej linii* a presahuje tento ramec, sa pokusim aspon struc¢ne vysvetlit.
Na druhej strane text obsahuje rad poznamok urcenych rozne zasvitenym adresa-
tom, ktoré vSak nie si1 nevyhnutné na sledovanie vicsiny vykladu. Niektoré detaily st
zémerne vynechané a ponechané na doplnenie ¢itatelovi, ktorého aktivna spolupréca
je nevyhnutnym predpokladom osvojenia si Studovaného materialu.

CIASTOCNE USPORIADANE MNOZINY — ZAKLADNE POJMY

Pod ¢iastoénym usporiadanim budeme vzdy rozumiet ostré ¢iastoéné usporiadanie.
Zrejme pre lubovolni ¢iastoéne usporiadani mnozinu (X, <) je aj (X,>), t.j. X
s opa¢nym usporiadanim, ¢iastoCne usporiadand mnozina; toto usporiadanie je line-
arne prave vtedy, ked pévodné usporiadanie bolo linearne.

Kazd4 podmnozina Giastoc¢ne usporiadanej mnoziny (X, <) je zrejme sama Cias-
tocne usporiadand relaciou <. Podmnozina A ¢iasto¢ne usporiadanej mnoziny (X, <)
sa nazyva retazec, ak (A, <) je linearne usporiadana. Hovorime, ze podmnozina A ¢ias-
to¢ne usporiadanej mnoziny (X, <) je usmernend, ak pre lubovolné z,y € A existuje
z€ Ataké, zex < zay<z.

Mnozina A C X sa nazyva pociatocny usek alebo dolny rez CiastoCne usporiadanej
mnoziny (X, <), ak pre Iubovolné a € A, x € X plati x < a = x € A. Pre kazdé
a € X mnozina X(® = {z € X;z < a} je dolny rez v (X, <). Zrejme v linedrne
usporiadanej mnozine (X, <) pre fubovolné poéiatoéné tiseky A, B C X plati A C B
alebo B C A.

Nech (X, <), (Y,<) su ¢iastocne usporiadané mnoziny. Zobrazenie f: X — Y
sa nazyva izomorfizmom (X, <) na (Y, <), ak f je bijekcia a pre vSetky z,y € X
plati x < y < f(x) < f(y). Zapis (X, <) = (Y, <) oznacuje, ze (X,<) a (Y, <)
st izomorfné. t.j. existenciu nejakého izomorfizmu (X, <) na (Y, <). Zobrazenie f
nazyvame pociatocngm vnorenim z (X, <) do (Y, <), ak jeho definiény obor dom f
je podiatoény tsek v (X, <), jeho obor hodnét rng f je pociatoény tsek v (Y, <) a
f: dom f — rng f je izomorfizmus ¢iasto¢ne usporiadanych mnozin.



Pre kazda ¢iastoéni uporiadani mnozinu (X, <) znacime o(X, <) jej ordindlny
typ. Nie je dolezité, ¢o su ordinalne typy — pre nas je podstatna len ich nasledujtca
vlastnost: Pre Tubovolné ¢iastoéne usporiadané mnoziny (X, <), (Y, <) plati

o(X,<)=0Y,<) & (X,<)=(Y,<).

Nech (I, <) je ¢iasto¢ne usporiadand mnozina a pre kazdé i € I je (X;, <) cias-
toCne usporiadand mnozina. Lexikografickou sumou systému ((XZ-, <);iel ) nazy-

vame mnozinu
j{:-)(i:: L_J{i} X )(i

1€l i€l

spolu s lexikografickym ¢iastoénym usporiadanim definovanym vztahom
(1,7) <iex (J,y) & i<jV (i=j&r<y)

pre i,j € I, z € X;, y € X;, a znacime ju Zie([,<)(Xi7<)' Zrejme ak (I,<) aj
vSetky (X;,<) st linedrne usporiadané, tak aj ich lexikografickd suma je linedrne
usporiadana.

Ak I aj vsetky X; st konecCné, tak Hasseovej diagram prislusnej lexikografickej sumy
dostaneme tak, ze namiesto kazdého vrcholu ¢ Hasseovej diagramu ¢iastoc¢ne usporia-
danej mnoziny (I, <) dosadime Hasseovej diagram ¢iastoéne usporiadanej mnoziny
(X;, <) a pre kazda pokryvajicu sa dvojicu i —< j v I spojime stipajicou hranou
kazdy maximalny prvok mnoziny X; s kazdym minimalnym prvkom mnoZiny X;.

Ak I = {0,1} je dvojprvkovy retazec, tak prislusni lexikograficki sumu znac¢ime
jednoducho (Xo, <)+ (X1, <) a nazyvame ju lexikografickym suctom alebo len kratko
stuctom Clastofne usporiadanych mnozin (Xo, <), (X1, <).

Ak (X;,<) = (X, <) pre kazdé ¢ € I, tak prislusnu lexikografickii sumu znac¢ime
(I,<) - (X, <) a nazyvame lexikografickym sucinom ¢iastoéne usporiadanych mnozin
(1,<), (X,<).

Zrejme konstrukcia lexikografickej sumy dava pre izomorfné argumenty izomorfné
vysledky. Pesnejsie, ak ¢ : (I, <) — (J,<) a fi: (X, <) = (Yyq), <) pre kazdé i € I st
izomorfizmy ¢iastoéne usporiadanych mnozin, tak aj priradenie (i,z) — (q(4), fi(x))
definuje izomorfizmus

F: Y (X, = Y (V<)

1€(1,<) je(J,<)

¢iastocne usporiadanych mnozin.

To ndm umoznuje zaviest operaciu lexikografickej sumy, Specidlne lexikografického
stétu a stéinu pre fubovolné ordinélne typy. Napriklad, ak o = o(X, <), 8 = o(Y, <),
tak ordinalne typy

a+B=0((X,<)+ (¥,<)),
a-B=o((X,<) (¥,<))

nazyvame suctom resp. su¢inom ordinalnych typov «, 5. Zrejme stucet i sucin ordinal-
nych typov nezavisia na vybere prislusnych ciastoc¢ne usporiadanych mnozin daného

typu.
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Pre kazdé n € N ordinédlny typ linedrne usporiadanej n-prvkovej mnoziny oznac¢ime
priamo ¢islom n; w oznacuje ordindlny typ mnoziny N vSetkych prirodzenych cisel
v obvyklom usporiadani. Zrejme uvedené definicie ordinalneho stctu a stcinu splyvaja
pre prirodzené ¢isla s obyc¢ajnym stuctom resp. stcinom.

Overte si, ze pre lubovolné ordinalne typy «, 3, v plati

a+ (B+7v)=(a+5)+7, O+a=a=a+0,
a-(8-7)=(a-B)
(a+B) - v=(a-7)

.f)/, 10é:Oé:Oél,
+(57)7 O-a=0=a-0.

Na druhej strane vsak

lHtw=w#w+1,
w-(l+l)=w-2=w#2 w=wtw=(w-1)+ (w-1).

To znamena, Ze s¢itanie ani nasobenie ordinalnych typov nie je komutativne, rovnako
ako nasobenie nie je zlava distributivne vzhladom na séitanie.

ZAKLADNE VLASTNOSTI DOBRE USPORIADANYCH MNOZIN

Hovorime, ze (X, <) je dobre usporiadand mnoZina, ak X je linedrne usporiadana
relaciou < a kazda neprazdna mnozina A C X mé v tomto usporiadani najmensi
prvok. Zrejme kazdé podmnozina dobre usporiadanej mnoziny je v tomto usporiadani
sama dobre usporiadna.

Ako cvicenie si overte nasledujuci vysledok.

Veta. Mnozina X je konecnd prave vtedy, ked existuje relacia < na X taka, Ze (X, <)
aj (X,>) su dobre usporiadané mnoziny.

Veta. Nech (X, <), (Y,<) stu dobre usporiadané mnoziny, A C X je pociatocy usek
vXaf:A—=Y,qg: X =Y siupociatocné vnorenia. Potom f C g, t.j. pre vsetky
a € A plati f(a) = g(a).

Dokaz. Predpokladajme, ze f(a) # g(a) pre nejaké a € A, inak povedané mozina
{a € A; f(a) # g(a)} je neprazdna; jej najmensi prvok ozna¢me m. Potom f(z) = g(x)
pre kazdé x < m. Plati f(m) < g(m) alebo g(m) < f(m). V prvom pripade existuje
b € X také, ze g(b) = f(m) < g(m), teda b < m. Potom f(b) = g(b) = f(m),
¢o je spor s injektivnostou f. Podobne, v druhom pripade existuje a € A také, zZe
f(a) = g(m) < f(m). Preto a < m, v dosledku ¢oho g(m) = f(a) = g(a), a to je zas
spor s injektivnostou g.

Désledok. Nech (X, <) je dobre usporiadand mnozina. Potom

(a) identické zobrazenie X — X je jedingm automorfizmom na (X, <);
(b) ak A, B su dva dolné rezy v (X, <) tak (A, <) = (B,<) <& A=B.

Veta. Nech (X, <), (Y, <) st dobre usporiadané mnoziny. Potom existuje prdve jedno
zobrazenie f, ktoré je izomorfizmom X na pociatocny usek v Y alebo izomorfizmom
pociatocného useku v X na Y.



Dokaz. Podla predchadzajicej vety také zobrazenie f existuje najviac jedno. Nech F
je mnozina vSetkych pociatoénych vnoreni X do Y. Na zaklade tej istej vety Tahko
nahliadneme, ze aj f = |J F' je po¢iatoéné vnorenie X do Y. Teda f je najvicsi prvok
mnoziny F' vzhladom na inkliziu. Polozme A = dom f, B = rng f. Ukazeme, Ze plati
A = X alebo B =Y. Pripustme, Ze obe mmnoziny X ~dom f, Y \rng f st neprazdne
a oznacme z resp. y ich najmensie prvky. Lahko sa overi, ze fU{(z,y)} je poc¢iatoéné
vnorenie X do Y, ktoré je vlastnou nadmnozinou f, ¢o je spor.

Na dobre usporiadané mnoziny mozno zovseobecnit princip indukcie, ako aj vetu o
rekurzii platné v (dobre usporiadanej) mnozine prirodzenych ¢isel (N, <). V takomto
pripade hovorime o tzv. transfinitnej indukcii resp. transfinitnej rekurzii.

Veta. (O transfinitnej indukcii) Nech (X, <) je dobre usporiadand mmnozina. Nech
A C X je mnozina takd, Ze

(VaGX)(X(“) CA = aEA).

Potom A= X.

Dékaz. Nech A # X a m je najmensi prvok mnoziny X ~. A. Potom X (™) C A, teda
m € A, ¢o je spor.

Rovnako Tahko moZno nahliadnut, Ze Tubovolné linedrne usporiadand mnozina,
ktora spliia princip indukcie v uvedenej podobe, je dobre usporiadana.

Veta. (O transfinitnej rekurzii) Nech (X, <) je dobre usporiadand mnoZina, Z je
lubovolnd mnoZina a g je funkcia takd, Ze

domg = U 7X@,
acX

Potom ezistuje jedind funkcia f: X — Z takd, Ze pre kazdé a € X plati
fla)=g(f1X).

Dokaz. Najprv dokézeme jednoznacnost. Nech fi, fo st dve také funkcie. Ukézeme,
ze f1 = fa. Ozname A = {a € X; fi(a) = f2(a)}. Staci overit, ze plati A = X. Nech
a € X jetaké, ze X C A, t.j. f1 1 X = £, 1 X Potom

fi@) = g(f11 X)) = g(f21XY) = fala),

teda a € A. Podla vety o indukcii A = X.

Ukazeme, Ze také f existuje. Ozna¢me H mnozinu vietkych zobrazeni h: X(*) — Z
takych, 7ze a € X a pre vSetky = < a plati h(x) = g(h [X(‘T)). 7 prave dokézanej
jednoznac¢nosti vyplyva, ze pre Iubovolné hi,ho € H plati hy C hg alebo hy C hy.
Z toho vyplyva, ze f = |J H je zobrazenie nejakého pociatocného tseku mnoziny X
do Z. Zrejme aj podmienka f(a) = g(f fX(“)) plati pre kazdé a € dom f. Zostava
overif rovnost dom f = X. Ak viak X(® C dom f, tak f | X(® € H. Potom tiez
f1x@uy {(a,g(f [X(“)))} € H, teda a € dom f. Podla vety o indukcii dom f = X.
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Veta. Nech (I,<) je dobre usporiadand mnozina a pre kazdé i € I je (X;, <) dobre
usporiadand mnozina. Potom aj lexikografickd suma

Z (Xi><)

i€(1,<)

je dobre usporiadand mnozina.

Dokaz. Nech ) # C C Y, ; X;. Potom aj podmnozina {i € I; ({i} x X;) N C # 0}
dobre usporiadanej mnoziny (I, <) je neprazdna. Ak m je jej najmensi prvok a z je
najmensi prvok neprazdnej podmnoziny {ac € Xpm; (m,x) € C } dobre usporiadane;j
mnoziny (X;, <), tak (m, z) je zrejme najmensi prvok mnoziny C.

Teda specialne lexikograficky stucet aj lexikograficky sucin dvoch dobre usporia-
danych mnozin st opit dobre usporiadané mnoziny.

ORDINALNE CfSLA

Ordinéalne typy dobre usporiadanych mnozin budeme nazyvat ordindglnymi ¢islami. Na
rozdiel od vSeobecnych ordinalnych typov vsak jestvuje kanonicky sposob ako kazdej
dobre usporiadanej mnozine priradit jednoznacne urcent s nou izomorfni mnozinu
dobre usporiadant relaciou nalezania €.

Hovorime, ze mnozina x je tranzitivna, ak z € y & y € * = z € x pre vsetky y, z.
Hovorime, ze x je ordindlne cislo alebo len kratko ordindl, ak x je tranzitivna mnozina
a relacia €,= {(z,y) € 2%; z € y} je dobrym usporiadanim mnoZiny z. Hovorime, Ze
x je prirodzené cislo, ak x je kone¢na mnozina a ordinalne d¢islo.

Lahko nahliadneme, Zze mnozina N vSetkych prirodzenych ¢isel je ordinalne ¢islo.
V tomto vyzname ju budeme znacit N = w. Zrejme w je najmensie nekonecné or-
dinalne ¢islo.

Podobne ako pre mnoziny mozno zaviest tiez pojmy ¢iasto¢ne usporiadanej triedy,
dobre usporiadanej triedy, tranzitivnej triedy a pod., a dokizat pre ne podobné
vysledky ako pre mnozny.

Triedu vSetkych ordinalov budeme znacit €. Lahko sa overi, ze €2 je tranzitivna
trieda, dobre usporiadana relaciou €. Prislusné neostré usporiadanie je potom dané
relaciou inklazie oo C 3. Dalej pre kazdé a € Q plati

QY ={ecQ;fea}=a

7 toho okamzite vyplyva, ze trieda €2 nie je mnozinou. V opa¢nom pripade by totiz
platilo 2 € Q. Ale pre ziadny ordinal nemoze platit a@ € o — relacia néalezania € je
totiz ostré linearne usporiadanie na 2.

Veta. Nech X je tranzitivna trieda dobre usporiadand relaciou €x. Potom X je
vlastnd trieda prdave vtedy, ked X = €.

Dokaz. Zostéva dokazat, ze pre kazdé také X plati X = Q. Ak X je tranzitivna a €
je dobré usporiadanie na X, tak kazdy prvok triedy X je zrejme ordinal. Nech X # €
a « je najmensi ordindl taky, ze a ¢ X. Potom X C «, teda X je mnozina.

Ordinélne ¢islo o U {a} nazyvame nasledovnikom ordinélneho ¢isla a. Hovorime,
ze « je limitné ordinalne cislo, ak « nie je nasledovnikom ziadneho ordinalu. Zrejme
0 a w st limitné ordindlne ¢isla a kazdé 0 # n € w je nasledovnikom ¢isla n — 1.

5



Aj pre triedu vsetkych ordinalnych ¢isel mozno vyslovit tvrdenia o transfinitnej
indukcii a transfinitnej rekurzii, podobne ako pre dobre usporiadané mnoziny. Kedze
toto je vlastne ten najcastejsie pouzivany pripad, osobitne sformulujeme i tieto tvr-
denia, ich dokazy vsak vynechame. Vopred si eSte uvedomme, ze kazda tranzitivna
trieda X C 2 je alebo mnozina, a potom X € €2, alebo X = Q2

Veta. (O transfinitnej indukcii) Nech X C Q je tranzitivna trieda. Nech A C X je
trieda takd, Ze

VaeX)(aCA = acA).
Potom A = X.
Veta. (O transfinitnej rekurzii) Nech X C Q je tranzitivna trieda, Z je lubovolnd

trieda a G je funkcia (mozno triedovad) takd, Ze

dom G = U 7.

aeX

Potom existuje jedind funkcia ¥: X — Z (mozno triedovd) takd, Ze pre kazdé a € X
plati

Veta o transfinitnej rekurzii ma aj iné ekvivalentné podoby. Niekedy je vyhodnejsi
tvar, v ktorom sa hodnota F(«) zostroji zvlast pre nasledovnik « a zvlast pre limitné
a.

Veta. (O transfinitnej rekurzii) Nech X C Q je tranzitivna trieda, Z je lubovolnd
trieda z € Z a Gy, Ga su funkcie (mozno triedové) také, Ze

dom G = Z, domGy = | J 2z
0#aeX

Potom existuge jedind funkcia F: X — Z (mozZno triedova) takd, Ze

F(0) ==
F(a) = G1(F(9)), ak a € X je nasledovnikom 3, a
F(a) = Ga(Fla) pre limitné 0 # a € X.

Nasledujicou vetou plnime slub dany na zaciatku tohto odstavca — reprezentovat
kazdy ordinalny typ dobre usporiadanej mnoziny nejakym ordinalnym cislom z triedy
Q.

Veta. Nech (X, <) je dobre usporiadand mnoZina. Potom existuje prdave jedno or-
dindlne ¢islo o take, Ze (X, <) = (a, €).

Dokaz. Zrejme taky ordindl existuje najviac jeden. Pre a € 3 je totiz o pociatoénym
usekom v (3, €), teda nemoze platit (o, €) = (3, €).

Na zéklade vysledkov predoslého odstavca pre kazdé a € € existuje (dokonca
jediné) zobrazenie f,, ktoré je izomorfizmom nejakého pociatoéného tseku A C «
na (X, <) alebo izomorfizmom («, <) na nejaky pociatoény tsek B C X. Keby pre
vietky o € Q nastala druhd moznost, tak F = | J . fa by bolo izomorfizmom (€2, €)
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na nejaky pociatoény usek v (X, <), ¢o je nemozné, lebo X je mnozina a €2 je vlastna
trieda. Preto existuje ordinal « taky, Ze f, je izomorfizmom nejakého pociato¢ného
useku v (a, €) na (X, <). Ak si vezmeme najmensie také «, tak dom f, = a.

Teda pre dobre usporiadantt mnozinu (X, <) definujeme jej ordinalne ¢islo o( X, <)
ako ten jednoznacne urceny ordinédl «, pre ktory plati (X, <) & («, €). Zékladnd
vlastnost ordinalnych typov o(X, <) = o(Y,<) < (X,<) = (Y, <) zostava zrejme
zachovana.

Na triede 2 mame navyse definované asociativne operacie suc¢tu a sucinu, ktoré
rozSiruju sc¢itanie a nasobenie prirodzenych ¢isel a prvky 0, 1 si v nich zachovavaju
svoje vysadné postavenie. Taktiez pre kazdé o € Q plati «+1 = a«U{a}, rovnako ako
pre prirodzené ¢isla. Na druhej strane, ako sme uz videli, ani jedna z tychto operacii
nie je komutativna a nasobenie je distributivne vzhladom na s¢itanie len zlava no nie
sprava. Takisto pre ne neplati zakon o krateni.

Transfinitnou rekurziou (v premennej §) mozno tiez definovat operaciu umociio-
vania ordinalnych ¢isel o pre vietky a, 5 € Q. Kladieme

0

a =1,
P =a-a, ak [ je nasledovnikom ~, a
of = U o pre limitné .

v€EB

Zrejme aj tato operacia splyva na mnozine prirodzenych ¢isel s oby¢ajnym umocno-
vanim. Podrobnejsie §tidium ordinéalnej aritmetiky uz nie je nasim cielom.

KARDINALNE CGISLA

Pripominame, Ze pre Iubovolné mnoziny X, Y formuly X ~ Y, X = Y oznacuju
existenciu bijektivneho resp. injektivneho zobrazenia X — Y. Zéapis X < Y znamena
XY &X%Y.

Mohutnost alebo kardindlne ¢islo mnoziny X oznacujeme |X|. Podobne ako pri
zavedeni pojmu ordinalneho typu, ani teraz nie je dolezité, ¢o s mohutnosti mnozin
— podstatny je pre nés jedine nasledujuci vztah

(X[ =]Y] & X~Y,
platny pre vietky mnoziny X, Y. Dalej potom kladieme

XISV & X3,
X|<Y] & X <Y.

Taktiez znaAmym sp6sobom zavadzame operacie suctu, si¢inu a mocniny kardinalnych

¢isel. Ak a = |X|, B = |Y], tak

a+f=[({0} x X) U ({1} xY)],
a'ﬁ: |X XY’?
aB:}XY|.



Zrejme uvedené definicie usporiadania aj operacii na kardinalnych c¢islach st korekt-
né, t.j. nezavisia od jednotlivych mnozin, len od ich mohutnosti. Z radu znamych
vlastnosti kardinalnej aritmetiky tu pripomenieme len Cantorovu-Bernsteinovu vetu:

(XIS V&YX & [X]=]Y].

Teraz priradime kazdej mnozine, ktori mozno dobre usporiadat (a ak plati axiéma
vyberu, tak vobec kazdej), konkrétnu s nou ekvivalentnit mnozinu, ktortt opravnene
mozno stotoznit s jej mohutnostou.

Kazdé ordinalne ¢islo je zaroven mnozina, teda prostrednictvom injektivnych resp.
bijektivnych zobrazeni mozeme porovnavat jeho mohutnost s inymi mnoZzinami, Spe-
cidlne s inymi ordindlmi.

Ordinalne ¢islo a nazyvame kardindlnym cislom alebo len kratko kardindlom, ak
pre kazdé 5 € a plati 8 < a. Teda zo vSetkych ordinalnych ¢isel danej mohutnosti
je prislusné kardinalne cislo to najmensie. Preto pre kardinalne cisla «, € €2 plati
a<p & «aé€pf,t.j. kardinalne a ordinalne usporiadanie na triede €2 splyvaju.

Uvedena definicia vyznacuje niektoré spomedzi ordinalnych c¢isel ako kardinalne
¢isla. Bez dodato¢nych predpokladov v8ak nemozno zarucit, Ze takto dostaneme vsetky
kardinalne c¢isla.

Zrejme kazdé prirodzené cislo je kardinalne ¢islo. Taktiez N = w je kardinalne ¢islo
kardinalom — v prvom vyzname ho znacime wi, v druhom Nj.

Zrejme pre prirodzené cisla kardinalne operacie stuc¢tu, sic¢inu a mocniny splyvaju
s ordindlnymi. Je vSak délezité si uvedomit, Ze pre nekone¢né kardinalne ¢isla tomu
tak nie je. Kardinalny stcet a stcin sa totiz komutativne, kym ich ordinalne verzie
nie si. Podobne, podla znamej Cantorovej vety pre lubovolné kardinalne ¢islo « plati
a < 2. Na druhej strane pre ordinalnu mocninu plati 2¢ = w. Taktiez w®, w*", atd.
st stéle len spocitatelné ordinaly, teda nie st to kardinéaly.

Ak teda mnozinu X mozno dobre usporiadat, tak je kardindglnym c¢islom budeme
nazyvat to jediné kardindlne ¢islo o € €, pre ktoré plat | X| ~ a. Z tejto definicie a
zo skor dokazanych vysledkov okamzite vyplyva

Veta. Mnozinu X mozno dobre usporiadat prave vtedy, ked | X| € €. V takom pri-
pade X ~ | X]|.

Pre kazdé ordinélne c¢islo a € €2 oznacme
at ={fe; B 3Za}
Ak o je kardinélne &islo, tak o™ nazyvame nasledovnikom kardinalneho é&isla a.

Veta. Pre kaZdé ordindlne cislo a € 2 je o najmensie kardindlne cislo 3 € Qb také,
Ze a € .

Dokaz. Zrejme o € . Z Cantorovej-Bernsteinovej vety vyplyva, ze a™ je podiatoény
tsek v (€2, €). Dokdzeme, Ze o™ nie je vlastna trieda. Potom a™ je najmensi ordinél
B taky, ze 8 ¢ at. Zrejme ot = a U {y € Q; v ~ a}. Keby a™ bola vlastné trieda,
bola by aj a™ \ a = {y € Q; v & B} vlastnd trieda. To by znamenalo, Ze na mnozZine
« existuje vlastnéd trieda navzajom neizomorfnych dobrych usporiadani. Ale kazdé
dobré usporiadanie mnoZiny « je prvok mnoziny P(a x a). To je spor. Teda a™* € €.
Zrejme 3 < o™ pre kazdé 3 € o™, teda a™ je kardinalne éislo a pre kazdé kardinalne
Cislo e @ platia e B = ot C}B.

Na jednom mieste tohto dokazu sme si neopravnene trochu zjednodusili zivot.
Skuste najst to miesto a premyslite si, ako mozno dat celt vec do poriadku.
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Veta. {a € Q; a je kardindlne ¢islo} je vlastnd trieda.

Dékaz. Ozna¢me C uvedent triedu. Potom C C |JC a | C je tranzitivna podtrieda
v Q. Keby C bola mnozina, bola by aj | JC mnozina, teda | JC = « pre najmensie
v € 2~ |JC. UkdzZeme, Ze v je kardinalne ¢islo. Potom v ¢ C bude hladany spor.
Nech « € 4. Potom « € 3 pre nejaké 5 € C. Kedze  je kardinalne ¢islo, o < 5. Tym
skor a < .

Z poslednych dvoch viet a z vety o transfinitnej rekurzii vyplyva, ze vsetky neko-
ne¢né kardinélne ¢isla z triedy €2 mozno zoradit do rasticej transfinitnej postupnosti

No, R, .. Ry e Ry

Presnejsie, existuje jedina triedova funkcia N: € — € taka, ze

N() = w,
Nyp1 = Nl’ pre kazdé o € €2 a
Ny = [ J R, pre limitné A € Q.
aEN

Jednoducho sa mozno presvedcit, Ze ¢lenmi tejto postupnosti si prave vSetky nekonec-
vyzname; N, ako ordindlne c¢islo znac¢ime w,. To je zrejme v zhode s doteraz zave-
denym oznacenim Ny = wg, N1 = ws.

Citatelovi je asi dobre znama rovnost |R| = |P(N)| = 2%, Toto kardinélne ¢islo
nazyvame mohutnostou kontinua. Vieme len, ze Xy < 280, bez axiémy vyberu vsak
nevieme ani zarucit, ze sa mohutnost kontinua nachadza niekde v rade alefov, nieto
este urc¢it, ktorému z nich sa rovni. Tvrdenie 2% = XN; sa naz§va hypotéza kon-
tinua (CH). ZovSeobecnena hypotéza kontinua (GCH) tvrdi, ze 2%« = N, pre
kazdé a € €. Ako ukdzal K. Godel v r. 1938, zovseobecnend hypotéza kontinua
neprotireci axiomam Zermelovho-Frankelovho systému s axiémou vyberu. Presnejsie,
pokial je systém ZFC bezosporny, tak pridanim (GCH) k jeho axiémam vznikne opit
bezosporny systém. V r. 1963 P. Cohen ukézal, Ze ani hypotéza kontinua nie je dokaza-
telnd v systéme ZFC. Obe hypotézy st teda na zakladnych axiémach tedrie mnozin
nezavisle.

AXIOMA VYBERU, PRINCIP DOBREHO USPORIADANIA A PRINCIPY MAXIMALITY

Cielom tohto odstavca je sformulovat principy vymenované v jeho nazve a dokazat
ich ekvivalenciu a niekolko ich désledkov.
Azioma vgberu (v jej povodnej podobe) je nasledujice tvrdenie:

Axiéma vyberu (AC). Nech S je mnoZina, ktorej prukami si neprdzdne, po dvoch
disjunktné mnoziny. Potom existuje mnoZina Z takd, Ze pre kazdé X € S mnoZina
X N Z obsahuje prave jeden prvok.

Teda uvedend mnozina Z vybera z kazdej mnoziny X € S po jednom prvku.
Jestvuje a pouziva sa viacero ocividne evivalentnych formulécii axiémy vyberu.

Viésinu z nich zhfia nasledujica veta. Jej dokaz prenechavame ¢itatelovi ako cvicenie.
9



Veta. Axioma vyberu je ekvivalentnd s kazdym z nasledujicich tvrdent:

(a) Nech E je ekvivalencia na mnoZine X . Potom existuje mnozina Y C X takd,
zZe Ve e X)3lyeY)(zEy).

(b) Na kazdej mnozine X (ktorej prvkami si mnoZiny) existuje selektor, t.j. zob-
razenie h: X — | JX také, Ze Vx € X)(x #0 = h(x) € z).

(c) Pre kazdu reldciu R existuje funkcia f takd, Ze dom f = dom R a f C R.

(d) Ku kazdej surjekcii f: X — Y existuje pravé inverzné zobrazenie, t.j. zobraze-
nie g: Y — X také, Ze fog=1Idy.

(e) Ak (X;;i € I) je systém neprdazdnych mnozin, tak jeho kartezidnsky sucin
[T;cr Xi je neprdzdny.

Priklad. Rozmyslite si, na ktorom mieste a ako sa pouziva axiéma vyberu v dokaze
nasledujucich tvrdeni:
(a) Zjednotenie spocitatelného systému spocitatelnych mnozin je spocitatelnd
mnozina.
(b) Funkcia f: R — R je spojitd v bode a € R prave vtedy, ked pre kazda po-
stupnost {a,}72, plati lim a, =a = lim f(a,) = f(a).
n—oo n—oo
Uvedomte si, ze v oboch pripadoch vystacime uz tzv. slabou axiomou vyberu, postu-

lujticou existenciu selektora len pre spocitatelné systémy mnozin nanajvys mohutnosti
kontinua.

Inym vyjadrenim axiémy vyberu je princip dobrého usporiadania.
Princip dobrého usporiadania (WO). KaZdi mnoZinu mozno dobre usporiadat.
Aj princip dobrého usporiadanie mé niekolko oc¢ividnych ekvivalentov.

Veta. Princip dobrého usporiadania je ekvivalentny s kaZdym z nasledujicich turdeni:
(a) Pre kazdi mnozinu X plati | X| € Q.
(b) Pre kazdu nekonecni mnoZinu X ezistuje o € 2 take, Ze | X| = N,,.
(c) Pre lubovolné mnoziny X, Y plati X Y alebo Y 3 X.
(d) Pre lubovolné kardindlne c¢isla o, B plati o 2 8 alebo B 3 a.

Doékaz. Ukazeme len, ze z (c) vyplyva princip dobrého usporiadania. Nech X je
[ubovolné mnozina. Potom pre kazdy ordinal « plati X = « alebo a = X. Ak pre
nejaké a nastane prva moznost, sme hotovi, lebo injekciou X — « sa na X prenesie
dobré usporiadanie z «. Predpokladajme teda, Ze pre kazdé a € € plati a < X.
Oznacme

E={(A,B) e P(X)* A~ B}.

Zrejme E je ekvivalencia na P(X). Pre kazdé a € €2 polozme
F(a)={A e P(A); a =~ A}.

Potom F(«) # ) pre kazdé o € Q, teda F: Q@ — P(X)/E je (triedové) zobrazenie.
Zuzenie F na triedu C vSetkych kardinalnych cisel z triedy €2 je potom prosté zob-
razenie z C do P(X)/E. Ale to je spor, lebo P(X)/E je mnozina a C je vlastna
trieda.

7 pocetnych doésledkov principu dobrého usporiadania uvedieme len tri, tykajtce
sa kardindalnej aritmetiky.
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Veta. Predpokladajme platnost (WO).
(a) Mmnozina X je nekoneénd prave vtedy, ked N =3 X, t.j. Vo je najmensie
nekonecné kardindlne cislo.
(b) Ak «, B si kardindlne éisla a aspori jedno z nich je nekonecné, tak
a+ B = max(a, 5).
(c) Ak «, B st kardindlne ¢isla rozne od 0 a aspon jedno z nich je nekonecné, tak

a - f =max(q, ).

Dokaz. (a) je zrejmym dosledkom predchadzajucej vety; (b) aj (c) dokdZzeme sucasne.
Staci dokézat, ze pre lubovolné kardinalne ¢isla «, 8 € Q plati:

0<azpf = a+f=a-=7.
Za uvedenych podmienok

Bl3a+B83B8+B306: 6, a taktiez Bl3a-B38-6.

Vdaka Cantorovej-Bernsteinovej vete teda sta¢i overif nerovnost 52 = 3 pre kazdy
nekonecény kardinal 8. Budeme postupovat transfinitnou indukciou cez dobre usporia-
dant triedu v8etkych nekoneénych kardinalov z triedy 2. Na zédklade (WO) tato trieda
obsahuje vSetky nekonec¢né kardinaly. Pre 5 = Ry to mozno jednoducho overit priamo.
Nech teda Ry < [ a predpokladajme, Ze pre kazdy nekonecny kardinal xk < (8 plati
k? = k. Na mnozine 3 x 3 si zadefinujeme tzv. mazimo-lezikografické usporiadanie
vztahom:

(1,0) C (4,8) & max(y,0) € max(v,5) v
(max(v,6) = max(v',8") & (7,0) <iex (v,9")),

kde <jox 0znacuje lexikografické usporiadanie na (3, €) - (8, €). Mozno ukazat, ze
je dobré usporiadanie na 5 x 3 (dopliite si sami). Ozna¢me o(3 x 3, C) = o € Q. Stadi,
ked dokazeme, ze o = 5. Kedze [ je kardinédl a 8 = 8 x 8 =~ g, uréite neplati o € (.
Vylacime aj moznost 8 € p. V takom pripade by pre nejaka dvojicu (v,0) € 8 x 8
platilo

{(+,0") € BxB; (v,6") C (7,9)} = B.

Oznacéme 7 ordindlny nasledovnik ordindlu max(y,d). Potom uvedend mnozina je
podmnozinou mnoziny n X n. Ale n € B, teda Xg = |n| < B. Podla indukéného
predpokladu | x n| = |n|?> 2 In| < B, €o je hladany spor.

Citatela, ktory pozné jednoduchy dokaz rovnosti 83 = Ry, mozno prekvapil po-
merne zlozity dokaz zovSeobecnenia tohto vztahu na Tubovolné nekone¢né kardinaly
S. Este raz podc¢iarknime, ze bez dodatoénych predpokladov typu (WO) vsak pre ne
nemozno dokdzat ani jednu z rovnosti 2-3 = 8 = 2.

Konecne poslednt skupinu principov, ktorymi sa tu budeme zaaoberat a ktoré su
v matematickej praxi najCastejSie vyuzivanymi ekvivalentmi axiomy vyberu, tvoria
tzv. principy maximality. Tieto principy su najcCastejsie sithrnne oznacované nazvom
Zornova lema, no este pred M. Zornom (1935) boli (aspon niektoré z nich) sformulo-
vané F. Hausdorffom (1914) a K. Kuratowskim (1922).

Principy maximality (a s nimi ekvivalentné principy minimality) sa lisia najméi
roznym stupnom vseobecnosti svojich predpokladov a tak trochu i formou svojich
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zaverov. Roznymi ich kombindciami mozno vytvorit najmenej tucet takychto prin-
cipov. Aby sme citatela zbyto¢ne neunavovali ich dlhym vy¢tom, obmedzime sa len
na dva krajné pripady: Princip mazimality (MPO), ktory z najslabsich predpokla-
dov vyvodzuje najsilnejsi zaver, a princip mazimality (MP1), ktory z najsilnejsich
predpokladov vyvodzuje najslabsi zaver. Zrejme za tychto podmienok je (MPO) naj-
silnejsi a (MP1) najslabsi z celej skupiny principov.

Princip maximality (MPO). Nech (X, <) je ¢iastocne usporiadand mnozina, v kto-
rej je kaZdy retazec zhora ohraniceny. Potom pre kazdé v € X existuje mazimdlny
prvok m € X taky, Ze x < m.

Princip maximality (MP1). Nech X je lubovolnd mnozina a S C P(X) je systém
jej podmnozin taky, Ze pre kazdy usmerneny podsystém D v (S,C) plati |JD € S.
Potom S obsahuje mazimdlny prvok.

Veta. Principy maximality (MP0) a (MP1) si ekvivalentné.

Dokaz. Kedze implikacia (MP0) = (MP1) je trividlna (podrobne si rozmyslite preco),
budeme dokazovat len implikaciu (MP1) = (MPO).

Nech (X, <) je ¢iastone usporiadand mnozina, v ktorej je kazdy refazec zhora
ohraniceny, a z € X. Polozme

S={CCX;zeC & C jeretazec v (X,<)}.

Zrejme S C P(X) a pre kazdy usmerneny podsystém D v (S,C) plati (JD € S
(overte sami). Podla (MP1) existuje maximalny prvok M € S. Potom = € M a M je
maximéalny retazec v (X, <) s touto vlastnostou. Ako kazdy retazec v (X, <), aj M
je zhora ohraniceny nejakym prvkom m € X. Zrejme m € M. V opacnom pripade by
totiz refazec M U{m} € S bol vlastnou nadmnozinou M, ¢o odporuje maximalite M.
Potom x < m a z maximality M opéf lahko nahliadneme, Ze m je maximéalny prvok

v (X, <).

Dalej budeme pod principom mazimality (MP) rozumiet ktorykolvek z ekvivalent-
nych principov nachadzajicich sa niekde medzi (MPO0), (MP1). Uvedme eSte aspon
dva priklady.

Princip maximality (MPO0’). Nech (X, <) je ciastocne usporiadand mnoZina,
v ktorej kazdd usmernend mnoZina D C X md supremum. Potom v (X, <) existuje
mazximalny prvok.

Princip maximality (MP1’). Nech X je lubovolnd mnozina a S C P(X) je systém
jej podmnozin taky, Ze kazdy retazec v (S,C) je zhora ohraniceny. Potom pre kazdé
A € S existuje mazimdlna mnozZina M € S taka, Ze A C M.

Premyslite si, preco (trividlne) platia implikdcie (MP0) = (MP0’) = (MP1) a
(MP0) = (MP1’) = (MP1).

Ako priklad pouzitia principu maximality nazna¢ime dokaz existencie netrivialnych

ultrafiltrov. Systém podmnozin D nejakej mnoziny X nazyvame ultrafiltrom na X,
ak D # 0,0 ¢ D a pre lubovolné A, B C X plati

AeD& ACB = BeD,
A BeD = ANBeD,

AUuUBeD = AeDV BeD.
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Ultrafiler D nazyvame trivialnym alebo tiez hlavnym, ak ¢iastocne usporiadand mno-
zina (D, C) mé najemnsi prvok; v opa¢nom pripade hovorime, ze D je netrividlny
ultrafilter.

Hovorime, ze systém C podmnozin mnoziny X je centrovany, ak pre kazdy konecny
podsystém Cy C C plati (Co # 0.

Veta o ultrafiltroch. Nech X je lubovolnd mnozina a C je nejaky centrovany systém
jej podmnoZin. Potom existuje ultrafilter D na X taky, Ze C C D.

Dokaz. Oznacme S systém vsSetkych centrovanych systémov podmnozin mnoziny X.
Potom § C P(P(X)) a jednoducho mozno overit, ze pre kazdy retazec R v (S, C) plati
UR € S (teda R je zhora ohraniceny v (S, C)). Podla (MP1’) existuje maximalny
centrovany systém D € S taky, ze C C D. Prenechavame c¢itatelovi, aby si sém doplnil
jednoduchy dokaz, ze D je ultrafilter na X.

Daésledok. Na kaZdej nekonecnej mnozZine existuje netrividalny ultrafilter.

Doékaz. Nech X je nekoneénd. Potom C = {A C X; X \ A je kone¢né} je centrovany
systém podmnozin mnoziny X. Kedze (| C = (), Tubovolny ultrafilter D O C je netriv-
ialny.

Hoci existencia netrivialnych ultrafiltrov je désledkom axiémy vyberu, presnejsie
jednym Specidlnym pripadom principu maximality, stoji za zmienku, Ze len z tohto
Specidlneho pripadu este nevyplyva princip maximality v plnej vSeobecnosti (teda
ani axiéma vyberu). Jednako prijatie uz len samotnej vety o ultrafiltroch (a odmiet-
nutie axiémy vyberu v plnom rozsahu) ndm umoziiuje dokazat napr. Gidelovu vetu
o tplnosti predikatového poctu pre spocitatelné jazyky, ako aj Hahnovu-Banachovu
vetu, ktord je jednym zo zadkladnych kamenov funkciondlnej analyzy. Dokaz tychto
tvrdeni vSak uz vyrazne presahuje ramec nasho textu.

Popri spominanych ,prijemnych“ désledkoch vsak mé axiéma vyberu aj rad dobre
znamych dosledkov ,menej prijemnych“. K nim patri napr. existencia lebesguovsky
nemeratelngjch mnozin resp. mnozin, ktoré nemaju Bairovu vlastnost, na reilnej osi.
liho konstrukciou, ktora vyuZiva axiému vyberu v znac¢ne SirSom rozsahu (presnejsie
selektor na systéme mohutnosti kontinua podmnozin mnoziny R, resp. dobré uspo-
riadanie mnoziny realnych ¢isel), natiska sa otazka, ¢i by sme sa tymto ,nezelanym*
désledkom nemohli nejako vyhnit tym, Ze by sme miesto axiémy vyberu prijali za
axiomy len niektoré jej ,zelané“ doésledky. Ako kandidati sa nam ponukaju prave
spominand veta o ultrafiltroch spolu so slabou axiémou vyberu, nehyhnutnou na
dokaz nektorych zakladnych vysledkov matematickej analyzy. Zial, ide o plant nade;.
Bude preto pou¢né aspon stru¢ne a bez dokazu naznacit, ako mozno mnoziny podob-
nych ,,patologickych® vlastnosti ziskat uz z netrivialnych ultrafiltrov na mnozine N.

Pre istotu pripominame, Ze mnozina X C R je lebesguovsky meratelna prave vtedy,
ked pre kazdé ¢ > 0 existuji uzavretd mnozina U C R a otvorend mnozina V' C R
také, ze U C X C V a vonkajsia miera mnoziny V' ~\ U je mensia nez ¢, t.j. existuje
kone¢ny pocet intervalov (a1,b1),... ,{(ay,b,) takych, ze

=

(ai, bz> a Z(bz — CLZ') < €.

V\UC
i=1 i=1

K3

Podobne, X C R mé Bairovu vlastnost prave vtedy, ked existuje otvorend mnozina
V C R taka, ze obe mnoziny X \ V, V ~ X su prvej kategodrie, t.j. kazda z nich
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je zjednotenim spocitatelne mnohych riedkych mnozin. Pritom nmozina Z C R sa
nazyva riedka, ak vnutro jej uzaveru je prazdna mnozina, t.].

(VzeR)(Ve>0)Fye(z—e,2+¢)(36>0)((y—d,y+d)NZ=0).

Pre Iubovolnit mnozinu A C N ozna¢me

o(A) =) 27"

neA
Zrejme tymto predpisom je definované surjektivne zobrazenie o: P(N) — (0,1).

Veta. Nech D C P(N) je nejaky netrivdlny ultrafilter na N. Potom
o[D] ={o(A); A€ D}

je lebesquovsky nemeratelnd podmnozina intervalu (0,1) redlnych éisel, ktora nemd
Bairovu vlastnost.

Na zdver nam eSte zostéva vyjasnif vzfah medzi axiémou vyberu, principom dob-
rého usporiadania a principom maximality. Ako sme uz viackrat spominali, plati nasle-
dujica
Veta. Azxioma vyberu (AC), princip dobrého usporiadania (WO) a princip maxima-
lity (MP) siu ekvivalentné.

Doékaz. (AC) = (WO): Nech X je lubovolnd mnozina. UkdZeme, Ze existuje ordinal
« a bijekcia f: o — X. Touto bijekciou sa dobré usporiadanie z (a, €) prenesie na X.

Ak X = (), niet ¢o dokazovat; budeme teda predpokladat, Ze X je neprdzdna. Nech
h je selektor na mnozine P(X), t.j. zobrazenie h: P(X) — X také, ze h(A) € A
pre kazdé A C X, A # (). Transfinitnou rekurziou cez triedu € zostrojime (triedovi)
funkciu F: € — X taku, Ze pre kazdy ordinal « plati

F(a) = h(X N Flo) = h(X N {F(8); B € a}).

Nech « je najmensi ordinal taky, ze X = F[a| = {F(p); 8 € a}. Také «a existuje, lebo
inak by F bolo prosté zobrazenie vlastnej triedy €2 do mnoziny X, ¢o je nemozné.
Potom f = Fla: a — X je hladand bijekcia.

(WO) = (MPO0): Nech (X, <) je ¢iastocne usporiadand mnozina, v ktorej kazdy
retazec je zhora ohraniCeny a x € X. Pripustme, Ze neexistuje maximéalny prvok
m € X taky, ze x < m. To znamend, ze pre kazdé y € X, y > z, existuje z € X,
y < z. Zhrnutim tychto dvoch podmienok dostavame:

(¥) Nech C' C X je lubovolny (konec¢ny alebo nekonecny) retazec v (X, <) taky,

ze x € C. Potom existuje z € X také, ze ¢ < z pre kazdé c € C.

Nech < je nejaké dobré usporiadanie mnoziny X . Transfinitnou rekurziou cez triedu
Q zostrojime (triedovi) funkciu F: Q@ — X takq, ze pre kazdé o € Q je F(«) najmensi
prvok mnoziny {y € X; z <y & (V5 € a)(F(5) < y)} v usporiadani <. Transfinitnou
indukciou mozno Tahko dokazat, ze pre kazdé a € Q je {z} U F[a] refazec v (X, <).
Preto podla (x) je takto korektne definované prosté zobrazenie vlastnej triedy € do
mnoziny X, ¢o je spor.

(MP1) = (AC): Nech X je mnozina neprazdnych po dvoch disjunktnych mnozin.
Oznacme S systém vsSetkych mnozin Z C |J X takych, Zze pre kazdé x € X mnoZina
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x N Z je nanajvys jednoprvkova. Potom & C P(U X ) Lahko nahliadneme, Ze pre
kazdy usmerneny systém D C S plati [JD € S. Preto existuje nejakd maximélna
mnozina Z € S. Predpoklad, Ze by pre niektoré x € X platilo z N Z = (), by nés
rychlo doviedol k sporu s maximalitou Z. Teda x N Z je jednoprvkova pre kazdé
rz e X.

Ako cvicenie si skuste dokazat poslednt vetu podla schémy (MP) = (WO) =
(AC) = (MP). Prvé dve implikicie st jednoduché. Znacne narocnejsi je vSak dokaz
tretej implikacie, ktory mozno najst napriklad v [1]. Dokaz podla uvedenej schémy si
navyse v ziadnej ¢asti nevyzaduje transfinitna rekurziu.
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