Hilbertov program a Goédelove vety o netuplnosti

Pavol Zlatos

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

Univerzita Komenského, Bratislava

Olomouc, 18. 11. 2025



Hlavné postavy

Kurt Godel David Hilbert
(1906 — 1978) (1862 — 1943)



“Mystické” interpretacie

Gddelovych viet o neuplnosti

e [udské poznanie je nevyhnutne netplné.

e [udské poznanie nie je mozné uzavriet do akéhokolvek vopred daného
forméalneho systému.

e Ludsky intelekt vdaka svojej schopnosti reflexie presahuje akykolvek
pocitac.

e Nijako sa nedéd vopred zarucit, Ze nase tvahy nepovedt k logickému
sporu.

e Nikdy si nebudeme moct byt isti, ¢i matematika nie je sporné.



Holy fakt

Gadelove vety ukazuji neuskutocnitelnost
Hilbertovho programu

v jeho povodnej podobe.



Mytus Siroko rozsireny

(aj medzi matematikmi)

e Hilbertov program formalizicie matematiky mal pretransformovat
matematiku na bezobsazni hru so symbolmi podla istych vopred
stanovenych pravidiel, a tym z nej eliminovat potrebu tvorive;
Tudskej ¢innosti.

e Vdaka Godelovi teda moéZeme so zadostucinenim konstatovat,
ze tento naivny, suchoparny a nekrofilny zamer Hilbertovi
nevysiel, a my, tvorivi matematici, sme a aj nadalej budeme
pre pokrok poznania nepostradatelni.



Co bude nasledovat?

e Okolnosti a dovody vzniku Hilbertovho programu.
e Cicle Hilbertovho programu.
e Formulacia Gdédelovych viet a zakladné myslienky ich dokazu.

e Vztah Godelovych viet a Hilbertovho programu.



Jednota matematiky

Vnitorné jednota matematiky je v novoveku silne pocitovand v désledku
viacerych objavov:

e Descartov objav stradnicovej stistavy zjednocujtcej algebru (aj analyzu)
a geometriu (1637).

e Objav a rozpracovanie infinitezimalneho poc¢tu — moznost zachytit
matematickymi prostriedkami pohyb, formulovat fyzikéalne zakony,
ako aj zvladnut zloZité geometrické ttvary pomocou elementarnych

(Newton, Leibniz, Euler, Laplace, Lagrange, Hamilton, Gauss,
Cauchy, . ..— cca. 1670-1830).

*x Pouzivanie nekonecne malych a nekonecne velkiych velicin vsak
neraz sposobuje tazkosti — sformulovat vycéerpdavajicim sposobom
pravidla “co sa mozZe a co nie” sa nepodarilo.

e Riemannov (1854) a Kleinov (1872) zjednocujici pohlad na rézne druhy
geometril (Euklides, Gauss, Bolyai, Lobacevskij, Cayley, ... ).

Silnie potreba dat tejto prejavenej a pocitovanej jednote matematiky
“institucionalizovand” podobu.



Do6vody v prospech prijatia Cantorovej teorie mnozin
a rekonstrukcie matematiky v ramci univerza mnozin
koncom 19. a zaciatkom 20. storocia

e Tedria mnozin dava celej vtedajsej matematike k dispozicii univerzalny
jazyk a v univerze mnozin poskytuje vsetkym matematickym discipli-
nam dostatocny priestor na spritomnenie, modelovanie ¢i mnozinovo-
teoretickl rekonstrukciu vsetkych dovtedy nimi Studovanych oborov
objektov (podla Hilberta: raj stvoreny pre nds Cantorom,).

e Tazkosti a paradoxy povodného infinitezimalneho poétu, vyvolavané po-
uzivanim nekone¢ne maljch a nekonecne velkych velicin definitivne(?)
prekonané Weierstrassom (cca. 1850) — matematickd analyza zaloZena
na pojme limity (ed-analyza).

e Cantorom a Dedekindom vybudovany mnozinovy model realnych ¢isel
(cca. 1870 az 1875) poskytuje ed-analyze pevny zaklad.



Aka je cena?

e Za vylucenie nekone¢ne malych a nekonecne velkych veli¢in sa vSak plati
prijatim aktudlne nekonecngych mnozin.

* Dokonca jednotlivé realne ¢isla st modelované ako aktualne
nekonecné mnoziny.

e Dovtedy prevladajucim ponatim nekonecna je totiz mekonecno
potencidlne.

* Formulacia analyzy v jazyku “(Ve)(39)(...)" sa zdanlivo vracia
k povodnému ponatiu — procesualny charakter.



Kriza teorie mnozin a zakladov matematiky
vyvolana objavom paradoxov

e V Cantorovej tedrii mnozin ako aj vo Fregeho logickom systéme mozno
zreprodukovat niektoré paradoxy zname od Cias antiky (napr. paradox
klaméara), ale i niektoré paradoxy novsieho data.

e Tu sa z nich stavaju logické spory —ich objav na konci 19. storocia
ma Sokujuci ucinok.
e “Hlavnym vinnikom” je Cantorov “naivny” vymedzovaci princip:
pre lubovolni vlastnost V(x) mozno vytvorit mnozinu {x | V(x)}.
x Napr. pre Russellovu mnozinu R = {z | z ¢ x} plati
ReR < R¢ R — spor.
Mnozinova verzia Epimenidovho paradoxu: Tdato veta je nepravdivd.
e Na jednej strane viera, Ze paradoxy sa podari odstranit a prekonat,

na druhej obava, ze aktualne nekonecné mnoziny nevyhnutne spésobuju
podobné problémy ako predtym nekonecne malé a nekonecne velké

veliciny.
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Navrhnuté vychodiska

e Logicizmus, t.]. rekonstrukcia matematiky ako sticasti logiky:
Russell a Whitehead v Principia Mathematica (PM), 1910-13,
vychadzaji z Fregeho myslienok.

* /0zZenie vymedzovacieho principu v ramci teorie typov.

* Neskor Quine v New Foundations (NF) len na
stratifikované formuly V (z).

e Zermelov axiomaticky systém Cantorovej tedrie mnozin (1908)
neskor doplneny Fraenkelom (ZF resp. ZFC, t.j. ZF s axiémou
vyberu).

* Zuzenie vymedzovacieho principu len na formuly V(x) jazyka teorie
mnozin a prvky vopred danej mnoziny A, t.j. {vr € A| V(x)}.

* Tri vinimky: axiomy dvojice, zjednotenia a potencénej mnoziny.
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Negativne reakcie

e Odmietnutie aktualneho nekonecna (Poincaré).
e V radikilnej podobe intuicionizmus (Brouwer 1908-10).
Spochybnenie niektorych zakonov klasickej logiky:
* zakon vyliceného tretiecho AV —A;
* zakon dvojitej negacie =—A = A;
* odmietnutie axiomy vyberu a nekonstruktivnych existencnych
dokazov vobec.

e Hrozi drasticka redukcia klasickej matematiky:.
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Trocha filozofie

Ako je to naozaj?
FEristuju alebo neexistuju aktudlne nekonecne mnoziny?

e Hilbert priptsta, Ze aktudlne nekonecno sa nerealizuje nijakym siborom
realnych objektov.

Ale o to nejde!

e Vdaka kvantovej mechanike vie, Ze ani vo fyzike nemusia zdaleka vSetky
teoretické konstrukcie zodpovedaft redlnym javom ¢i objektom.

e V matematike je to jasné davno — nula a zaporné ¢isla, imaginarne cisla,
nevlastné body a nevlastna priamka v projektivnej geometrii, atd.
Néazorna interpretacia obvykle prichadza dodatocne.

e 7 matematického hladiska teda ide o nezmyselni otézku a spory okolo
nej su jalové!

e Filozofickd téza v pozadi: v matematike existencia = bezospornost.
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Spravne otazky

e Je abstrakcia aktualneho matematického nekonec¢na uzitocéna?
Urcite dno!

e MoZno o nekonecnych mnozinich bezosporne uvazovat?
To je prave problem, ale verime, Ze ano.
Treba to vSak dokézat!
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Odpoved na vyzvu: Hilbertov program

e Hilbertov program je pokusom vyviest matematiku z krizy vyvolanej
objavom paradoxov a zaroven obranou tedrie mnozin, klasickej logiky a
na nich zalozenej matematiky proti intucionistickému ttoku.

e Cielom je vypracovat taky axiomaticky systém tedrie mnozin, ktory by
umoznil zachytit “celd” matematiku, a dokazat jeho bezospornost a
uplnost prisne finitnymi metédami, t.j. prostriedkami, ktoré by museli
akceptovat aj intuicionosti.

e Je nadej, ze Zermelov-Fraenkelov axiomaticky systém ZF, pripadne
doplneny axiémou vyberu a dalsimi vhodnymi axiémami, uz taky je.
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Bezospornost

e Bezospornost (konzistencia) tedrie T' znamena:
Ziadne tvrdenie A tedrie T' nie je v T dokazatelné zaroven so svojou
negaciou —A.

e V Russellovych a Whiteheadovych Principia Mathematica ani
v Zermelovom-Frankelovom axiomatickom systéme ZEF sa nedaju
zreprodukokvat spory zaloZené na znamych paradoxoch.

e To vSak nestaci — treba podat dokaz bezospornosti, t.].
dokézat, Ze v prislusnom axiomatickom sytéme sa nemdozu
vyskytnut vobec Ziadne spory.
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Ako to moZno urobit?

e Pre niektoré tedrie staci zadat koneény model.

e Pre tedrie aspirujuce na tlohu zdkladov matematiky to vsak
neprichadza do tvahy.

e Musime sa preto blizsie pozriet na samotné dokazy:.

e Predmetom klasickej matematiky st ¢isla, funkcie, geometrické titvary,
vektorové polia, atd., a vztahy medzi nimi, ako napr. algebraické
¢i diferencialne rovnice, geometrické konfiguracie a pod. — nie vSak
dokazy.

e Dokazy st vyjadrenia myslienkovych procesov, ktorymi ustanovujeme
niektoré tvrdenia ¢ vztahy ako logicky nevyhnutné dosledky inych
(viicsinou zakladnejsich alebo evidentnejsich) tvrdeni ¢i vztahov.
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Formalizacia

e Matematické tedrie mozno (niektoré viac, iné menej prirodzene) zapisat
v symbolickom jazyku (Peano, Frege).

e Zapisy tvrdeni a vztahov — formuly — st potom “len” postupnosti znakov
utvorené podla istych kombinatorickych pravidiel.

e Formalne ddkazy mozno zapisat ako postupnosti formal vyhovujtce
istym mechanicky overitelnym podmienkam.

e Teoria dokazov alebo metamatematika je uz matematickd teoria
zaoberajica sa formdlnyms dokazmi.

e Bezospornost formalnej tedrie T' znamena:
Neexistuju dva dokazy v 1", z ktorych jeden by konc¢il nejakou formulou
A a druhy jej negaciou —A.

Dokézat bezospornost nejakej formélnej tedrie je konecne dobre definovana
matematicka tlloha
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Uplnost

e Uplnost tedrie T znamena:
Pre Tubovolné tvrdenie A tedrie T je v nej dokazatelné prave jedno

z tvrdeni A, —A.

e Pre fomalnu tedriu T je to opédt dobre definovand metamatematicka
uloha.

e Pre matematiku formulovant v ramci nejakého uplného axiomatického
systému jej zakladov by zdkon vyluceného tretieho platil aj
v intuicionistickom zmysle.
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Poziadavka finitnosti...

e Intuicionistov treba porazit ich vlastnymi zbranami!

e Preto dokazy bezospornosti a tplnosti zakladnej matematickej tedrie
(ako aj vSetky prostriedky pouzivané v metamatematike) musia splnat
poziadavku finitnosti:

*x Nesmu pouzivat nekoneéné mnoziny, zakon vylaceného tretieho,
axiomu vyberu, neefektivne existencné dokazy, atd., teda
prostriedky, ktorych opravnenost maju zarudcit.

e Finitistické stanovisko (Hilbert, Herbrand) uprestiuje a sprisriuje
intucionistickll poziadavku konstruktivnosti.
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. a jej dosledky

e Finitny a konstruktivny dokaz dplnosti si de facto vyzaduje vypra-
covanie univerzalnej rozhodovacej procedury (algoritmu), ¢ize zahina
v sebe aj dokaz rozhodnutelnosti prislusnej axiomatickej tedrie, ktora
by mala zohrat tlohu zékladov matematiky:.

e Sam Hilbert je pevne presvedceny o riesitelnosti (rozhodnutelnosti)
kazdého dostatocne jasne sformulovaného matematického problému.

e Dodatoc¢nou poziadavkou je dékaz konzervativnosti neefektivnych
infinitnych metod:
x Vetko, ¢o mozno dokazat s ich pouZitim, mozno dokazat aj bez nich,
len za cenu dlhsich a zlozitejsich dokazov.
e Tym by definitivne padol dévod zakazovat si ich pouZivat:

x Slo by o zatvrdilé spiato¢nictvo, z iracionalnych dévodov odmietajice
pouzivat nové, ucinnejsie nastroje mnozinovej matematiky.
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Godelova veta o uplnosti (1929-30)

e (Godel pracuje v intenciach Hilbertovho programu.
e Vo svojej dizertacii dokazuje vetu o uplnost: predikatoveho poctu
(logiky prvého radu):
KazZda bezospornd teoria prveho radu ma model.
e Logické (nevyhnutné) désledky axidm tedrie prvého radu su préave tie
tvrdenia jej jazyka, ktoré z nich moZno odvodit formalnymi dékazmi.

e ZaviSenie vnorenia matematického uvazovania (matematickej logiky) do
matematiky:.

e Prémia navyse — veta o kompaktnosti:
Ak ma model kaZdy konecny system axiom nejakej teorie T,
tak aj T' ako celok ma model.

Silny prostriedok umoznujuci konstrukcie modelov tedrii prvého radu
tak povediac “z ni¢oho”.

e Chybicka krasy:
Dokaz vety o tplnosti nespliia poziadavku finitnosti (ani nemoze).
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Technické prepoklady Gdédelovych viet o netplnosti

e Prechod od formalizdcie k aritmetizacii dokdzatenosti.

e Priradenie ¢iselnych kédov znakom aj vyrazom (t.j. koneénym
postupnostiam znakov) daného formélneho jazyka.
e Vyjadrenie vlastnosti vyrazov jazyka
x “byt formulou”,
x “byt axiomou urcitej teorie”,
x “byt kodom dokazu v istej teorii” a pod.
aritmetickymi vlastnostami ich kédov.
e Presne v duchu Leibnizovho projektu

* characteristica universalis,
x calculus raciocinator a
*x ars wudicands.
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Na koho-&o sa vztahuju Gdelove vety o netiplnosti?

Na Tubovolnu tedriu prvého radu T taka, Ze

. ’ . . s, . o« . ., .
e 7' je rekurzivne axiomatizovatelna, t.j. jej axiomy tvoria
kone¢ny zoznam alebo sa daju aspon algoritmicky rozpoznat:

e v ramci 1" mozno interpretovat Peanovu aritmetiku (PA),
t.]. zakladni tedriu séitania a nasobenia prirodzenych ¢isel.

Axiomy PA

0+1=1, O0#z+1, z+l=y+1= 2=y
r+0=2, z+y+1l)=(@@+y+1L
r-0=0, r-(y+1)=(x-y)+x.

Schéma matematickej indukcie:
[F(O) AV 2)(F(z) = Fla+ 1))} = (Va)F(z),

kde F(x) je Tubovolna formula v jazyku PA.
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Pomocou Gédelovho kodovania je mozné...

e ... zoradit formuly s nanajvys jednou volnou premennou x
vyjadrujuce vlastnosti prirodzenych ¢isel do postupnosti

FO(x)a F1<ZC>, FQ(CC% SRR Fn<ZC>, cee
e ... zoradit dokazy v tedrii T do postupnosti

AO,A17A27...,Ak7...'

)

e ... definovat v T aritmeticki efektivne rozhodnutelnt relaciu P(x, y, 2)
takt, Ze pre [ubovolné prirodzené ¢isla k, m, n je splnena nasledujica
podmienka:

Ay je dokaz tvrdenia F,,(m) v tedrii T
prave vtedy, ked plati P(m,n, k).
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Godelov posun Epimenidovho paradoxu

e Nech g je cislo formuly =(32)P(x, z, 2);
potom F,(g) je fromula —~(32)P(g, g, 2).

e T'vrdenie F,(g) je “iba” aritmetické tvrdenie o prirodzenych ¢islach,
podobne ako napr.

“Rovnica x°+y°+2° = 33 nemd riesenie v kladnijch celyjch éislach.”

e Na druhej strane vsak koduje tvrdenie:
“V teorie T neexistuje dokaz turdenia F,(g).”
e Godelovo tvrdenie Fj(g) tak vypoveda samo o sebe:

“Toto tvrdenie je nedokdzatelné v'T.”
Alebo:

“Som nedokdzatelné vT.”

26



Godelovo tvrdenie je nevyhnutne pravdive,...

... presnejsie, je to tak, ak T je aritmeticky korekina, t.j. vSetky v nej
dokézatelné tvrdenia o prirodzenych ¢islach st pravdivé.

e Keby totiz bolo nepravdivé, tak by bolo dokazatelné v T
e Teda F,(g) by bolo v T" dokazatelné tvrdenie o prirodzenych ¢islach.
e Ale vsetky aritmetické tvrdenia dokazatelné v T' su pravdivé.

e To je spor s predpokladom, z ktorého sme vysli, Ze toto tvrdenie je
nepravdivé.

e Teda Godelovo tvrdenie Fy(g) je zaroven pravdivé a nedokazatelné.
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Predbezna verzia prvej Godelovej vety o neuplnosti

KaZdd rekurzivne aziomatizovatelna, aritmeticky korektnd teoria prvého
radu, zahrnajica Peanovu aritmetiku, umoznuje sformulovat pravdivé
no nedokdzatelné tvrdenia o prirodzenych c¢islach.

Prikladom je prave Godelovo tvrdeie F(g).

Namietka:

e Prave sme dokazali, ze G6delovo tvrdenie je pravdivé.

e Teda je dokazatelné a zaroven je pravda, ¢o hovori, teda je
nedokazatelné.

e Takze opit sme dostali spor, velmi podobny Russellovmu paradoxu.
Odpoved:
e Tentokrat nejde o spor v ramci formalneho systému tedrie T'.

e Nas “dokaz” pravdivosti Gddelovho tvrdenia nie je totiz dokazom
v tedrii T, ale len neformalnym zdoévodnenim pravdivosti Gédelovho
tvrdenia.
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Prva Goédelova veta o neuplnosti

Nech T je lubovolnd rekurzivne axiomatizovatelnd teoria prvého rdadu

zahrnajiuca Peanovu aritmetiku.

(a) Ak T je bezospornd (konzistentna), tak Gddelovo turdenie Fy(g) nie
je dokdzatelné v T.

(b) Ak T je navyse w-konzistentna, tak ani jeho negdcia —F,(g) nie je
dokdzatelna v teorii T .

Preto v tom pripade 1" je netplna.

e w-konzistencia je technickd poziadavka, o nieco silnejsia ako puiha
bezospornost.
e Rosser (1936) ukazal, Ze sa mozno sa zaobist aj bez nej.

* Zostrojil priklad takej uzavretej formuly B, Ze uz len z predpokladu
bezospornosti tedrie T vyplyva nedokdzatelnost oboch formual B aj
-~BvT.

* Rosserova formula kdduje tvrdenie, ktoré vypoveda o sebe samom:

x “Ak ma mozZno dokdzat, tak medzi dokazmi, ktoré sa nachadzaji
este pred mojim prvym dokazom v uvedenej postupnosti
Ay, Av, Ag, ..., moZno najst dokaz mojej negacie.”
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Nedokazatelnost bezospornosti

e Ak s je dislo formuly x # z, tak F,(0) je uzavreta formula 0 # 0.

e Zrejme tedria T je bezosporna prave vtedy, ked formula Fi(0), t.j. 0 # 0,
nie je dokazatelna v T

e Tvrdenie o bezospornosti (konzistentnosti) tedrie T je teda zakédované
v aritmetickej formule

~(32)P(0, s, 2)
ktort znacime Cons(T).
o V tedrii T je dokazatelna implikacia Cons(T') = Fy(g).

e Keby v tedrii T' bolo dokézatelné tvrdenie Cons(T'), bolo by v T
dokazatelné aj Godelovo tvrdenie Fj(g), ¢o protiredi prvej Godelove;
vete o neuplnosti.
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Druha Goédelova veta o neuplnosti

Ak je T bezospornd, rekurzivne axiomatizovatelnd tedria zahrnajica
Peanovu aritmetiku, tak formula Cons(T'), ktord koduje turdenie o bezo-
spornosti teorie T', v nej nie je dokazatelnd.

e Tvrdenie Cons(7T) je tak (popri Gédelovom tvrdeni F,(g)) dalsim
prikladom pravdivého aritmetického tvrdenia nedokézatelného v T

e V ZF, ale aj v slabich tedridch, mozno dokazat bezospornost PA.
* Gentzenov dokaz bezospornosti PA transfinitnou indukciou

cez ordindly < ey = w*" (1936);
* Godelov dokaz pomocou rekurzivnych funkciondlov (1958).

e Infinitné metddy tedrie mnozin nie st konzervativnym rozsirenim
finitnych metéd. (Tie totiz mozno formalizovat v PA.)
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Nadvizujuce vysledky z r. 1936

Tarského veta o nedefinovatelnosti pravdy

(presnejsie, reldcie spliiania)

Neexistuje formula S(z,y) v jazyku tedrie T' taka, aby pre [ubovolné
prirodzené ¢isla m, n platilo S(m,n) prave vtedy, ked F,(m).

Churchova-Turingova veta o nerozhodnutelnosti
predikatového poctu a PA

Predikatovy pocet, Peanova aritmetika, rovnako ako kazda rekurzivne
axiomatizovatelna tedria T', v ktorej mozno interpretovat Peanovu
aritmetiku, st algoritmicky nerozhodnutelné.
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Zlyhanie Hilbertovho programu?

Spominané vysledky ukazuji nemoZnost naplnenia Hilbertovho programu
vo vSetkych bodoch.

e Bolo by vsak omylom z toho vyvodzovat, Ze Hilbertov program bol len
akymsi naivnym roj¢enim, ktorému Goédel ustedril zasltzent priucku.

e Prave naopak, Hilbert nastolil zasadné otazky a v danej chvili mal dobré
dévody ocakavat na ne také odpovede, aké predjimal.

e Nebyt takto vyostrene sformulovanych otdzok, zrejme by sme sa tak
skoro nedozvedeli ani prekvapivé odpovede.

e Jeho program viedol ku vzniku metamatematiky alebo teorie dikazov
ako nového a plodného odvetvia matematiky, ktoré vyznamne ovplyv-
nilo vyvoj viacerych oblasti kybernetiky a informatiky (tedria formdl-
nych jazykov, rekurzivne funkcie a teoria vypocitatelnosti, analjza
programov, automatické dokazovanie teorém...).
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Su aritmetika ¢i tedria mnozin sporné?

e 7 Godelovych viet nevyplyva, Ze by napr. bezospornost Peanove;j
aritmetiky nebolo mozné dokézat — len to nie je mozné urobit
Vv ramci nej samotne;j.

e Gentzen (1936) napr. dokazal bezospornost PA transfinitnou indukciou
cez ordindlne ¢isla mensie nez spocitatelny ordindl gg = w*™ .

e A uz tob0z to neznamena, ze by aritmetika ¢i nebodaj matematika ako
celok bola sporna.

e Na druhej strane, existenciu sporu v nejakom rozsireni tedrie mnozin
napr. o velmi silné axiomy existencie velkych kardindlov nemozno
a priori celkom vylucit.

e ESte problematickejsie vSak mozu vyzniet pokusy vyvodit z Godelovych
viet nejaké prilis dalekosiahle désledky mimomatematického charakteru.
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