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MATEMATICKA LOGIKA I
Vyrokovy a predikatovy pocet

Sylabus prednasok v zimnom semestri

0. Vymedzenie logiky v ststave vied a predmet logiky

e Logika je normativna veda, ktora skima formu, struktiru a zakony spravneho
(t.j. logického) myslenia a usudzovania, tak ako sa prejavuji v jazyku — ¢i uz
hovorenom alebo pisanom, abstrahujtic pritom od obsahu konkrétnych myslienok
a sudov.

e Vznik logiky v antickom Grécku — spoloc¢enské podmienky: demokracia, pravny
systém, obchod, rétorika

e Sofisti, Sokratove dialégy, Platén, Aristoteles (Organon)

e Vyvoj v stredoveku a novoveku (teolégia, Leibniz, Boole, de Morgan, Bolzano,
Pierce, 20. storocie)

e Matematickd logika (matematické metédy + analyza jazyka a deduktivnej vy-
stavby matematickych tedrii)

1. Vyrokovy pocet
(Logika nultého radu)

1.1. Syntax a sémantika vyrokového poctu

e Jazyk logiky nultého radu

e Vyroky a vyrokové formy

e Interpretacie (pravdivostné ohodnotenia)

e Tautolégie, splnitelné, vyvratitelné a nesplnitelné formy

e Tedrie vo vyrokovom pocte, logicky ddsledok (platnost v tedrii)
e Axiémy vyrokového poctu, modus ponens

e Pojem dékazu, dokazatenost

1.2. Problém korektnosti a tplnosti vo vyrokovom pocte

e Veta o korektnosti a kritika jej dokazu

e Prva formulécia vety o tiplnosti

e Dokazatelnost niektorych tautoldgii

e Veta o dedukcii, sporné a bezosporné tedrie, veta o spore

e Postova veta — dokézatelnost vSetkych tautoldgii



1.3. Dokaz vety o uplnosti

e Druhé formulécia vety o tplnosti a jej vztah k prvej

Uplné tedrie (tiplnost = maximéalna beozospornost)

Interpretovatelnost tplnych tedrii

Zuplnenia bezospornej tedrie

Dokoncenie dékazu vety o tplnosti

Veta o kompaktnosti

1.4. Booleove algebry

Axiémy Booleovych algebier

Zakladné priklady

Zvizova struktira Booleovych algebier
Podalgebry a homomorfizmy

Priklad nekonecnej spocitatelnej Booleovej algebry

1.5. Filtre v Booleovych algebrach

Idealy, filtre a kongruencie

Faktorové Booleove algebry

Ultrafiltre

Atomické a bezatomické Booleove algebry
Stoneova veta o reprezentacii

1.6. Booleove algebry a vyrokovy pocdet

Filtre a tedrie

Lindebaumova algebra tedrie

Charakterizacia (bezo)spornosti a uplnosti pomocou filtrov resp.
Lindenbaumovych algebier

Mohutnosti a (bez)atomickost niektorych Lindenbaumovych algebier



2. Logika prvého radu
(Predikatovy pocet)

2.1. Syntax a sémantika logiky prvého radu

Jazyky a struktary prvého radu
Termy a formuly
Volné a viazané vyskyty premennych
Interpretacia termov a spliianie formul
Tedrie prvého radu, modely tedrii
Priklady tedrii a ich modelov
(Giastofne) usporiadané mnoziny, zvizy, Booleove algebry
tri formulécie tedrie grup
(komutativne) okruhy (s jednotkou), obory integrity, usporiadané okruhy
telesa, polia, polia danej charakteristiky, algebraicky a realne uzavreté polia,
usporiadané okruhy a polia
o (unitdrne) moduly nad danym okruhom (s jednotkou), vektorové priestory
nad danym polom
o Peanova aritmetika PA
o axiomatické systémy tedrie mnozin ZF a ZFC
e Logicky dosledok (platnost v tedrii)
e Logické axiomy a odvodzovacie pravidla
o axiémy vyrokového poctu — tautologie
o pripustnost substittcie termu do formuly
o axiomy kvantifikdtorov
o axiémy rovnosti
o modus ponens a pravidlo zovSeobecnenia
e Pojem dokazu a dokazatelnost
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2.2. Problém korektnosti a iplnosti v logike prvého radu

e Veta o korektnosti a kritika jej dokazu

e Formulacia vety o tplnosti

e Veta o dedukcii, sporné a bezosporné tedrie, veta o spore

e Godelova formulécia vety o tplnosti a jej vztah k prvej formulacii

e Naivny pokus o dokaz, analyza dovodov zlyhania

Uplné tedrie (tiplnost = maximalna bezospornost)

Henkinovské tedrie

Existencia modelov uplnych henkinovskych tedrii

Rozsirenia jazyka a zazenia Struktar

Uplné henkinovské rozsirenia bezosporngch teérii

Dokoncenie dokazu vety o tiplnosti

Vztah mohutnosti jazyka a modelu tedrie zostrojeného v dokazu
Skolemov paradox

Veta o kompaktnosti

Aplikacie vety o kompaktnosti

o neaxiomatizovatelnost tried Struktir s niektorymi vlastnostami konecnosti
o neStandardné modely aritmetiky

o nestandardnd analyza



MATEMATICKA LOGIKA II

Uvod do tedrie modelov

Sylabus prednasok v letnom semestri

1. Podstruktiury a homomorfizmy

Podstruktiury a rozsirenia (nadstruktiary) danej Struktary prvého radu
o dva pristupy a ich rovnocennost

o priklad grip — zavislost na jazyku

Homomorfizmy struktar

o priklad grap — nezéavislost na jazyku

e Obraz a vzor podstruktiry pri homomorfizme
e Vnorenia a izomorfizmy

o porovnanie algebier a relacnych struktar

o priklady homomorfizmov a izomorfizmov (éiasto¢ne) usporiadanych mnozin
univerzalne, existencné a pozitivne formuly

Zachovavanie univerzalnych vlastnosti podstruktirami

Zachovavanie existen¢nych vlastnosti nadstruktirami

Zachovavanie pozitivnych vlastnosti homomorfnymi obrazmi

Nevyjadritelnost niektorych vlastnosti formulami uréitého syntaktického tvaru

2. Elementarna ekvivalencia a elementarne podstruktary

Elementarna ekvivalencia struktar

Tedria Struktiry a jej vztah k elementarnej ekvivalencii

Elementarne podstruktury a elementarne rozsirenia

Elementarne vnorenia

Vztahy medzi elementarnou ekvivalenciou a elementarnymi podstruktirami
Priklady elementarnych a neelementarnych podstruktar

Tarského kritérium

Existencia a mohutnosti elementarnych podstruktar a elementarnych rozsireni
o vety Lowenheima-Skolema-Tarského

3. Diagramy struktar

Inciden¢né tabulky unarnych a binarnych relécii

Multiplikativne tabulky unarnych a binarnych operacii

Rozsirenie jazyka o mena prvkov struktiury

Pozitivny atomicky diagram Struktary a jeho vztah k homomorfizmom
Atomicky diagram Struktary a jeho vztah k podstruktiram a vnoreniam
Elementarny diagram Struktury a jeho vztah k elementarnym podstruktiram
a vnoreniam



4. Vety o zachovavani

Axiomatické a konecne axiomatizovatelné triedy

Veta o vzajomnej neprotirecivosti

Axiomatizacnd lema

Univerzalne tedrie a zachovavanie vlastnosti podstruktirami
Existencné tedrie a zachovavanie vlastnosti nadstruktarami
Retazce struktuar, zjednotenia retazcov

Algebraicky uzaver pola

Elementéarne retazce

Univerzalno-existencné teodrie a zachovavanie vlastnosti pri zjednoteniach
retazcov

Univerzalno-existen¢na axiomatizacia tedrie grup

e Pozitivne tedrie a zachovavanie vlastnosti homomorfnymi obrazmi

5. Konstrukcia ultraproduktu

Priamy stcin struktar, priama mocnina

Booleovska pravdivostna hodnota formuly

Vlastnosti logickych spojok a kvantifikatorov

Filtrovany (redukovany) stéin struktur, filtrovand (redukovana) mocnina
Ultraprodukt struktar, ultramocnina

Losova veta

Ultramocnina pola realnych ¢isel, nestandardné analyza

Nekonecéne malé a nekoneéne velké hyperredlne ¢isla

Nestandardna formulacia spojitosti, derivacie a urcitého integralu funkcie
Veta o kompaktnosti v jazyku ultraproduktov

Elementarna ekvivalencia a ultramocniny

Charakterizacia axiomatickych tried

Charakterizacia konecne axiomatizovatelnych tried
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