Tri podoby principu matematickej indukcie

Princip indukcie pre prirodzené ¢isla z mnoziny N mozno vyslovit v nasledujicich
troch ekvivalentnych podobéach:

Princip dobrého usporiadania (PDU). Nech ¢(x) je nejaka formula jazyka
aritmetiky. Potom

Bx)e(z) = F2)(e(@) A Vy < 2)—p(y)).

Prvy princip matematickej indukcie (PMI1). Nech ¢(z) je nejakd formula
jazyka aritmetiky. Potom

[p(0) A (Va)((2) = w(z+1))] = (Va)p(2).

Druhy princip matematickej indukcie (PMI2). Nech ¢(z) je nejaka formula
jazyka aritmetiky. Potom

Va)(Vy <z)p(y) = (@) = (Va)e(z).

Pozndmka o znaceni ohranicenych kvantifikatorov. (Jy < x)p(z) je skratenym
zapisom formuly (Jy) (y < x A cp(y)) a (Vy < z)p(y) je skratenym zapisom for-
muly (Vy)(y < = = ¢(y)); podobne mozno zaviest aj ohranicené kvantifikicie
Fy <z)p(z) a (Yy < z)e(y).

Dokazeme ekvivalenciu uvedenych troch principov.

(PDU) = (PMI1): Predpokladdame platnost principu dobrého usporiadania a s jeho
pomocou dokézeme platnost prvého principu matematickej indukcie. Nech ¢(x) je
vlastnost prirodzenych ¢isel sformulovand v jazyku aritmetiky, pre ktora plati

(0) A (V) (o(x) = oz +1)).

Potrebujeme dokazat, ze potom plati tiez (Vx)p(x). S tmyslom odvodit spor pri-
pustme, Ze to nie je pravda, teda plati (Fz)—-¢(x). Podla (PDU) pouzitého na
vlastnost —¢(z) potom plati tiez

(Bz)(—p(z) A (Vy < z)e(y)).

Nech z je také prirodzené ¢islo. Kedze plati ¢(0), zrejme x > 0. Pre vSetky y < =
méame ¢(y), Specidlne p(z — 1). Podla indukéného predpokladu ¢(x — 1) = ¢(x).
Plati teda (), ¢o je hladany spor.

(PMI1) = (PMI2): Predpokladdme platnost prvého principu matematickej indukcie
a s jeho pomocou dokézeme platnost druhého principu matematickej indukcie. Nech
o(z) je vlastnost prirodzenych ¢isel sformulovand v jazyku aritmetiky, pre ktora
plati

(V) (Vy < z)p(y) = ¢(x)).

Potrebujeme dokazat, ze potom plati tvrdenie (Vz)p(z). Oznac¢me ¢(x) formulu
(Vy < z)¢(y). Uvedeny predpoklad teraz mézeme zapisat v tvare

(Vx)(w:c)l = ¢(2)).



Staci teda dokazaft, ze plati (V)¢ (x); vdaka predpokladu odtial uz bezprostred-
ne vyplyva potrebny zaver (Vz)p(x). Tvrdenie (Vx)i(xz) budeme dokazovat podla
(PMI1).
1° Kedze y < 0 neplati pre ziadne prirodzené ¢islo y, tvrdenie 1(0) je trividlne
splnené.
2° Predpokladajme, ze plati ¢)(z). Uvedomme si, Ze tvrdenie 1)(z+1) je ekvivalentné
s tvrdenim (Vy < x)¢(y), ¢o je to isté ako ¢ (x) Ap(x). Potrebujeme teda dokazat
implikaciu
(x) = ¥(x) Ap(z).
To je v8ak trivalne, lebo ¥(z) = ¢ (x) je tautolégia a ¢ (x) = ¢(z) je prave
nas predpoklad. Podla (PMI1) teda plati (V)1 (x), preto tiez (Vx)p(z), ¢o sme
chceli dokazat.
(PMI2) = (PDU): Treba dokazaf, Zze z platnosti druhého principu matematickej
indukcie vyplyva princip dobrého usporiadania. Vylu¢ne formalnymi manipuléciami
v8ak mozno priamo nahliadnut ekvivalenciu oboch principov. Z implikicie (PMI2)

(Vo) (Vy <2)e(y) = p(2)) = (Va)p()
transpoziciou a pouzitim pravidiel o negacii kvantifikovanych formil resp. negacii
implikdcie a nakoniec zamenitelnosti poradia ¢lenov konjunkcie postupne dostavame
ekvivalentné tvrdenia

~(Va)p(z) = (Vo) (Vy <z)ely) = o)),
Fz)mp(z) = Fz)~((Vy <2)ely) = ¢(x)),
Fx)p(z) = Gz)((Vy < 2)p(y) A p(z)),
Bz)p(z) = Gz)(~pl) A (Vy < 2)e(y)),

¢o je (PDU) pre formulu —p(x).

V takejto formulécii st uvedené principy schémami v logike prvého radu (obsahuji
len kvantifikicie premennych pre prirodzené ¢isla). Mozno ich vyslovit aj v silnejsej
podobe v logike druhého radu, ktora umoziuje kvantifikovat aj premenné pre pod-
mnoziny mnoziny prirodzenych ¢isel. Opiit tak dostavame tri ekvivalentné principy.
Obmedzime sa len na ich formulédciu; ich ekvivalenciu mozno dokazat podobnym
sposobom ako ekvivalenciu im zodpovedajucich prvoradovych schém.

Princip dobrého usporiadania (PDU)
(VACN)[A#0 = BzeANVy<az)(y¢A).
Prvy princip matematickej indukcie (PMI1)
VACN)[0e AAN(Vz)(z€eA=>z+1€A) = A=N]|.
Druhy princip matematickej indukcie (PMI1)
VACN)[(Va)(Vy<z)(y€ A) = z€A) = A=N)|.

Ak si uvedomime, ze pri von Nemannovom modelovani je kazdé prirodzené cislo
mnozinou prirodzenych ¢isel mensich od neho, mozno princip dobrého usporiada-
nia resp. druhy princip matematickej indukcie vyslovit v nasledujicej struc¢nejsej
podobe:

(PDU) VACN)[A#0 = BzeA)@nA=10)];
(PMI2) (VACN)[(Vz)(zCA = zecd) = A=N)].
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