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Uvod

V celych dejindch matematiky nendjdeme vysledok, ktory
by nasimi predstavami o moznostiach I'udského poznania o-
triasol spésobom porovnatelnym s uéinkom Gédelovych viet
o neuplnosti.

Isteze, za niekolko tisicro¢i existencie matematiky sme uz
boli svedkami vseli¢oho.

Napriklad dnes uz mézeme len tazko precitit izas starych
Helénov nad objavom nesumeratelnosti strany a uhlopriecky
Stvorca ¢i pravidelného péatuholnika. A ucéinok tychto objavov
na pytagorejsku vieru o harmoénii logu a kozmu zaloZenej na
harmonii ¢iselnych pomerov moze hadam tak trochu pripomi-
nat ucinok Godelovych viet. Ved si len uvedomme, Ze zlaty
rez, najkrajsi a najdokonalejsi z dizkovych pomerov, je prave
pomerom strany a uhlopriecky pravidelného patuholnika.

Su tu tiez velké matematické objavy, ktoré svojim teore-
tickym prinosom v matematickej prirodovede i uzitoénostou
v technickych aplikaciach Goédelove vysledky daleko prekona-
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vaju. Za vSetky spomenme aspon Leibnizov a Newtonov infi-
nitezimalny pocet.

Sirokej verejnosti je, nepochybne asponi podla mena, zné-
mejsich niekolko mélo otvorenych problémov odoldavajucich po-
kusom o rieSenie celé stdrocia a predstavujucich vyzvu nielen
vedicim matematickym duchom viacerych epoch, no i zastu-
pom ambiciéznych samoukov a amatérov. Daleko najznamejsia
predstavitelka tejto kategérie — Velkd Fermatova veta — ako
sa zd4, celkom neddvno nasla koneéne svojho premozitela.

Napokon by sme nemali zabudat na mnozstvo plodnych
modernych matematickych teérii, dobyvajtucich pre matema-
tiku nové iizemia, umoznujucich matematizovat okruhy javov,
ktoré doposial matematizacii uspesne vzdorovali, a vrhajucich
nové svetlo na vztahy fyziky mikrosveta a globalnych vlast-
nosti vesmiru, ndhodnosti a determinovanosti, spontdnneho
vzniku a zmien Struktar atd. Nazvy ako tedria katastrof,
synergetika ¢i tedria chaosu uz hojne prenikli na verejnost
a napriek hurhaju a vlnam senzacii, ktoré ich spociatku ob-
klopovali, i sprievodu prizivujucich sa Sarlatdanov nasli svoje
déstojné miesto v budove matematiky.

Ani jeden zo spominanych objavov ¢i teérii v§ak Iudské po-
znanie vobec, a matematiku a logiku zvlast, nepostavil tak
vyhranene zoc€i-voci hraniciam ich vlastnych moznosti, Ziaden
z nich nenastrbil va¢smi novoveku eurdépsku vieru a déveru vo
vSemocnost a univerzalnost vedy a racionality.

Spolu s tedriou relativity a kvantovou mechanikou to boli
prave Godelove vety, ktoré si vynutili zasadné prehodnotenie
zakorenenej epistemologickej doktriny mechanistického, de-
terministického a poznatelného sveta vloZzeného do absolut-
neho priestoru a ¢asu.
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A o sotvaktorom matematickom objave sa popisalo tolko fi-
lozofickych tivah. Popri mnohych hlbokych a podnetnych mys-
lienkach a dielach sa vsak i v tejto oblasti postupne utvorilo,
nakopilo a kanonizovalo mnozstvo rozmanitych klisé, ktoré sa
¢asom premenili na nedoloZené, no pohodlné formulky umoz-
fiujuce bezpeéne kizat po povrchu problematiky bez obav z padu
kamsi hlbsie do jej jadra.

Nasa verejnost nemala doteraz moznost oboznamit sa s Go6-
delovymi objavmi, ich pozadim a doésledkami, a to ani z mate-
matickej stranky, ani v nejakej popularnej podobe. Prislusny
titul v slovenskom jazyku, ¢i uz pévodny alebo v preklade, jed-
noducho nejestvuje. Aj na samotnej Matematicko-fyzikalnej
fakulte Univerzity Komenského v Bratislave sa s Godelovymi
vetami pocas studia zoznami len nepatrny zlomok studentov,
ito len viac-menej informativne a okrajovo. Kniha, ktoru cita-
tel prave dostava do ruk, si kladie za ciel zaplnit tuto dlhsie uz
neunosnd medzeru. Pritom, ako sme uz naznacili, ide vlastne
hned o medzery tri — tykajuce sa matematického, filozofického
a popularizaéného aspektu celej problematiky. Zaplnit aspon
Ciastofne kazdu z nich su tri tulohy, ktoré si do istej miery
protirecia a ktoré nemozno splnit bez urcitych kompromisov
na kazdej strane.

Aby sme mohli pochopit, prec¢o Godelove vysledky mali taky
dalekosiahly Géinok, bude potrebné nielen nac¢rtnut atmosféru
ich doby a sformulovat otdazky, na ktoré dali odpoved, ale aj
oboznamit sa s mnohym, ¢o im predchadzalo. Preto nasu cestu
k nim bude nutné zacat priblizne o osemdesiat rokov skor, v po-
lovici minulého storocia, ked sa zacala rodit potreba zjednote-
nia matematiky na nejakom spolo¢nom zaklade a zaroven vy-
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krystalizavat pojem mnoziny, ktory umoznil zacat ju postupne
napnat. Nase uvahy tak zasadime do rameca filozofickej prob-
lematiky zakladov matematiky. Tym otvorime podstatne Sirsi
okruh otazok vyznamnych aj samych osebe, z ktorych sa vsak
pokusime vybrat len niekolko ¢o mozZno najreprezentativne;j-
sich, navyse tzko suvisiacich s nasim pévodnym zdamerom. Sa-
motné Godelove vety, ku ktorym sa takto dostaneme az v zave-
rec¢nej kapitole, tak budi akymsi vyvrcholenim nasej spolo¢ne;j
pute.

K vykladu naznacenych otdzok moézeme pristupit z naj-
rozliénejsich vychodisk. Pritom prave volba vychodzieho pri-
stupu rozhodujticou mierou predurcuje charakter celého vy-
kladu. Rozhoduje totiz o tom, ktoré pojmy, javy a otazky bu-
deme povazovat za zakladné a ktoré budeme z nich odvodzo-
vat a zdévodnovat ich prostrednictvom, do akych suvislosti
ich budeme zasadzovat, a taktiez o tom, ktorym z nich bu-
deme prikladat prvorady vyznam, a ktoré si budeme vSimat
len okrajovo alebo vobec nie. Pri inej volbe vychodzieho pri-
stupu sa moze celd tato hierarchia zna¢ne pozmenit, niekedy
priam obratit, celkom iné stuvislosti mozu vystipit na povrch,
iné javy vyniknut a iné sa ocitnut v ustrani, ¢i celkom vypad-
nut z hry.

Nasmu ¢itatelovi hodlame pontknut dve mozné vychodisk4.
Pri prvom z nich budeme celi problematiku posudzovat do-
sledne vo svetle veducich zdmerov tedrie mnozin a nimi tiez
nechame viest svoj vyklad.

Samozrejme, nie je to jediné mozné vychodisko. Vari pod-
statne hlbsi prienik k jadru veci by sa nam mohol podarit
pri druhom ponukanom vychodzom pristupe, zaloZzenom na
otazke po sposobe bytia idedalnych matematickych objektov
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a rozlicnych ponatiach jeho vykladu. Sme si vSak vedomi,
ze pri absencii konkrétneho materidalu by sme prave podob-
nymi ,metafyzickymi” tvahami mohli hned na zaciatku odra-
dit menej filozoficky naladeného citatela. V tom pripade mu
radime preskocit celu prva kapitolu a hned po uvode pokra-
covat kapitolou druhou. K vynechanej kapitole sa potom moze
vratit, kedykolvek bude mat na to chut.

Jednako aspon akdsi predbeznd predstava o problémoch
spojenych s porozumenim existencii idedalnych matematickych
objektov a jej vykladom je pre orientdciu ¢itatela viac nez zia-
duca. Preto do laskavej pozornosti vSetkych nasich citatelov,
¢éi sa uz rozhodnu prva kapitolu preskocit alebo pokracovat
pekne poporiadku, vrelo odporic¢ame duchaplny Platénom in-
Spirovany Dialog o matematike z takmer rovnomennej knizky
madarského matematika Alfréda Rényiho, ktora je k dispozi-
cii v slovenskom i ¢eskom preklade; ak, pravda, neda prednost
originalu.

Kedze nasim cielom je vyklad zrodu, vyvoja a vzdjomnych
vztahov istého druhu idei, nasa metdéda, ktorej podriadime
organizdciu textu, ma, obrazne povedané, dva rozmery his-
toricky a tematicky. A pretoZze mnohé, ¢i uz suhlasne alebo
polemicky na seba nadvézujuce idey sa neraz vyvijali ¢asovo
paralelne, kym inokedy ich delia pomerne dlhé obdobia, za-
véznd linedrna Struktura textu nas nuti dat zakazdym jednej
z uvedenych dimenzii prednost a druht nechat zazniet len
z pozadia vo forme tematickych odboceni, pripadne navratov
do minulosti ¢i vyletov do budicnosti. V désledku toho niektoré
motivy zazneju s rozli¢nou ndstojc¢ivostou viackrat v réznych
varidcidch a v meniacom sa doprovode. Napriklad éitatel, ktory
si zvoli skrateny postup, ndjde na miestach, ktoré si to budu
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vyzadovat, kratke zhrnutie prislusnych tvah z prvej kapitoly.

KIic¢ovym momentom celej knihy st otazky vseobecného vy-
kladu javu nekonec¢na. Okrem uz tradiénych pohladov na filo-
zofickd problematiku nekonecna vseobecne a matematického
nekonecéna zvlast, predvedieme i niektoré pristupy novsieho
data, vyplyvajuce z matematickych vyskumov a im predcha-
dzajucich filozofickych studii v tzv. alternativnej teérii mnozin,
rozpracovanej v pomerne nedavnej minulosti ceskoslovenskou
skolou zaloZenou a vedenou Petrom Vopénkom, ku ktorej isty
cas patril i autor tejto knihy.

Z filozofického hladiska vychadza tento pristup z fenomeno-
légie Edmunda Husserla a Martina Heideggera. Pri takomto
pohlade sa znacna éast filozofickych otdzok (nielen) zdkladov
matematiky, ako i spory, ktorych sme v jej histérii boli sved-
kami, dostdva do celkom iného svetla, dosial netusSené suvis-
losti vystupujti na povrch, kym mnohé tradi¢ne do popredia vy-
zdvihované otdazky ustupuju do tzadia. Tak napriklad otazka
vztahu tzv. prirodzeného a absolitneho nekoneéna nadobuda
rozhodujuci, kym tradi¢ne prvorada otdzka vztahu nekonecéna
potencidlneho a aktudlneho len druhorady vyznam.

Autor si povazuje za povinnost zdoraznit, Ze spominany pri-
stup mu nepatri. Naucil sa ho od P. Vopénku, ktory objavil
plodnost fenomenologickej metédy v matematike a jej filozofii
a rozpracoval ju do pozoruhodnej hibky vo svojich knihéch ve-
novanych dejindm a ,psychoanalyze” geometrie a matematike
v alternativnej tedrii mnozin, kde tiez nalezite predviedol, ¢o
vSetko je v jej moci. Podobnost, ktori mozno objavit na via-
cerych miestach spominanych diel a tejto knihy, teda nie je
nijako nahodna.
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1. R6zne pohlady na existenciu
matematickych objektov

Hoci matematika sa radi k prirodnym vedam, vyrazne sa od
ostatnych z nich odliSuje charakterom svojho predmetu. Kym
Iubovolnad ind prirodnd veda skiima, ¢éi uz bezprostredne alebo
sprostredkovane, nejaka oblast javov redlneho sveta, vztah
matematiky k realite je, takpovediac, dvojnasobne sprostred-
kovany. Predmet matematiky je idedlny, to znamend, ze sa
nenachddza priamo v redlnom svete. Matematika si podla jed-
nych vytvara a podla inych objavuje svoj vlastny idedlny svet
¢i lepsSie povedané svety, a tie potom skuma. Jednou zo zaklad-
nych uloh filozofie matematiky je teda objasnit vztah tohto
idedlneho matematického sveta ¢i svetov k svetu redlnemu.
Je to vlastne vztah, ktory, okrem iného, zaklada moznost apli-
kacii matematiky.

V tychto kratkych uvahdch si nekladieme za ciel vycerpava-
jucim spoésobom zodpovedat naznaéenu otdazku. Naopak, sme
presvedceni, ze na nu s konec¢nou platnostou ani odpovedat ne-
mozno. O to je vSak délezitejsie v kazdom jednotlivom obdobi
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vyvoja matematiky kldst si ju nanovo a opdtovne na nu hladat
odpoved. Snad ani netreba zvlast podotykat, ze prave rézne od-
povede na tuto otdzku, sposoby, akymi sa na iu hlada odpoved,
no v nemensej miere aj samotny spoésob kladenia a formulacie
tejto otazky, patria k najvyraznejSim znakom roznych etap vy-
voja matematiky ¢i roznych matematickych pradov a §kol. My
sa vSak touto otdazkou budeme zaoberat len v obmedzenom roz-
sahu, potrebnom pre ucely nasich uvah.

Dodnes najbeznejsi sposob, akym sa odpoved na uvedenu o-
tazku hladad, spoc¢iva v nasledujucej redukeii. Riesit tuto otdazku
naraz pre celi matematiku je, o¢ividne, nad nase sily. No kedZe
takmer celd sicasna matematika sa opiera o tedériu mnozin,
pokusame sa ju sformulovat a polozit najprv v zizenej podobe
len pre tuto tedriu a povodnu otdzku na tato jej podotdazku
redukovat. Inak povedané, zodpovednost za zmysel matema-
tiky tak presuvame temer vylucne na plecia tedérie mnozin,
podobne ako sme uz davnejsie na nu presunuli zodpovednost
za jej formalnu bezospornost. Predpoklad, Ze z takto ziskanej
¢iastoénej odpovede uz dokdzeme v koneénom dosledku vytazit
odpoved aj na povodnu otdzku, je istotne velmi ldakavy a z éisto
vnutromatematického hladiska nie celkom nepodlozeny. Zial,
je to predpoklad scestny.

Jestvuje viacero dovodov, ktorymi mozno vysvetlit tuto jeho
scestnost, ba az absurdnost snah zalozit aplikdcie matema-
tiky na zhode sveta mnozin s redalnym svetom. Jeden, ktory tu
uvedieme, je celkom bandalny. Ide totiz o to, ze cely rad mate-
matickych teérii zobrazuje, ¢éi aspon povodne zobrazoval, ne-
jaky vysek skutocnosti, pripadne nejaky teoreticky model inej
vedy, pomerne jednoduchym, prirodzenym sposobom, takZe na-
hliadnut vztah prislusného matematického modelu a zobrazo-

1. Rézne pohlady na existenciu matematickych objektov 15

vanej skuto¢nosti, pripadne inovedného modelu, bolo mozné
takpovediac bezprostredne. To vSak uz nemusi platit o mo-
deli takejto matematickej tedrie v tedrii mnozin. Pri podob-
nom druhotnom ¢éi dokonca ,tretotnom”, ¢asto znacéne ume-
lom a skreslujucom modelovani sa vztah vysledného modelu
a reality mozZze velmi ,uUspesne” zakryt, éim sa straca priro-
dzené vodidlo, spocivajice prave v tomto vztahu. Miesto re-
alnych problémov, ktorych skimaniu mal matematicky model
povodne sluzit, sa potom ¢asto studuju rozne ,Specialitky” pri-
slusného mnozinového modelu.

Dovedeny az do krajnosti vedie takyto pristup k preruseniu
spojenia medzi matematikou a realitou a napokon k strate re-
ality. Miesto reality potom zaujme podvedome platéonsky cha-
pany svet mnozin, dovedenych na uroven ontologickych stcien.
Tym sa vSak uz dostavame k pomerne jemnym otazkam, pred
ktorymi je potrebné uviest niekolko tvah trochu vseobecne;j-
sieho razu.

Existencia matematickych objektov

Objekty, ktoré matematika Studuje, pobyvaju v idedlnom
matematickom svete, zatial ¢o v redlnom svete by sme ich
marne hladali. Idedlne matematické objekty teda v obvyk-
lom zmysle tohto slova neexistuju. Napriek tomu o existen-
cii r6znych matematickych objektov bezne vyslovujeme mnoz-
stvo matematickych tvrdeni. Ich délezitost a pocetnost si do-
konca vynutila zavedenie zvldastneho symbolu, ulahéujtaceho
zapis takychto tvrdeni — existenéného kvantifikatora 3. Hned
na zaéiatku nasich uvah sme teda dospeli k paradoxu, podla
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ktorého existenéné matematické tvrdenia tvrdia existenciu,
asponl v beznom zmysle tohto slova, neexistujucich objektov.
Tento paradox nds upozornuje na dolezitu skutocnost, Ze zmy-
sel matematického tvrdenia tvaru ,existuje X také, Ze...” nie je
celkom ocividny a nijako ho nemozno rozlustit len na zaklade
nasho povrchného porozumenia prirodzenému jazyku.

Nas vstup do idedlneho matematického sveta tak vedie cez
branu porozumenia existencii, ¢ize bytiu idedlnych matema-
tickych objektov.

Cestu do matematického sveta nemoézeme zapocat nikde
inde nez vo svete nasej kazdodennej skutocnosti a skisenosti
a tuto cestu musi prejst kazdy sam, hoci nie kazdému, kto sa
na nu podujme, sa idealny matematicky svet otvori rovnakou
mierou, ba niekomu sa nemusi otvorit vobec. To neznamen4, ze
by si nemohol osvojit i zna¢ny objem matematickych poznat-
kov a postupov, dokonca ich aj zruéne a tspesne pouzivat, no
nazerat matematické objekty v ich idedlnej ¢istote mu zostava
odopreté. Na druhej strane prdave osvojovanie si matematic-
kych poznatkov a cibrenie zrucénosti v ich pouzivani vstupu do
matematického sveta nevyhnutne predchddza.

Cestu, ktorou prenikdame z redlneho do idedlneho (nielen)
matematického sveta, nazyvame idealizdciou.

Tato cestu si mozeme vykladat ako postupne sa otvarajuci
a rozjasnujuci pohlad nas, bytosti priputanych k redlnemu
svetu, do sveta idedlneho, v ustrety svetlu, ktoré sa nam roz-
Zina oproti, rozptylujuc chmary a rozhdanajuc temnoty, odhalu-
juc nam bytie idedlnych objektov v ¢oraz plnsej pravde, doko-
nalosti a Gistote a spdtne osvetlujuc i nas redlny svet. Idedlny
svet sa nam vsSak neotvori bez nasho pri¢inenia, ¢asto mu-
sime vynalozit znacéné usilie, aby sme zahliadli ¢o i len slaby
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zablesk onoho svetla, a potom ho, nehladiac na poéiatoéné ta-
panie v polosSere, odhodlane nasledovat, az pokym neza¢neme
vidiet jasne.

Mboézeme si ju vsak vylozit aj ako oslepenie Ziarou preludu,
od ktorého, ak sa nds raz zmocni, sa uz len tazko dokdzZeme
odputat a vratit sa z jeho mamivych vysav spit na pevnu zem.

V duchu aristotelovskej tradicie, ktorej vplyv v podobnych
otazkach, hoci nie vzdy na prospech veci, kedysi davno prevla-
dol, sa vSak spominand cesta zvykne redukovat na isty druh
krokov, v ktorych sa nam po nej neraz prichodi uberat. Tieto
jednotlivé kroky potom nazyvame stupnami abstrakcie. Prave
pri abstrakcii, asi najnapadnejSej a introspekcii najpristup-
nejSej, velmi délezitej, hoci zdaleka nie jedine] zlozke procesu
idealizdcie, sa teraz na chvilu pristavime.

Zaénime poznamkou, ze abstrakcia (doslova odnatie, odlui-
éenie) ako Specificky myslienkovy tkon nie je nejakou vyluc-
nou vysadou matematiky. Prave naopak, lubovolnd vedna dis-
ciplina pri skimani nejakého spolocenstva objektov redlneho
sveta volky-nevolky abstrahuje od celého radu sprievodnych
javov ukazujucich sa na tomto spoloc¢enstve, ktoré z hladiska
svojich zamerov povazuje za nepodstatné. Pritom mnohé ta-
kéto zdanlivo nepodstatné javy sa mozu neraz ukazat ako ne-
zanedbatelné, takze adekvatnejsie poznanie si uz nemoéze do-
volit od nich abstrahovat.

Pri matematickej idealizacii, ktorou tvorime nejaky idealny
objekt z jedného ¢i viacerych objektov redalnych, abstrahujeme
predovsetkym od ich docasnosti, nestdlosti a premenlivosti.
Bytie matematickych objektov je teda nadcasové, stdle a ne-
menné. Pri vicsine idealizéacii, napriklad pri odkryvani ideal-
nych geometrickych objektov, abstrahujeme aj od ich material-
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nosti (o napr. pre marxizmus znamenad priam od objektivnej
existencie) ich redlnych vzorov. (To éiastoéne osvetluje povod
nasho paradoxu.) No nielen to, v klasickej geometrii im prizn4-
vame aj akusi absolutnu tvarova dokonalost, akda sa ndam na
nijakom redlnom objekte nemoéze ukdzat. Tak napriklad velmi
dobre rozumieme, ¢o mienime zdanlivo protirec¢ivym tvrdenim:
,Dokonala kruznica v skutocnosti nejestvuje, no matematicka
kruznica je prave takato dokonala kruznica.” Pritom sa sotva
najde matematik, ktory by popieral existenciu kruznice v ide-
dlnom matematickom zmysle, hoci nie kazdy si je odliSnosti
dvoch modov existencie redlnej a idedlnej kruznice plne ve-
domy. Jednako prave porozumenie uvedenému protirecivému
tvrdeniu je akymsi prvym poodchylenym okienkom do idedl-
neho geometrického sveta.

Skimanim idedlneho matematického sveta, niekedy i bez
prihliadnutia na jeho suvis s redlnym svetom, mozZno casto
dospiet k pozoruhodnym poznatkom, ktoré nam vypovedajua
hodne o javoch redlneho sveta, pripadne ich mozeme na tieto
javy uspesne aplikovat. Takuto Uspesnu aplikdciu si potom
vykladame, aspon v danej oblasti javov, ako potvrdenie sprav-
nosti prislusnej matematickej teérie, a tym aj opravnenosti
idealizacie, ktora viedla k vytvoreniu jej idedlneho sveta. Mo-
zeme si ju vSak vylozit aj obratene. V takom pripade povazu-
jeme realny svet ¢i jeho cast len za nedokonaly, nestaly ob-
raz sveta idedlneho, takze podobna zhoda nas vlastne nemoéze
prekvapit. Prekvapit by nds musel opak.

Moznost vzniku i tohto druhého vykladu vztahu matema-
tiky a reality spociva v celom rade pricin. Z nich tu opit spome-
nieme len jednu, spoc¢ivajicu v typickej tendencii matematiky
vztahovat sa na seba samu.
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Samovztaznost, ¢ize skimanie seba samej, je jednou zo Spe-
cifickych — a rovno dodajme, Ze dnes uZz i nevyhnutnych —
¢rt matematiky. Matematika sa totiz obracia — a ¢asto sa do-
konca musi obracat — na svoje idealne objekty, ako keby to
boli objekty realne. Z nich potom opdtovnou idealizaciou méze
tvorit idedlne objekty ,vyssej” trovne. Typickym prikladom
takéhoto pristupu je abstraktna algebra alebo funkcionalna
analyza. V tomto postupe mézeme prakticky neobmedzene po-
kracovat, trebars az na uroven tedrie kategérii ¢i este dale;j.
Musiet si pritom neustdle uvedomovat vysku prislusnej ide-
alizacnej urovne by bolo zna¢ne nepohodlné a z hladiska sa-
motnej tedrie aj zbytocné. Omnoho tcéelnejsie sa ukazuje divat
sa na idedlne objekty, z ktorych dalsou idealizaciou tvorime
objekty ,este idedlnejsie” jednoducho ako na ,objekty”, t. j. ab-
strahovat od ich idedlnosti. Po takejto abstrakcii sa ndam v§ak
uz stiera rozdiel medzi existenciou redlnych a idealnych objek-
tov, prinajmensom az po prislusnu idealiza¢nu troven. Pretoze
vSak poslednu idealizaénu Groven nemozno stanovit — za kaz-
dou moze nasledovat dalsia — potencidalne sa nam tak stiera
rozdiel medzi modmi existencie vobec vSetkych redlnych a ide-
alnych matematickych objektov. Ak teda zabudneme na ono
zdoéraznené ,ako keby”, lahko nds to zvedie priznat skutoénu
existenciu vSetkym idedlnym matematickym objektom. Ak si
navysSe uvedomime, o o su tieto idedlne objekty , dokonalejsie”
nez objekty redalneho sveta, ochotne im prizname i dokonalej-
§iu, teda o. 1. aj prvotnejsiu existenciu nez tym druhym. Kratko
povedané, samovztaznost matematiky nas tak privadza na no-
voplaténske stanovisko.

Ak ponechdame bokom otdzku prvotnosti, ktoru zrejme s ko-
nec¢nou platnostou nie sme schopni rozhodnut, mozeme pre
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éitatela, ktory ma rad poriadok, sformulovat tento kratky su-
hrn:

Matematické objekty su idedlnymi formami réznych stra-
nok realnych objektov, pripadne idedlnych objektov nizsich
urovni. Ich vztah je, vdaka procesu idealizacie a presvita-
niu idealnych foriem z realnych objektov, obojstranny, navyse
¢asto posilnovany spdtnou vizbou aplikacii. Popri prebyvani
v idedlnom matematickom svete st idedlne matematické ob-
jekty tiez sucastou ndsho kolektivneho vedomia. Prave tato
kolektivnost, vSeobecnost a pouzitelnost zakladd napriek (éi
vdaka) ich idealite ich objektivny charakter.

Hoci s touto pohodlnou pouckou vo vécsine pripadov vysta-
¢ime, mali by sme si byt vedomi, Ze celtu problematiku sme tym
zdaleka neobjasnili. Prave naopak, uzatvarame ju, sotva sme
ju stihli malicko pootvorit.

Dalej sa uz budeme zapodievat zmyslom tvrdeni o existencii
matematickych objektov temer vyluéne z matematického hla-
diska a na ich vztah k realite budeme prihliadat len okrajovo.
No z doévodu, Ze na vyznam slova ,existuje” panuje i v rameci
samotnej cistej matematiky viacero protichodnych n&azorov,
a v réznych suvislostiach toto slovo naozaj méze opravnene na-
dobudat znacne odlisné vyznamy, neostdva ndm nic iné, iba sa
s niektorymi najdolezitejSimi z tychto ndazorov postupne letmo
oboznamit.

Uz len poznamenajme, ze v zavislosti od vyznamu slova
L,existuje” sa moze menit — a aj sa meni — vyznam slovného
spojenia ,pre kazdé” ¢i ,pre vSetky”. To znamena, ze vyznamy
existenénych a vSeobecnych matematickych tvrdeni alebo, ak
chceme, vyznam existenc¢ného a univerzalneho kvantifikatora,
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spolu tuzko suvisia. Uvidime vSak, ze v tomto druhom pripade
nie su spominané ndzorové ani vyznamové odliSnosti zdaleka

také vyznamné. ,Pre vSetky X plati ...” znamena jednoducho
Lheexistuje X, pre ktoré neplati ... ”. Formalne to m6zeme zapi-
sat

(VX)p(X) & =(3X)-p(X),
kde ¢(X) je lubovolnd vlastnost. Na druhej strane nie vSetci
suhlasia s tym, ze ,existuje X také, Ze ...” znamenad to isté ako
shie pre kazdé X neplati ... 7. VSeobecne prijimana je len im-
plikdcia (EX)p(X) = ~(VX)p(X).
Voéi opacnej implikacii

~(VX)—p(X) = (FX)e(X)
vSak mozno vzniest opravnené namietky, s ktorymi sa blizsie
oboznamime v kapitole venovanej intuicionizmu.

Na druhej strane v matematike obvykly vyznam vseobec-
ného kvantifikatora sa tak vyrazne odliSuje od vyznamu slov-
nych spojeni ,pre vsetky” a ,pre kazdé” v prirodzenom hovo-
rovom jazyku (kde znamenaju skér ,skoro pre vSetky”, ,pre
kazdé az na par vynimiek” a pod.), Zze podobny paradox ako
v pripade existen¢ného kvantifikdtora ani najmenej nehrozi.

Objekty a pojmy

Idealne matematické objekty teda existuju v nasom mys-
leni. Pritom ponechdavame otvorend moznost, ze vlastne exis-
tuju len tam, teda ze svet idedlnych matematickych objektov
je sucastou sveta ndsho myslenia, rovnako ako aj moznost, Ze
tam existuju len druhotne ako odraz akéhosi ,objektivneho”
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idedlneho sveta existujiceho mimo nas a nezavisle od nés, pri-
padne mimo nds, no len v istom vzajomnom prepojeni s nami.
Hlavnym prostriedkom, pomocou ktorého objekty nasho mys-
lenia uchopujeme (pojimame), st jazykové utvary — slova alebo
slovné spojenia —nazyvané pojmy. Jazyk v§ak nie je len nastro-
jom nasho myslenia ale tiez prostriedkom komunikécie a zdie-
Iania sveta i poznania o svete. Preto je délezitym éinitelom
objektivizacie nasho myslenia i poznania.

Myslenie prebieha do velkej miery v pojmoch. Hoci v tejto
otazke nevladne uplna nazorova zhoda, dovolime si tvrdit, Ze
myslenie sa myslenim v pojmoch nevycerpava, zZe jeho nemenej
délezitymi zlozkami su tiez rozne predstavy, slovne nevyjad-
rené ba, dokonca nevyjadritelné pocity, zmyslové vnemy, v pod-
vedomi ukryté zazitky a skusenosti zakladajice nase prvotné
porozumenie svetu, pripadne iné sticasti nasej osobnosti, napr.
néalezitosti jej biologického vybavenia. Velmi délezitd tuloha,
najmé v tvorivom mysleni, pripada intuicii, ¢im rozumieme
akési rozumom nezdovodnené celostné uchopenie skimaného
problému jedinym vhladom ¢i vycitenim podstatnych suvis-
losti, ¢o sihrnne moézeme nazvat vnuknutim.

Na druhej strane, pokial si ich nechceme nechat len pre
seba, vysledky myslenia sme opidt nuteni formulovat v poj-
moch, t. j. dodat jazykovy tvar i tym jeho zlozkam, ktoré ho pé-
vodne nemali. To je casto dost tazké, jednako do znac¢nej miery
mozné. Dokonca i v pripadoch, ked to do dosledkov mozné nie
je, nalezity jazykovy prejav, ¢i uz ustny alebo pisomny, ma
schopnost prerast svoj tizko slovny ramec a roézne predstavy
¢i intuitivne porozumenie, hoc nie nutne totozné s pé6vodnymi,
vo vnimavom citatelovi alebo posluchdcovi navodit a vyvolat.
Trochu vseobecnejsie je to vlastne princip umenia.

1. Rézne pohlady na existenciu matematickych objektov 23

Niektoré matematické pojmy, takzvané jednotliviny, ozna-
¢uju pevny, jednoznacéne urceny matematicky objekt. Napr.
slovo ,dva” oznacuje prirodzené ¢islo 2. Na druhej strane nie
kazdému matematickému objektu zodpovedd nejaky pojem,
hoci v pripade potreby mézeme pre I'ubovolny jednotlivy ob-
jekt prislusny pojem vytvorit. Redlne ¢isla si vsak zvykneme
vykladat ako objekty, no vzhladom na nekonec¢nost (dokonca
nespocitatelnost) ich oboru zrejme nie je mozné mat pre kazdé
z nich zvlastny pojem.

Matematické pojmy vSak nemusia oznacovat vylucéne jed-
notlivé objekty. Rovnako dobre mézu oznacovat vlastnosti tych-
to objektov, vztahy medzi nimi a pod. Moézu tiez na zaklade
vlastnosti a vztahov vydelovat rézne triedy jednotlivych ob-
jektov a sluzit ich vSeobecnymi druhovymi pomenovaniami.
Takymto pojmom hovorime vseobecniny alebo tiez univerzd-
lie. Napriklad pojem ,mnozina” oznacuje skor vlastnost , byt
mnozinou” nez nejakd konkrétnu mnozinu: hoci v matematic-
kom svete pobyva nesmierne mnozstvo mnozin, nijakda mno-
zina ako taka sa v nom nenachadza. Rovnako je to napr. s poj-
mom , ¢lovek” vo vztahu k redlnemu svetu.

Prave tvorba vSeobecnin je prikladom abstrakcie. Abstra-
hovat znamenda z niecoho konkrétneho myslienkovo vydelit
a odlucit nieco, ¢o sa v skutocnosti oddelit neda. Ako je vsak
mozné rozdelit skutocné a vybrat z neho nieco, ¢o sa samos-
tane nevyskytuje? Na ¢om sa zaklada takto ponata skusenost
vSeobecného? Spory a diskusie o tejto otazke sa v roznych podo-
béch tiahnu dejinami filozofie od ¢ias antiky az skoro podnes.

Realizmus vo svojej krajnej podobe priznava univerzdliam
redlne bytie predchadzajtce bytie jednotlivych objektov a mimo
tychto objektov. Krajny nominalizmus zasa odmieta chéapa-
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nie vseobecniny ako osobitného stcna. VSeobecné samo osebe
neexistuje, vSeobecnina je len meno na oznacenie istého su-
boru javov (¢i uz realnych objektov alebo vSeobecnin nizsieho
radu) na zdklade nejakého spolo¢ného znaku. Medzi tymito
dvoma krajnymi polohami sa vsak rozvinul cely rad jemnych,
¢asto vzajomne prepletenych medzistupnov, ktorych odlisnosti
uz nemozno tak jednoducho postihnut. Ich podrobnejsie sle-
dovanie by nds navySe zaviedlo hodne daleko od ustredne;j
témy nasich ivah. Spomenme len, Ze Aristotelovu kritiku Pla-
tona, stredoveky spor nominalizmu a realizmu ¢i polaritu ra-
cionalizmu a empirizmu v novovekom eurépskom mysleni, ako
i Kantov pokus o definitivne riesenie tejto otdazky — to vsetko
mozno chapat ako prispevky do spominanej diskusie. Realis-
ticka linia zrejme vrcholi v Hegelovom objektivnom absolut-
nom idealizme a doznieva v réznych koncepciach novotomistic-
kych a novoplaténskych, kym vyustenim nominalistickej a em-
pirickej linie su viaceré vetvy (novo)pozitivistické.

Zaciatkom dvadsiateho storocia uz spominany spor na pode
samotnej filozofie postupne straca na ostrostii zavaznosti. O to
vACSi vyznam sa mu vsak zacina prikladat na péde matema-
tiky.

Novoplatonske a platénsko-teologické stanovisko

Ak prizname samostatni, od nasho vedomia nezavisly, t. j.
objektivnu existenciu nielen idedlnym matematickym objek-
tom, ale vobec vSetkym vSeobecnym pojmom, ako st napr.

y y
,mnozina”, ,&islo”, ,bod”, ,velkost”, a taktiez ,krdsa”, ,dobro”,
,pravda” a pod., no i menej vznesenym pojmom ako ,teplo”,
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,chlad”,  tvrdost” ,miékkost”, ,vlhkost” atd., objavi sa pred
nami Platénov svet idei. Svet idealnych matematickych objek-
tov potom lezi kdesi uprostred medzi svetom idei a redlnym
svetom. Samozrejme, ze v platénskom ponati svet idei pred-
chadza matematickému svetu.

Takéto stanovisko sa dnes zvykne povazovat za krajné a ma-
lokto povazuje za potrebné ho h4jit, uz i len preto, ze v ma-
tematike onen platénsky svet idei v podstate nepotrebujeme
a nezvykneme pouzivat. Celkom vystacime s idedlnym mate-
matickym svetom, pripadne zasadenym do vztahu so svetom
realnym. Novoplaténske stanovisko, ako sme uz naznadili, spo-
¢iva v priznani prednosti, a to tak v byti, ako aj v dokonalosti,
idealnemu matematickému svetu pred svetom realnym.

Tym, zd4a sa, sme zdroven vyriesili otdazku zmyslu existen-
¢nych tvrdeni. ,Existovat” v matematike znamena existovat,
t. j. nachddzat sa v tomto raz a navzdy danom, nemennom,
idedlnom svete. , Pre kazdy objekt” potom znamena pre kazdy
objekt z tohto sveta.

Pokial by sme uz v nasSich uvahdch dalej nepokraéovali,
mohli by sme byt navysost spokojni, ako jednoducho sme prob-
lém existencie matematickych objektov vyriesili s konec¢nou
platnostou. Treba priznat, Ze znac¢na cast matematikov, nepo-
citujucich potrebu hlbsieho filozofovania, sa s naznacenym rie-
Senim, pokial to vyhovuje ich stylu a vkusu, skuto¢ne uspokoji.
Obluba novoplaténskeho stanoviska je celkom prirodzend, naj-
mé ak si uvedomime, aké tiZzasné zaruky objektivnosti toto po-
natie na prvy pohlad poskytuje. Nie je preto bez pikantérie, ze
ochota hajit toto stanovisko vo filozofickej diskusii je na druhej
strane dost zriedkava a vzacna.
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Este poznamenajme, Ze na ciste pracovnej, t. j. svetonazo-
rovo neinterpretovanej Urovni sa stanovisko hocktorého ma-
tematika, presvedéeného o objektivnom réaze svojej vedy, a ta-
kych je vi¢sina, najmé pokial pracuje v nejakom pevne zvole-
nom mnozinovom modeli svojej discipliny a pouziva klasicky
predikatovy pocet, neda od stanoviska novoplaténskeho nijako
odlisit.

Nezavisla, objektivna existencia idealneho matematického
sveta je sice zarukou objektivnosti pripadného matematického
poznania, nie viak znamkou poznatelnosti, ba ani pozndva-
telnosti tohto sveta. Idealny, akejkolvek skutoénosti predcha-
dzajuci svet nie je pristupny nasej evidencii a preniknut don
z redlneho sveta vobec nie je lahké. Dokonca ani ked sa ndam
akousi idealizaciou podari opustit prizemnu skutoénost, ni-
jako nemdme zarucené, Ze sme sa uz ocitli v onom idedlnom
svete, v ktorého existenciu verime a kam smerujeme. O to
nastojcivejsie sa pred nami vynara otdzka, ako a ¢i vébec sme
schopni poznavat taky idealny svet, ktory predchadza kazdu
nasu skusenost. Ak nechceme skoncit v ¢irom agnosticizme
a uspokojit sa s konstatovanim, ze tento svet je v zdsade ne-
poznatelny, mame napochytre naporudzi jediné vychodisko ob-
javené Kantom. Toto vychodisko mozno zhrnut do tézy, Ze po-
znanie tohto idedlneho sveta je sticastou nasho apriérneho po-
znania, rovnako predchadzajiceho kazdu nasu skusenost a za-
kladajticeho nase istoty o realnom svete.

Vazny tuder, ktory utrpela kantovska koncepcia priestoru
a ¢asu ako apriérnych foriem nasho vnimania objavom neeuk-
lidovskych geometrii resp. tedrie relativity, nas vsak upozor-
nuje, ze ani tym sme vsetky tazkosti zdaleka nezazehnali.
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Nase poznanie idedlneho matematického sveta vsak mo-
Zeme dobre opriet o poznanie univerzalneho rozumu, absolut-
nej idey alebo nejakej dokonalej bytosti, ktord cely svet ob-
siahne jedinym pohladom. Takyto atribut v§eveducnosti pripi-
sala scholasticka teologicka filozofia Bohu. My potom z milosti
BoZej mézeme postupne zmyslami a rozumom poznavat to, ¢o
On poznad bezprostredne. Toto stanovisko, nazyvané platénsko-
teologickym, riesi zdaroven s otdzkou poznatelnosti idealneho
sveta aj otdzku objektivnosti a pravdivosti tohto poznania.
Nase poznanie, ktorym méame ucéast na BoZom poznani, ne-
moéze byt nepravdivé; zbludit méze leda ten, kto nema dostatok
viery.

Teologické motivacie sa vSak poc¢niic dobou osvietenstva ne-
tesia vo vede prilisSnej oblube. Teoldgia si za to moze predovset-
kym sama tym, ze sa prostriedkami inkvizicie pokusala uml-
¢at a potlacit vsetky vedecké objavy, ktoré odporovali doslov-
nému zneniu Pisma a cirkevhym dogmam. Iste sta¢i spome-
nut len mena Mikuldasa Kopernika, Giordana Bruna a Gali-
lea Galileiho. Tym sa nadlho skompromitovala moralne. a ked
sa tieto objavy napokon napriek represiam predsa len presa-
dili, teoldgii nadlho prischol punc brzdy vedeckého pokroku.
Teologické motivacie sa preto vo vede pocituju ako nieco ne-
patri¢né. Platonsko-teologické stanovisko v tej vyhranenej po-
dobe, v akej sme ho prave vyslovili, dnes asi nikto nezastava.
Jednako zbavit sa teologickych motivacii v matematike, najmé
v suvislosti s nekoneénymi mnozinami, sa nikdy dosledne ne-
podarilo. Aby ulavili svojmu ,vedeckému” svedomiu, pokusili
sa matematici na ne zabudnut. To sa pre zmenu podarilo zna-
menite. Takto nereflektované vsak teologické motivacie zapus-
tili o to hlbsie korene v podvedomi matematikov, takze ich
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pohlad do idedlneho matematického sveta je stdle pohladom
,Bozimi o¢ami”.

Hacik je vSsak v tom, ze nech by sme sa akokolvek nama-
hali, stale vidime len to, ¢o vidime, a nie to, ¢o by sme vidiet
chceli. a tak schopnost vidiet svet ,BoZzimi oami” si zrejme
iba nahovarame. Tym vsak na druhej strane ntitime Boha vi-
diet svet tak, ako ho sami vidime, pripadne by sme chceli vi-
diet. a tak, ako si to vSimol Ludwig Feuerbach, tuto bytost
najdokonalejsiu, o ktort sme chceli opriet nase poznanie ide-
dlneho sveta, tvorime opédt na svoj obraz, pripadne na obraz
svojich , zboznych” zelani. Ci si to uz teda chceme priznat alebo
nie, idedlny matematicky svet tvorime sami z realneho sveta.
To, Ze si o mnohych idealizacidach neuvedomujeme, ako sme
k nim dospeli, takZze sa nam zda, akoby existovali nezavisle
od nds a my sme k nim z redlneho sveta iba smerovali vedeni
ich svetlom, sved¢i len o tom, Ze nie sme schopni plne reflekto-
vat vSetky momenty svojej dusSevnej ¢innosti, a nie o prvotne;j
existencii sveta idei.

Skor nez obratime list, mali by sme este raz zvazit, ¢i sme
na nieco nezabudli, aby sme sa v hodnoteni novoplaténskeho
stanoviska neprendhlili. NaSmu pozornému c¢itatelovi asi ne-
uniklo, Ze prijat rieSenie ponuknuté kantovskym ¢i teologic-
kym ponatim nam nie je prave po chuti, ba mame pre to aj isté
doévody. Zabudli sme vSak na samotného Platéna. Nuz, ¢i je
ndam to uz po chuti alebo nie, zatial nemdme nijaky padny ar-
gument proti pévodnému platénskemu ponatiu, na ktoré sme
,zabudli” tak trochu schvalne, aby sme aspon pocitovo navodili
stav, ktorého sme uz dlhsie svedkami. Skuto¢ne konzistentné
a jednoduché riesenie vztahu redlneho a idedlneho matema-
tického sveta v Platonovom duchu sme uz struéne naznadili
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o dva paragrafy skor. Staci sa teda k nemu na chvilu vratit
a trochu ho rozvinut.

Pohlad do idedalneho matematického sveta sa nam moze po-
darit zostrenim a predzenim pohladu do redlneho sveta, a to
vdaka tomu, Ze redlne objekty su, hoci len nedokonalymi, jed-
nako vsak obrazmi dokonalych, idedlnych objektov. Dalo by sa
povedat, Ze tie druhé su idealnymi formami tych prvych. Do
idealneho matematického sveta potom prenikdame zo sveta re-
alneho ocistovanim foriem redlnych objektov od ich material-
nych naplni. Keby sme sa chceli vyjadrovat dosledne v Platé-
novom duchu, museli by sme dokonca miesto o objektoch real-
neho sveta hovorit o predmetoch nasej skiisenosti a ,redlnym
svetom” nazyvat svet idei.

Aj tak sa vSak nevyhneme otazke po pévode ndasho porozu-
menia Cistym formam vtlacenym vzdy len v skreslenej podobe
realnym objektom. Platénova filozofia na nu dava prekvapivo
jednoduchu a konzistentnu odpoved vo svojej tedrii rozpomi-
nania. Nasa dusa sa totiZ rozpomina na idey, ktoré poznala
v dobe, ked sa este nespojila s telom a sama prebyvala v risi
idei. Toto rozpominanie je tym zivSie a silnejsie, ¢im va¢Smi sa
dusi dari odptutat sa od telesnosti.

Nie je dolezité, ¢i sa s touto odpovedou uspokojime alebo
nie. Kazdopadne vSsak musime uznat, Ze vyvratit ju nevieme
a nic lepsie zatial nemame naporuadzi.

I keby sme spominant otazku prehliadli, klasické platénske
riesenie by nds mohlo uspokojit este tak vo svete malych priro-
dzenych ¢isel alebo klasickych geometrickych utvarov. Mina sa
vSak cielom vo svete nekoneénych mnozin, o ktory nam v tychto
uvahach do znacénej miery pdjde. NielenZe nemame naporadzi
realne objekty, cez ktoré by sa nam mohol otvorit pohlad do
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sveta klasicky nekonec¢nych mnozin, ale prave naopak mdame
rad dobrych dovodov k presvedceniu, Ze objekty schopné splnit
tuto tlohu sa v redlnom svete ani nevyskytuju.

Existencia ako moznost

Na idealny matematicky svet sa nemusime nutne divat ako
na nemenny svet, vytvoreny a zaviSeny raz a navzdy. MozZeme
ho tiez chapat ako svet otvoreny dalSiemu tvoreniu, kam mo-
zeme umiestnovat vidy nové a nové vytvory.

Pri takomto pristupe teda existenciu matematickych objek-
tov chapeme ako moznost, presnejsie ako ich uskutocnitelnost.
Predpokladom uskutocnitelnosti, t. j. moznosti vytvorenia, je
nejaky uskutocniovatel ¢itvorca obdareny istymi schopnostami
a mocou.

No moznost nemusi nutne spocivat len na moci. Moznost
zaloZenu na rozume budeme nazyvat bezospornostou. Nejaky
objekt je bezosporny, ak pojmy, v ktorych sme ho uchopili, a su-
vislosti, do ktorych su tieto pojmy zasadené, nevedu k sporu.
Pritom pod sporom tu nerozumieme len formalny spor v ramci
nejakej tedrie, ale spor s akymikolvek rydzo pojmovymi prav-
dami, teda spor s rozumom. Bude uzitoéné si uvedomit, zZe ta-
kyto spor vébec nemusi byt o¢ividny, naopak, méze byt ukryty
nesmierne hlboko, niekedy tak hlboko, zZe vyniest ho odtial na
svetlo je nad Tudské sily.

Rozum nie je v spore so skutocnostou, naopak, je nastro-
jom porozumenia pre nu. Preto, ¢o je uskutocnitelné, to je
i bezosporné. Na druhej strane uskutocnitelnosti niektorych
bezospornych objektov moézu stat v ceste také prekazky, ktoré
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ziadna moc nedokaze prekonat. Teda obor bezosporného je ob-
siahlej$i nez obor uskutoénitelného.

Napriklad perpetuum mobile nie je uskutoénitelné. Jeho
uskutoéneniu brdania fyzikalne vlastnosti redalneho sveta. Na
druhej strane, pokial pojmy, v ktorych sme perpetuum mobile
v mysleni uchopili, nevsadime dodato¢ne do stvislosti fyzikal-
nych zakonov, zostava tento objekt este stale bezosporny.

Matematika otvara svoj idealny svet ako svet neobmedze-
nej slobody duchovnej tvorby. Je teda v jej zdujme tuto slo-
bodu, pokial mozno, ni¢im neobmedzovat. Na druhej strane
tento svet nie je nejakym samoucelom, matematika ho hodla
skimat rozumom a z takto ziskanych poznatkov vytazit aj poz-
natky o realnom svete. Musi to teda byt svet rozumny, t. j.
podriadeny zdkonom rozumu. Nasim zdmerom teda je otvo-
renie takého idedlneho sveta, v ktorom by moznost tvorenia
bola obmedzena vyluéne moznostou bezosporného pojmového
uchopenia v rozume. Inak povedané, chceli by sme, aby v ide-
dlnom matematickom svete uskutoénitelnost a bezospornost
znamenali to isté.

Obor vSetkého uskutoénitelného vSak nemusi byt kompati-
bilny. To znamen4, ze uskutoénenim nejakého objektu moézeme
zabranit uskutoénitelnosti nejakych inych objektov, ktoré pred
jeho uskutoénenim este uskutocnitelné boli. Tak napriklad
v redlnom svete méze z nejakého vajicka kvocka vysediet ku-
riatko. Ak si v§ak z neho urobime prazenicu, kuriatko budeme
musiet ozeliet.

Naproti tomu kompatibilita oboru vSetkého bezosporného
je zrejmd zo sposobu, akym sme ho vymedzili. Pokial sa teda
o obore vsetkych uskutoénitelnych matematickych objektov
nepresvedcéime, ze je kompatibilny, mali by sme k nemu, pre
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istotu, pristupovat tak, ako keby kompatibilny nebol. Zatial si
tiezZ nemo6zeme dovolit nerozliSovat medzi uskutoénitelnostou
a bezospornostou.

Tak sa nam povodne zdanlivo jednoduchy pojem existencie
rozpada do troch réznych vyznamov, z ktorych ten nasledujtci
je vzdy vSeobecnejsi ako predosly: uskutoénenost, uskutocni-
telnost a bezospornost. Okrem prvého pripadu mame potom
do ¢inenia s nezaviSenym svetom idedlnych objektov. Ako uvi-
dime v kapitole venovanej intuicionizmu, pri skimani takého
sveta vSak uz nevystacime s klasickym predikatovym poctom.
Takisto nie je jasné, ¢i logicky kalkul, ktory by sa na podobné
stidium hodil, ndjdeme medzi suc¢asnymi intuicionistickymi,
modalnymi, pripadne inymi neklasickymi logikami.

Vybudovat matematiku dosledne postavenu na rozliSovani
réznych modov existencie by bolo urcite zaujimavé a, ako sme
presvedceni, aj uzito¢né. Je to vSak dodnes sotva nahryznuty
problém.

Uskutoc¢niovanie bezosporného

Ak sme presvedceni, ze tazkosti plyntce z nekompatibility
oboru vSetkého uskutocénitelného v redlnom svete sa idedlneho
matematického sveta netykaju, tak sa zd4d, ze vykladu usku-
toénitelnosti matematickych objektov ako bezospornosti ne-
stoji uz nic¢ v ceste. Zato sa pred nami vynara otazka, akej
moci mame toto uskutoénovanie prenechat. Tato moc musi ve-
diet prekonat vsetky prekazky a dokdzat uskutocnit vsetko,
¢omu nebrania zdkony rozumu. Len tak mozno naplnit nas za-
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mer vysloveny v predoslom ¢lanku. Inak povedané, musi to byt
moc vSemohuca.

Zaruku za takuto moc je ochotna prevziat zas len teolédgia,
ktorda nam na tento ucel ponuka do sluzby bytost najdokona-
lejsiu, ¢ize i véemohtucu. Poznamenajme, ze vSeveducnost tejto
bytosti sme uz vyuzili pri platénsko-teologickom ponati.

Pri naznacenom ponati, ktoré by sme mohli nazvat ponatim
kreacionisticko-teologickym, teda prenechavame Bohu usku-
toénovanie sveta moznosti ndsho rozumu. Je otazne, ¢i sme
tym Boziu vSemohucnost nepripustne neobmedzili. Ak vSak
nas rozum chapeme ako podiel na univerzalnom rozume, po-
skytnuty nam z BoZej milosti, a oprieme sa navyse o autoritu
sv. Tomasa Akvinského, podla ktorého zdkonom sporu (no uz
ni¢im inym) je obmedzena i Bozia moc (ani Boh nemoéze udi-
nit, aby Sokrates nesedel, ked uz raz sedel), lahko sa utvrdime
v presvedceni, ze nds povodny zamer sme uz lepsie ani naplnit
nemohli.

Pri skimani takéhoto idedlneho sveta v§ak musime rozliso-
vat medzi existenciou uz uskutoc¢nenych objektov a existenciou
ako uskutoénitelnostou, teda pouzivat existenény kvantifika-
tor v dvojakom vyzname. Pravdivostnd hodnota tvrdenia ,je
uskutocnené X také, Ze ...”, sa tak mézZe menit v zdavislosti od
toho, aké objekty uz boli uskuto¢nené. Nemeni sa pravdivostna
hodnota tvrdeni tvaru ,je uskutocnitelné X také, Ze...”, no zis-
tit ju nevieme casto inak, nez uchylenim sa do teologickych
Spekulacii. Ako vSak uvidime, ked budeme blizsie pojednavat
o nekonecénych mnozindch, méze sa stat, zZe povaha Bozej vSe-
mohucnosti si vynuti kladnt odpoved suicasne na dve rézne
tvrdenia takéhoto typu, ktoré su vsak navzdjom v spore. V ta-
kom pripade teda moézu zlyhat i teologické motivacie.
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Zatial mozeme posluzit len nematematickym prikladom.
Zrejme Vsemohtci moze stvorit ¢loveka schopného zdvihnut
kazdy stvoreny kamen. Rovnako moze stvorit taky kamen,
ktory ziadna stvorena bytost nezdvihne. Nemoze vSak naraz
oboje.

Tento priklad nds upozornuje na to, ze nekompatibility oboru
vSetkého uskutocniteIného sa ani s BoZou pomocou nezbavime.
S prekvapenim, a niektori vari aj so zdesenim, tak zistujeme,
ze v dosledku podriadenia Boha rozumu sme Boziu moc na-
pokon vykdzali do podstatne uzsich medzi nez sa jej povodne
logicky zakon sporu zdal vymedzovat.

Kvoli uplnosti eSte poznamenajme, ze nasSe porozumenie ne-
zavisenému svetu uskutoénitelnych matematickych objektov
nemusime nutne opierat len o teologické motivacie. Namiesto
nich moézeme prijat tzv. konstruktivistické stanovisko, podla
ktorého uskutocénitelnost sa potvrdzuje popisom istej ¢innosti,
presnejsie, postupnosti ukonov, veducej k uskutocneniu da-
ného objektu. Toto ponatie je ndm na prvy pohlad blizsie, lebo
chdape matematiku, a tym i tvorbu idealnych matematickych
objektov ako Specificku [udsku éinnost.

Na obmedzenost takéhoto naivného chdpania konstrukti-
vizmu vS8ak narazime okamzite. KedZe ludsky uskutoénova-
tel je schopny pracovat len urcitou obmedzenou rychlostou
ama4 k dispozicii len obmedzené mnozstvo éasu (uréite mensie
nez, dajme tomu, 200 rokov — a to sme uz vo¢i nemu az nad-
mieru velkorysi), viaésinu uskutocéniteInych objektov nemoéze
uskutocnit. Podobnych obmedzeni sa nezbavime, nanajvys len
rozsirime prislusné medze, ak naSmu uskutoénovatelovi dame
k dispozicii rozne technické zariadenia umocnujuce jeho schop-
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nosti. Od podobnych obmedzeni je konstruktivistické ponatie
nutené abstrahovat.

Na druhej strane charakter konstruktivistického pristupu
si vyzaduje vopred presne vymedzit pripustné metédy konstruk-
cie matematickych objektov. S objavom kazdej kvalitativne no-
vej metody tak tomuto ponatiu hrozi vazna kriza, zasahujuca
samotné jeho zdklady. Blizsie sa tymito otdzkami zatial nebu-
deme zaoberat. Na vhodnom mieste sa k nim eSte raz vratime.

Pozitivistické stanovisko

I ked sa nechceme vzdat akéhosi porozumenia idedlnemu
matematickému svetu, ktory sa nam otvoril, nas vztah k ce-
lému radu ,metafyzickych” tivah, ktoré sme predviedli v pre-
doslych ¢lankoch, moze byt opravnene skepticky. Takisto sa
mozZeme celkom opravnene domnievat, ze matematiku je nevy-
hnutné postavit na nejaky podstatne pevnejsi a vSeobecne pri-
stupnejsi zaklad.

Matematické vysledky st formulované v Specialnom mate-
matickom jazyku, pricom vyslovené v takomto tvare sa bezpro-
stredne netykaju nijakého idedlneho ani redlneho sveta. To je
uz vecou ich interpretdcie. Ak sa teda v matematike mame
vbébec na comsi dohodnut, musime ustdlit presné gramatické
pravidla tohto jazyka a vsetky matematické tvrdenia formu-
lovat v tomto jazyku, pripadne dat aspon jasny navod, ako to
v tom-ktorom pripade mozno urobit.

Pri takomto pristupe sa vSak uz ¢ista matematika prestava
vztahovat k svetu (ani k redlnemu ani idedlnemu) a stdava sa
z nej veda skimajuca isté postupnosti symbolov, pripadne ich
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transformacie. Na druhej strane jej poznanie sa objektivizuje
na najvyssiu moznud mieru, nakolko jeho verifikdcia sa redu-
kuje len na kontrolu istych mechanicky vykonavanych operacii
so znakmi.

Pozitivistické stanovisko teda spociva v redukcii matema-
tiky na jej symbolicky jazyk. Hlavny déraz pri takomto pri-
stupe sa kladie na formdlnu stranku matematickych uvah,
teda na axiomaticki metédu. Pri axiomatickej metéde vycha-
dzame vzdy z istého suboru axiém, zachytenych v istom ma-
tematickom jazyku, a prostriedkami logiky z nich odvodzu-
jeme dalSie tvrdenia ako désledky. Tym dochadza k relativi-
zacii pojmu pravdivosti. Pravdivost takto dokdzanych tvrdeni
treba totiz chdapat vyluéne v tom zmysle, Ze vsetko, ¢o spna vy-
chodiskové predpoklady (axiémy), spna aj ich logické dosledky.
Zaruku za prave vysloveny zaver prebera forméalna logika.

Taktiez otazka existencie idedlnych matematickych objek-
tov sa takto prevddza na otdzku dokazatelnosti prislusnych
existenénych tvrdeni, zapisanych vo formalnom jazyku, z da-
nych axiéom.

Velkou prednostou matematickych teérii spracovanych v ta-
komto formaélno-pozitivistickom duchu je ich prenosnost na
rézne situdcie. Len ¢o v nejakej oblasti matematiky objavime
nejaké javy, ktoré mozno pomenovat pojmami nasej teérie tak,
ze su pritom splnené vychodiskové axiémy, tak okamzite mame
poruke cely rad dosledkov. Staci urobit prislusny preklad (in-
terpretdciu) z jazyka jednej tedrie do druhej, vychadzajuci zo
slovnika kodifikovaného onym pociatoénym pomenovanim.

Ak v§ak chceme takuto formalnu teériu aplikovat mimo ma-
tematiky, musime si poc¢inat uz trochu opatrnejsie. Sotvak-
toré okruhy javov redlneho sveta vyhovuji nejakym formal-
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nym axiémam s absolitnou presnostou. i ked je tato vychodis-
kova zhoda velmi presna, moze tato presnost uzdaverov odvo-
denych dlhymi logickymi déokazmi postupne klesat. Nemozno
dokonca vylucit, ze niektoré odvodené tvrdenia budud priamo
odporovat realite. Tato poznamka sa vSak netyka len formalno-
pozitivistického ponatia matematiky, ale ma podstatne vse-
obecnejsi charakter. Ziadne poriatie matematiky, ani matema-
tika ako celok, ba vobec ziadna oblast Tudského poznania nie
je poistena proti zlyhaniu pri aplikaciach.
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2. Postavenie tedrie mnozin v sic¢asnej
matematike a jej veduce zamery

Ak povieme, Ze celd sicasna matematika je zalozena na teé-
rii mnozin, vedome tym sice prehliadneme niektoré dalsie vy-
vojové prudy matematiky, no velkej chyby sa aj tak nedopus-
time. A Struktura novodobych vyucovacich osnov neddva ich
absolventovi velku nadej tuto nasu nepresnost odhalit.

Viacsina matematickych disciplin dnes formuluje svoje za-
kladné pojmy v terminoch teérie mnozin. Na prvy pohlad by sa
teda mohlo zdat, Ze teéria mnozin prevzala na seba len tlohu
akého si vSeobecného, spoloéného matematického jazyka. Hoci
toto samo by nebolo malo, postupne vychadza stale zretelnejsie
najavo, ze désledné a najmé bezstarostné pouzivanie mnozino-
vého jazyka uvadza matematiku priamo do sveta tedrie mno-
zin, a tak, v istom zmysle, podriaduje ostatné matematické
discipliny tejto teorii.

Toto vysadné postavenie v ramci matematiky nenadobudla
tedria mnozin nahodou, ale preto, lebo v nej doslo k odvdznemu
zavi$eniu a kanonizovaniu predstav rozvijanych najvplyvnej-
Sim vyvojovym prudom matematiky, a to v dobe, ked sa vnu-
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torna jednota matematiky zacala uz davno prejavovat a po-
treba zjednotenia matematiky, t. j. potreba dat tejto prejavene;j
jednote akusi institucionalizovant podobu, naplno pocitovat.

Len mimochodom spomenme Descartov objav sturadnicovej
sustavy, ktory daval do suvisu klasicki geometriu s algeb-
rou a analyzou, alebo Leibnizov a Newtonov objav infinitezi-
malneho poctu, ktory, popri matematickej tedrii pohybu, tiez
umoznil zvladnut rézne zlozité geometrické utvary pomocou
utvarov elementarnych.

Zamer tedrie mnozin pojat do seba celd matematiku sa pre-
javoval a dozrieval len velmi pozvolna a naplno bol vyslo-
veny az priblizne v polovici tohto storo¢ia napriklad Nicola-
som Bourbakim, podla ktorého matematika je Stadium roz-
nych mnozinovych struktur. Prvy rozhodujuci krok v tomto
smere bol vS§ak uéineny uz ddvno predtym, ked sa Cantorovi
a Dedekindovi podarilo vybudovat kanonicky model realnych
¢isel v tedrii mnozin. Tym dostala pevny zaklad vtedajsia vlad-
nuca matematicka disciplina — analyza, ¢o umoznilo vyhnut
sa v nej tazkostiam spojenym s nekoneéne malymi veli¢inami
a kanonizovat tzv. e§-techniku. Na druhej strane tym matema-
ticka analyza prestala byt infinitezimalnym kalkulom v pra-
vom zmysle tohto slova a ako jedna z prvych sa stala stadiom
istej mnozinovej struktary. K tomu tiez nemalou mierou pris-
pel novy mnozinovy vyklad funkcie ako mnoziny usporiada-
nych dvojic splfiajucich znému podmienku jednoznaénosti.

Zhodne podla Bolzana i Cantora je mnozina suhrn neja-
kych Iubovolnych, ¢asto i znaéne réznorodych objektov — prv-
kov mnoziny — v jeden celok. Nejaka mnozina je tak samos-
tatny, jediny objekt jednoznacne urceny zoskupenim svojich



40 Postavenie tedrie mnozin v sicasnej matematike

prvkov, nezavisle od sposobu ich spojenia. Teda prvky sana vy-
tvoreni mnoziny podielaju len samotnou svojou pritomnostou.
V prikrom rozpore s mnohymi uc¢ebnicami rozsirenymi najmé
na zakladnych a strednych skolach si tak dovolime tvrdit, Ze
pojem mnoziny nie je zdaleka takym prirodzenym pojmom, ako
sa nam ich autori snazia nahovorit, a to hned z dvoch dévo-
dov. Nejaka mnozina je totiz idealny objekt, ktory vytvarame
az aktom myslenia tak, Ze si nejaké, casto i znacne pocetné
¢i dokonca ,nekonecné” zoskupenie objektov vylozime ako ob-
jekt jediny, a navysSe dosledne abstrahujeme nielen od vlast-
nosti jednotlivych objektov, no taktiez od akychkolvek vizieb
a vztahov medzi nimi.

Toto vsetko méze niekomu pripadat len ako samotucelna
hra so slovickami. V skutoc¢nosti ma vs§ak prave takyto pri-
stup k mnozindam nedozerny vyznam tak pre teériu mnozin
samotnu, ako aj pre matematiku v teérii mnozin. Tym, Ze si
jednotlivé mnoziny vykladame ako objekty, mézeme ich opét
zoskupovat a tvorit tak mnoziny tychto mnozin, mnoziny mno-
Zin mnozin atd., ¢im sa pred tedériou mnozin otvaraju nové
netusené obzory. Len ako celkom jednoduchy priklad si uve-
domme, Ze je podstatny rozdiel, ¢i z mnozin {0}, {0,1} vy-
tvorime mnozinu {{0},{0,1}} t.j. obvykly mnozinovy model
usporiadanej dvojice objektov 0, 1), alebo len jednoducho zo-
skupime ich prvky do mnoziny (mnozinovy model neusporia-
danej dvojice objektov O, 1).

Este délezitejsia ¢rta takéhoto pristupu k mnozinam je ukry-
ta v tom, ze si ako mnoziny, t. j. ako samostatné objekty, vy-
kladame lIubovolné zoskupenia objektov, ¢asto i bez toho, Ze
by sa nam vobec zoskupené ukazovali. Takze ich zoskupujeme
vlastne az dodatocéne, v mysleni, zaroven ako tvorime ich mno-
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zinu. Tym vsSak dochadza k neobycajnému rozsireniu a obo-
hateniu, no niekedy i k zanesvareniu réznych oborov objektov
skimanych tradiécnymi matematickymi disciplinami o objekty
nové, ktoré nielenze nemozeme nazerat, ale nevieme si ich ani
predstavit, a ktorym by sme sa pred prijatim mnozinového
stanoviska asi zdrdhali vobec priznat existenciu. Tak napri-
klad okrem klasickych rovinnych geometrickych ttvarov, ako
su priamky, Stvorce, kruznice a pod., ktoré si teraz vykladame
ako mnoziny bodov na nich leziacich, objavuju sa v tomto no-
vom svetle rozne podivné utvary, ako trebars krivky zapliiajtce
Stvorec alebo nemeratelné mnoziny. Podobne aj obor redlnych
funkecii sa obohatil nielen o funkcie, ktoré si vobec nevieme
predstavit, ako napriklad Bolzanovu spojiti funkciu, ktora
nema nikde derivaciu, ale aj o funkcie, ktoré z principidlnych
dovodov nemozno zadat nijakym predpisom, ¢o znacéne proti-
rec¢i nasSmu poévodnému prirodzenému porozumeniu pre tento
pojem.

Pritom nazory na podobné otdzky sa zvyknu ¢asom znacne
menit. Mnohé matematické objekty, ktoré sa kedysi povazovali
len za akési patologické kontrapriklady prilis vSeobecnych hy-
potéz, alebo za sice zdbavné, no na nic nie stce kratochvile, sa
moézu zrazu ocitnuit v centre pozornosti, ¢i uz pre svoj teore-
ticky vyznam, alebo uzitoc¢nost v aplikdcidch, a zaradit sa tak
do radu ,déstojnych” a ,vazenych” obyvatelov matematického
sveta.

Za vsetky priklady spomenme len fraktaly — geometrické
objekty s necelociselnou dimenziou, ktorych vlastnosti, kedysi
povazované za patologické, su dnes, vdaka ich pocitacovému
zobrazeniu, zdrojom silnych estetickych zazitkov. A ich idedlne
formy, ktoré by sme kedysi len neochotne zahliadli v geomet-
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rickom svete, naraz nachddzame priamo v prirode div nie na
kazdom kroku.

Teéria mnozin vsak ¢asto umoznuje vykladat i rozne vlast-
nosti objektov ¢i vztahy medzi objektmi ako mnoziny, teda
vykladat ako objekty i rézne sprievodné javy ukazujice sa
na objektoch, ktoré si bezne ako objekty nevykladame. Tak
napriklad vlastnost niektorych ludi ,mat modré oéi” potom
nahradzame mnozinou vSetkych modrookych lI'udi a vztah ot-
cov k synom mnozinou vsetkych usporiadanych dvojic muzov,
z ktorych prvy je otcom druhého. Vidime teda, Ze v podstate
podvedomy zamer tedrie mnozin — vylozit ¢o najviac javov ako
objekty — ma znacny metodologicky dosah. Prezradme uz vo-
pred, Ze tento objektivizaény zamer ma svoje medze, teda nie
je do dosledku uskutoénitelny. Na druhej strane prave snaha
o dosledné napliianie tohto zémeru je do znaénej miery zodpo-
vednad za tazkosti, v ktorych sa tedria mnozin ocitla na prelome
19. a 20. storodia.

Poslednym z vedicich zamerov teérie mnozin, o ktorom sa
tu zmienime, a ktory sme vzhladom na svoju reprezentativ-
nost a pripisovanui mu délezitost, mali uviest vlastne na pr-
vom mieste, je snaha o jednotny vyklad javu nekonecna ¢i as-
pon vyskytov tohto javu v matematike prostriedkami teérie
mnozin. KedzZe rozne pristupy k vykladu nekonec¢na sa stali
zdrojom najvaznejSich ideovych stretnuti a filozofickych spo-
rov, povazujeme historicky prierez prave touto problematikou
za najvhodnejsi sposob, ako uviest ¢itatela do filozofickych ota-
zok tedrie mnozin a zakladov matematiky.

Najprv vsak nezaskodi v kratkosti si vyjasnit, ¢o je to za
nekonecéno, ktoré matematika ucinila predmetom svojho sku-
mania.
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Nekonecéno sa tradi¢ne vo filozofii i v matematike chéape
ako negativna kategoéria; nekonecné je to, ¢o nie je konecné.
Ak teda chceme vylozit jav nekonecna, ¢i ho dokonca skimat
matematickymi prostriedkami, musime si najprv vyjasnit, na
zéklade ¢oho niektoré javy prehlasujeme za konecné.

Pritom vedome ponechdavame stranou mozné spekulacie o ne-
gativnosti koneéného (ohranicenost ¢i pritomnost konca su ne-
gativne urcenia, teda naopak, nekonecno, charakterizované
ich nepritomnostou, je pozitivna, a konec¢no ako jeho negdcia,
negativna kategoria), lebo v smere nasich zadmerov by nds ne-
posunuli anio piad. Skér by ndas zaviedli na hegelianske sces-
tie.

Konecné je teda to, o ma koniec; aby sme vSak nieco mohli
opravnene za konec¢né prehlasit, musime to najprv v jeho ko-
necnosti uchopit, to znamen4d i tento koniec uvidiet. Uz na
tomto mieste je zrejmé, ze vyklad javu konecna, pripadne ne-
konecna, nie je vobec jednoduchou zalezitostou, pretoze hned
od samého zaciatku sa nam pontkaju dva zasadne odlisné pri-
stupy.
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Kazdy nds pohlad, nech ho vedieme ktorymkolvek smerom,
je — pokial mu nestoji v ceste nejaka pevnd prekdzka, ktord ho
ostro ukoncuje — ohranic¢eny obzorom, smerom, ku ktorému sa
jasnost nasho pohladu vytraca, a ¢o je za tymto obzorom, to uz
nevidime vobec. Tak je to nielen pri pohlade do dialky, t. j. sme-
rom k Coraz vac¢sim vzdialenostiam, ked sa pred nami otvara
obzor dosiahnutelnosti, no i pri pohlade smerom do hibky, t. j.
k vzdialenostiam ¢oraz mensim, ked sa pred nami vyndra obzor
rozlisiteInosti nasho pohladu. Pre istotu este poznamenajme,
ze pohladom tu nerozumieme len pohlad zrakom, ale lubovolné
vedomé zmyslové, pripadne i ¢iste myslienkové uchopenie ne-
jakého javu.

Co obsiahneme jedinym pohladom pred obzorom ohrani-
¢ujucim jasnost nasho pohladu, mézeme opravnene prehlasit
za koneéné. Ak si javy, ubiehajtuce az k tomuto obzoru, vylo-
zime ako nekonec¢né, hovorimeo takzvanom prirodzenom neko-
necne.

Obzoru vsak nerozumieme ako hranici sveta, ale ako hra-
nici nasho pohladu na svet. Obzor nie je vo svete pevne umiest-
neny, ale zaostrenim pozornosti ho mézeme oddialit, pripadne
jej otupenim sa k nam priblizi. Svetu teda rozumieme tak,
ze plynule pokracuje aj za obzorom, hoci tam ho prave nevi-
dime. Ukazujtci sa obzor je tak javom neostrym, a nie je javom
samotného objektivneho sveta, lez javom sprevadzajucim nas
pohlad na svet, teda javom subjektivhym.

Z toho tiez vyplyva, zZe to, ¢o sa ndam prinejakom pohlade javi
ako prirodzene nekonecéné, moze sa po zaostreni tohto pohladu
dostat celé pred obzor, teda javit sa konecnym.

7 doévodov, ktoré si tu nemoézeme dovolit rozoberat, je ta-
kyto pristup k $tudiu koneéna a nekonecéna nezluéitelny so
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statusom klasickej objektivnej vedy. Pri klasickom objektivis-
tickom pristupe sa nestarame o to, akym sa ndm nieco javi, ale
o to, aké to ,samo osebe”, teda ,objektivne ako také”, je. Pri-
tom nechajme bokom nelahku otdzku, ¢o tie slovné spojenia
v uvodzovkach vlastne znamenaju a ¢i maju vébec zmysel, pri-
padne, ¢ je takyto idedl pre nds dosiahnuteIny. Specidlne ndm
v tomto pripade nejde o to, ¢i sa nam nieco javi ako konec¢né,
t. j. lezi prave pred obzorom, ale o to, ¢i to naozaj objektivne je
konec¢né raz a navzdy. Absoltuitne nekonecnym potom nazyvame
to, o nie je v takomto zmysle konecéné.

Na druhej strane, nech akokolvek oddialime obzor ndsho po-
hladu, teda prekro¢ime dovtedajsi obzor, obzor ako taky sa ndm
prekonat nepodari. Nas dalej dosahujtci ¢i hlbsie prenikajtci
pohlad bude opit ubiehat k tomuto vzdialenejsiemu obzoru.
Samotny jav obzoru, na rozdiel od jednotlivych vyskytov tohto
javu, je teda javom navysost objektivnym. Objektivna priro-
dzena nekonecnost sveta spoc¢iva prave v nemoznosti prekonat
v ktoromkolvek smere takto ponaty jav obzoru, to znamena
v nemoznosti vyluéit subjektivne prirodzené nekonecno. Ak si
tuto objektivnu prirodzend nekonecnost sveta vylozime ako
absolitne nekoneéni, budu nositelmi absoltiitneho nekonecéna
jedine javy ubiehajice ,az na samy kraj sveta”, teda za vsetky
pomyselné obzory. No nemoznost prekonat obzor robi tiez ne-
moznym o ¢omkolvek overit, ze je to ,objektivne” absolitne
nekonecné. Absolitnu nekonecnost teda mézeme niektorym
javom iba priznat na zaklade nejakého vykladu. Tieto vyklady
v8ak uz moézu byt pomerne Iubovolné.

Ak sa teda chceme vyhnut agnostickému zdveru o princi-
pidlnej nemoznosti poznat absoliutne nekoneéno, musime vy-
pracovat nejaky kanonicky vyklad tohto pojmu, ktorému by
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sme pred vsetkymi ostatnymi dali prednost. Na také nieco
sa citi povolana len teoldgia. Tradi¢ne bola totiz aktualna ab-
solitna nekonecénost ako atribut pripisovand vyluéne Bohu
(hlavne pokial ide o mieru Jeho Mudrosti, Moci, Dobroty a Mi-
losti), kym vSetky stvorené bytosti vratane ¢loveka (a tym aj
jeho schopnosti), bez toho, Ze by bolo jasné, ¢o to znamena, boli
prehlasené za konecné. Celok stvoreného bol zvycéajne chapany
ako potencidlne (opit absolitne) nekoneény, lebo i moc a moz-
nosti (potencie) Stvoritela su nekoneéné. Aktualnu nekonec-
nost sveta prehlasil a teologickymi argumentami zdévodnoval
Giordano Bruno. A hoci to zrejme nebol jediny dévod, vSetci
vieme, ako skon¢il.

Teologické motivacie skutoc¢ne zohrali vyznamnu tulohu pri
vypracuvani vykladu absoltitneho nekoneéna. Umoznuju nam
totiz nase nedokonalé, ohranic¢ené, a tym nutne i kone¢né po-
znavanie opriet o nekonecné poznanie dokonalej, vSeveducej
a vSemohucej bytosti, a tak mu zarucit akysi status objektiv-
nosti. Teda rozumom mézeme postupne poznavat to, ¢o Boh
obsiahne jedinym pohladom.

Vyklad absolutneho nekonec¢na teda vypracuvame tak, zZe
sa pokusame vmysliet do situdcie, v ktorej by sme svet videli
,Bozimi ocami”. V tejto chvili vSak presne v zhode s Feuerba-
chovym rozborom podvedome zaciname ,tvorit Boha na svoj ob-
raz”. Teda nas Boh vidi cely svet tak, ako my vidime svet pred
obzorom, ¢im obzor oddalujeme az do absolitneho nekoneéna
a absolutnemu nekonecénu podstivame atributy nekoneéna pri-
rodzeného. To samo osebe by este nebolo také zlé; prave na-
opak, dovolime si tvrdit, ze abstrakcia absolutneho nekonecna
sa v matematike ukdzala uzito¢nou a plodnou hlavne v tych
smeroch a potial, pokial sa nerozisla s nekoneénom prirodze-
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nym a dokézala si zachovat jeho charakteristiky, t. j. pokial ju
mozno asponl dodatocéne podlozit nejakou podobou javu obzoru.

V minulom storoc¢i sa vSak teologické motivacie uz davno
netesia medzi vedcami oblube. Jednako porozumenie pre ne-
konecno ako pre nekonecéno absolutne sa v tomto obdobi na
pdde matematiky definitivne kanonizuje, kedZe stratené poro-
zumenie pre nekonecno prirodzené sa do tych ¢ias v ramci
klasickej objektivnej vedy nestihlo obnovit, a nikto sa o to ani
nepokusal. Neostava teda iné, nez na teologické motivéacie za-
budnut a prijat absolitne nekonecno bez nich. O to hlbsie sa
vsak teologické motivacie usadili v hlbokom podvedomi mate-
matikov, ¢o, kedze nereflektované, je postavenie niekedy este
vplyvnejsie.

Este poznamenajme, Ze i pri pohlade do vlastného vnutra sa
stretavame s ré6znymi vyskytmi javu obzoru, a tym tiez s priro-
dzenym nekonec¢nom. Teda ¢lovek, no rovnako vari kazdy jav
zivej i nezivej prirody, je v nasom ponati nositelom réznych
podob prirodzeného nekonecna.

V zhode s nasim porozumenim pre obzor si javy ubiehajtce
k obzoru vykladame ako plynule pokracujice este aspon ku-
sok za obzorom. Nase porozumenie pre prirodzené nekonecno
je teda porozumenim pre nekonecéno uskutoénené, t. j. aktudl-
ne. Chapat prirodzené nekonecno ako potencidlne mozeme leda
dovtedy, kym neddjde k oddialeniu prislusného obzoru. Aktu-
alizacia potencidlneho prirodzeného nekonecna tak tesne suvis
s oddialenim obzoru, ¢im sa vS§ak pévodne nekonecéné qdotvara
a stava koneénym.
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Naproti tomu k abstrakcii absolitneho nekonecéna dospie-
vame postupnym a opdtovnym oddalovanim obzoru. Absoltutne
nekonecno je tak myslenou medzou, kam az mézeme obzor od-
dialit. No kedZe oddialenim obzoru sa samotného obzoru nijako
nezbavime, vystupuje pred nami absoliitne nekonec¢no v po-
dobe potencidlnej, ani nie tak ako medza, lez iba ako ¢éira moz-
nost stdle dalsieho oddalovania obzoru.

Snaha o aktualizaciu absolitneho nekonecna tak nie je ni-
¢im inym, nez snahou o rozsirenie takéhoto vykladu nekonecna
prirodzeného aj na absolitne nekonecno.

Na prvy pohlad sa moze zdat, Ze teologickym pristupom
hravo zvladneme i tento problém, lebo tak, ako my sme schopni
uchopit prirodzené nekonecno v jeho uskuto¢neni, dokaze Boh
uchopit nekonecno absolutne. Ked sa vsak pokusime aplikovat
nasu uvahu o oddialeni obzoru na cely svet, presnejsie Jkraj
sveta”, zistime, ze aktualizacia absoliutneho nekoneéna nuti
Boha najprv vystupit zo sveta von, niekam do zasvetia. I to by
sme este stdle mohli pripustit. Potom vsak svet pred Bozim
pohladom neubieha podobne, ako ndm ubieha k obzoru t4 ¢ast
sveta, ktoru vidime, ale lezi pred nim, takpovediac, ako na
dlani, podobne ako pred nami lezi nejaky konec¢ny jav.

Aktualizaciou absolutneho nekoneéna teda na toto neko-
nec¢no neprenasame atributy prirodzeného nekonecna, ale at-
ributy konec¢na. Aktudlne nekonecno je tak abstrakciou znacne
chulostivou a oSemetnou, pokusajticou sa v sebe stmelit znaky
prirodzeného nekonecéna so zavirSenostou bez toho, aby ho tym
zvratilo v konecno. Navyse sa potom stdva nacisto nejasnym,
aké znaky ma aktudlne nekonecno podedit od prirodzeného ne-
konecna a aké od konecna. Niet sa teda ¢o divit, Ze aktudlne ab-
solutne nekonecno dalo podnet k tolkym sporom. Vsetky tieto
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spory vSak uz prebiehali bez prihliadnutia k nekoneénu pri-
rodzenému. Pod nekoneénom sa totiz v matematike odvtedy
az podnes rozumelo takmer vylucne to, ¢o tu nazyvame neko-
neénom absolitnym. A tak sa celda diskusia okolo nekonec¢na
v matematike sustredila na otazku opravnenosti jeho aktuali-
zacie.

Pritom az do vzniku tedrie mnozZin sa toto nekonecno chape
vyluéne, snad len s vynimkou sv. Augustina, Giordana Bruna
a Ciastocne Gottfrieda Wilhelma Leibniza, u ktorého sa strie-
davo vyskytuju obidve ponatia, ako nekonecéno potencidlne. Ak
sa aj aktudlne nekonec¢no objavi v nejakej ivahe, tak zvicsa
s umyslom od jeho §tudia odradit. Uvahy nad Zenénovymi apé-
riami, podobne ako niektoré argumenty proti pé6vodnému infi-
nitezimalnemu poctu st toho prikladom.

A opit vstupuje do hry teologické hladisko. Tento raz vSak
vedie k vykladu, podla ktorého studium aktudlneho nekoneéna
je nepripustnym zasahovanim do Bozej pravomoci. To bolo tiez
jednou z pri¢in nedévery tolkych matematikov k Leibnizovym
aktudlne nekoneéne malym ¢éi nekoneéne velkym veli¢inam
A tazkosti a spory, ku ktorym v infinitezimalnom pocte cas
od ¢asu dochadzalo, sa potom dali vykladat len ako zasluzené
tresty za tento hriech. S objavom mozZnosti eliminovat Leib-
nizove nekoneéne malé a nekoneéne velké veliéiny pomocou
limit a e6-techniky, ktoré sa vo svojej pé6vodnej podobe zakla-
daju na pristupe k nekoneénu ako potencidlnemu, je tak ich
osud nadlho specateny.

O obnovenie Leibnizovho infinitezimdlneho poc¢tu — ak pone-
chame stranou niektoré skorsie nie celkom dotiahnuté pokusy
— sa zasluzi az v Sestdesiatych rokoch 20. storocia takzvana
nesStandardna analyza, vybudovana Abrahamom Robinsonom.
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No podari sa jej to len za cenu zlozitého modelovania tychto
javov v tedrii mnozin a ich podriadenia zamerom klasickej cd-
analyzy.

Cestu prirodzenému nekonec¢nu zac¢ne do matematiky klies-
nit az o dalsich desat rokov neskor takzvana alternativna teé-
ria mnozin objavena Petrom Vopénkom, ktora sa okrem iného
tiez pokusi o novy vyklad infinitezimdlneho poc¢tu pomocou
prirodzene nekoneéne malych a prirodzene nekoneéne velkych
veliéin a porozumenia pre dynamiku javu obzoru. Treba vsak
poctivo dodat, Ze tento pokus sa za prvé kroky zatial nedostal.

Ale to uz znacne predbiehame. Na tomto mieste len pozna-
menajme, Ze porozumenie pre prirodzené nekonecno sa bez
prerusenia udrzalo az podnes na poéde fyziky. KedZe fyzika si
nikdy nekladla za ciel ucinit samotny jav nekone¢na predme-
tom svojho skiimania, nikdy ani nepocitila potrebu tento pojem
objektivizovat, ¢o, ako sme uz videli, viedlo k jeho absolutizdcii
v matematike. O tom svedc¢i i bezné pouzivanie nekoneéne ma-
lych a nekonecéne velkych veli¢in pri réznych vypoctoch, kto-
rého sa fyzici, ¢asto na velku nelubost svojich matematickych
kolegov, nikdy celkom nevzdali. Ich dévera v pévodny infinite-
zimalny kalkul zostala natolko neotrasend, Ze si dokonca ani
prilis nevsimli snahy nesStandardnej analyzy tento ich osved-
¢eny nastroj rehabilitovat a znovu legalizovat na pode mate-
matiky. Na druhej strane niektoré fyzikalne otazky so znac-
nym filozofickym dosahom, ako napriklad otdzka konec¢nosti
¢i nekonecnosti vesmiru, su zrejme bez dokladnej precizacie
tychto pojmov i na poéde fyziky, samozrejme s prihliadnutim
na mnohé z toho, ¢o uz o nich vie matematika, principidlne
neriesitelné, ak nie priam nezmyselné.
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4. Pociatky teorie mnozin
u B. Bolzana

Historicky prva podobu teérie mnozin rozpracoval Bernard
Bolzano (1781-1848) vo svojom diele Paradoxy nekonecna, vy-
danom az po jeho smrti r. 1851. Pritom pojem mnoziny sa vy-
skytol uz v jeho fundamentalnom diele Vedoslovie z r. 1837,
venovanom analyze logickych, metodologickych a filozofickych
predpokladov zdovodnenia vedeckého poznania.

Zamer, s ktorym Bolzano svoju teériu mnozin rozvija, je
vyklad javu nekoneéna. Presnejsie, Bolzano sa snazi dolozit,
ze Tubovolny vyskyt javu nekoneéna je vyvolany nejakym ne-
koneénym mnozZstvom objektov, ¢i aspon ho mozno na takéto
nekoneéné mnozstvo objektov dodatoéne previest. Studium javu
nekonecna mozno tak zredukovat na stidium prislusného ne-
konecéného oboru objektov.

Bolzanovo porozumenie pre nekonecno je klasické, to zna-
mend, Ze pod nekonecnom rozumie vzdy len nekoneéno abso-
Iatne. Bolzanovym zamerom pritom je Studovat toto nekonecno
v aktualizovanej podobe. KedZe nejaki mnozinu moézeme vy-
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tvorit, az ked st uz vytvorené vsetky jej prvky, je prave ne-
konecéno pritomné v nekonecénych mnoZindch nekone¢nom ak-
tudlnym. Nositelmi aktualneho nekoneéna sa tak v Bolzano-
vom ponati stavaju nekonec¢né mnoziny. Po priklady nekonec-
nych mnozin siaha Bolzano do matematiky, je si totiz vedomy
toho, Ze v redalnom svete by len tak I'ahko neuspel. No nie-
len to — klasické matematické obory, ako napriklad prirodzené
¢isla, geometricky priestor a pod. mozno tiez vykladat ako ne-
konec¢né len potencidlne — Bolzanovou ulohou teda je vykazat
opravnenost ich aktualizacie. Inak povedané, Bolzano musi
najprv presvedc¢it Gitatela, Ze existuje aspon jedna nekonecénd
mnozina.

Bolzano si velmi dobre uvedomuje, Ze vzhladom na charak-
ter absoltitneho nekonec¢na musi ,dokaz” existencie nekonec-
nej mnoziny presahovat ramec realneho sveta. Prostriedkom
prekonania tohto ramca st mu teologické tivahy. Bolzano sku-
to¢ne podava dovtipny dokaz, v ktorom v podstate metédou
matematickej indukcie opiSe navod na zostrojenie nekonecne
mnohych ,pravd osebe”. Aktualizaciu tohto, zatial mozno iba
potencialne nekoneéného oboru, mu zarucuje Bozia vSeveduc-
nost: Bolzano uzatvara, Ze vsetky tieto pravdy, t. j. nekoneéna
mnozina tychto pravd, st v uskutoéneni pritomné v mysli Bo-
zej.

Od tejto chvile sa uz Bolzanova tedéria mnozin moéze neru-
Sene rozvijat. Bolzano je vSak pri prizndvani existencie roz-
nym nekoneénym oborom objektov, teda pri vytvarani neko-
necénych mnozin, znacne opatrny. Starostlivo rozlisuje medzi
mnozinami uz uskutoénenymi a mnozinami uskutoénitelnymi,
t. j. tymi, ktoré len mozno vytvorit. Teda k oboru nekonecénych
mnozin pristupuje podobne ako pristupujeme napriklad k pri-

4. Pociatky teérie mnozin u B. Bolzana 53

rodzenym éislam, pokial ich nekoneéno chdpeme len ako po-
tencidlne. Touto opatrnostou vSak svoju teériu mnozin vopred
poistil pred podobnymi spormi, do akych neskér upadla teéria
mnozin Cantorova.

Bolzano tiez znovu objavuje zdanlivy paradox, znamy uz
Thomasovi Bradwardinovi (1290?7-1349) a Galileovi Galileimu
(1564 -1642), podla ktorého medzi nekoneénymi mnozinami
neplati vSeobecne zdasada ,celok je vicsi ako cast”, celkom sa-
mozrejma medzi kone¢nymi mnozinami. Tento princip neskér
Richard Dedekind (1831-1916) povysi priamo na definiciu ne-
kone¢nej mnoziny: ,Mnozina je nekonec¢nd, ak ju mozno vza-
jomne jednoznacne zobrazit na nejaku jej vlastni podmno-
zinu.”

Jednym dychom s tymto principom vSak Bolzano vyslovuje
princip este jeden, ktory v stcasnej terminolégii znie takto:
Jubovolné dve nekoneéné mnoziny mozno na seba vzdjomne
jednoznacne zobrazit.”

V dosledku tohto principu, Bolzanovej opatrnosti a toho, Ze
Bolzano dalej cerpa svoje nekone¢né mnoziny uz len z oborov
matematickych objektov dovtedy studovanych ako potencidlne
nekonecné, tieto jeho mnoziny neprekracuju ramec prirodze-
ného ndzoru a mozno ich tak ¢éi onak umiestnit do priestoru.
Tym je tiez zarucéené pevné spojenie jeho teorie s realitou.

Bolzano zil v Prahe — a neskoér, ked ho pre jeho teologické
ucenie nezlucitelné s oficidlnymi cirkevnymi dogmami a najmé
jeho pokrokové (i ked zjavne utopické) nazory na socidlne otazky
zbavili profestry na Karlovej Univerzite a stal sa tercom pre-
nasledovania rakuskych turadov, uchylil sa dokonca na vidiek
teda bokom od centier vtedajsieho vedeckého diania. Jeho teé-
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ria mnozin, ktoru ostatne ani nedoviedol do zaviSenej podoby,
zostala dlho, podobne ako jeho mnohé iné vyznamné mate-
matické objavy, takmer nepovS§imnuta. Jeho pracami z logiky
a filozofie vedy sa, okrem Franza Brentana, vyraznejsie inSpi-
rovali az v nasom storo¢i Edmund Husserl a niektori predsta-
vitelia polskej logickej §koly, najmé Jan Lukasiewicz a Alfred
Tarski.

Vynimku tvori snad len Georg Cantor (1845-1918), ktory vy-
soko ocenil Bolzanov prino s pre teériu mnozin. Zd4 sa vsak, ze
s Bolzanovymi Paradoxmi nekonecna sa zoznamil az v dobe,
ked zdkladné myslienky svojej tedrie mnozin uz zverejnil a
bol nuteny branit svoju koncepciu aktudlneho nekonec¢na pred
réznymi, casto nevyberanymi itokmi. Preto uvital kazdé dielo
z minulosti, ktorym by toto svoje ponatie mohol podopriet. Na
druhej strane odliSnosti Bolzanovej tedrie od svojej vlastnej
Cantor povazoval za Bolzanove omyly. Ako priklad nam moéze
posluzit uz spominany Bolzanov princip ekvivalencie nekonec-
nych mnozin, ktory je v spore s principom, podla ktorého nijaku
mnozinu nemozno zobrazit na mnozinu vsetkych jej podmno-
zin, ¢i s nespocitatelnostou mnoziny vsetkych redlnych éisel,
dokazanymi Cantorom. Takato interpretacia Bolzanovej tedrie
mnozin bola v§eobecne prijimana az do sedemdesiatych rokov
nasho storodia.

Z tychto odlisnosti Bolzanovej a Cantorovej teérie mnozin
vsak mozeme vyvodit i celkom protichodny zaver, totiz, Ze sa
myli Cantor — a po nom skoro celd matematika - ked
povazuje za aktualizovatelny obor P(X) vSetkych podmno-
zin nekonec¢nej mnoziny X ¢i obor vobec vsetkych realnych ¢i-
sel. Cantorov dokaz, podla ktorého pre [ubovolné zobrazenie
f: X — P(X) mozno diagonalnou metédou zostrojit mnozinu
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Y={xeX;x¢f(x)} taku, ze plati Y € P(X), no Y # f(x) pre
kazdé x € X, mozno chédpat aj ako navod umoznujuci pre lu-
bovolnt mnozinu A podmnozin nekoneénej mnoziny X zostro-
jit mnozinu Y C X, Y ¢ A. Podobne Cantorov dékaz nespo-
¢itatelnosti oboru realnych ¢isel mozno tiez chdapat ako dokaz
nemoznosti vyéerpat obor realnych ¢isel akoukolvek ich mno-
zinou. Hocako velkt mnozinu redlnych ¢isel si vezmeme, podla
Bolzanovho principu ju mézZeme ocislovat prirodzenymi ¢islami
a Cantorovou metédou potom vzdy vieme zostrojit nejaké nové
redlne ¢islo, ktoré do tejto mnoziny nepatri.

Pritom nebude bez zaujimavosti si uvedomit, Ze sme sa
prave stretli s dvoma navzajom si odporujticimi principmi ty-
kajucimi sa nekone¢nych mnozin, z ktorych kazdy mozno zdo-
vodnit a motivovat teologickymi argumentami. Na prvy po-
hlad sa zd4, ze ak si mnoziny stdle vic¢sich a viésich mohut-
nosti mozné, t. j. bezosporné, tak ich uskuto¢nenie je v Bo-
zej moci, teda prijatie Cantorovho stanoviska je uz predpojaté
v nasom zamere po stotozneni oborov vSetkého bezosporného
a uskutoéniteIného. Na druhej strane ak X, Y st nekonecéné
mnoziny, tak vzajomne jednoznac¢né zobrazenie X na Y je tiez
bezosporné, teda z rovnakych teologickych dévodov aj uskutoc-
nitelné, éo pre zmenu dava za pravdu Bolzanovi. MdZeme sa
teda rozhodnut: bud budeme mat v univerze mnozin ,bohatt”
Struktiru nekoneénych mohutnosti a ,chudobny” obor zobra-
zeni, lebo ,bohaty” obor zobrazeni a jedint nekoneént mohut-
nost. Pritom druhd moznost v sebe tud prva implicitne zahina:
obmedzenim sa na vhodné zobrazenia Specialnych vlastnosti
sa rozne, nie nutne len cantorovské, struktury nekonecénych
mohutnosti pred nami opét vynoria.
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Bolzanova a Cantorova tedria mnozin su teda dve podstatne
odlisné teorie, do istej miery podobne ako Euklidova a Bolyaiho-
-Lobacéevského geometria. Bolzanovu teériu mnozin dosial ni-
kto stustavne nerozvijal a uz toboz sa nepokusil zalozit na nej
matematiku. Ani v dobe krizy Cantorovej teérie mnozin sa ni-
kto nepokusal hladat vychodisko, ktoré sa u Bolzana samo po-
nukalo. V Bolzanovom diele teda stdle ostdava mnohé, ¢im by
sme sa mohli podnes inspirovat. Do znacnej miery tento dlh
voci velkému mysilitelovi splaca alternativna tedria mnozin.
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5. Vznik teorie mnozin
v diele GG. Cantora

Vznik tedrie mnozin je nerozlucne spéaty s menom Georga
Cantora. A dodajme rovno, Ze plnym pravom. Cantor nielenze
vypracoval svoje ponatie teérie mnozin, ktoré podnes ostava jej
takmer vyluénym ponatim, no taktiez zaviedol a rozpracoval
vécsinu zakladnych pojmov tejto tedrie a dokazal o nich viacero
fundamentdlnych tvrdeni, ktoré uz navzdy zostanu v zlatom
fonde matematiky.

Hoci Cantorovo matematické dielo nesie hlboku pecat sil-
nej filozofickej invencie svojho tvorcu, povodné zamery, ktoré
Cantora k studiu teérie mnozin viedli, neboli filozofickej ¢i
metafyzickej povahy ako zamery Bolzanove. Cantor sa k tedrii
mnozin dopracuva akosi mimovolne, v snahe o rieSenie kon-
krétnych matematickych problémov svojej doby. Tri z nich,
ktoré mali pre vznik tedrie mnozin zakladny vyznam, si tu
vSimneme trochu blizsie, hoci len v nevyhnutne zjednodusene;j
podobe.
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Rozklad funkcie f do Fourierovho radu

1 > :
f(x) = 5 ap+ Z (am cosmx + b, sin mx)

m=1

sa ukazal mimoriadne elegantnym a uéinnym nastrojom pri
popise roznych fyzikalnych dejov (akustika, vlnova optika, ve-
denie tepla), zostavovani a rieSeni diferencidlnych rovnic i pri
¢iste Strukturalnych skimaniach redalnych aj komplexnych fun-
kcii. Neskor bola tato teéria dalekosiahle zovSeobecnena a jej
vyznam eSte mnohondsobne vzrastol.

Pre tuto tedériu ma znacny vyznam otazka jednoznacnosti
rozkladu funkcie do Fourierovho radu. Presnejsie mozno tuto
otazku sformulovat takto:

Nech f, g su redlne funkcie definované na intervale (0, 2r),
s Fourierovymi rozvojmi

1 (0.)
flx) = 540 + Z (am cos mx+ by, sin mx),
m=1
1 R .
glx) = iCO + Z (e, cosmx +d,, sin mx)

m=1

Pre ,kolko“ bodov xe (0, 2n) ndm stadi vediet, ze f(x) = g(x),
aby sme mohli tvrdit, ze ag = ¢y a a,, = ¢y, by = d,, pre kazdé
m, a v dosledku toho tiez f = g na celom intervale (0, 2r)? Inak
povedané, ,kolko“ vynimiek z rovnosti f(x) = g(x) eSte mozeme
pripustit, aby sme mali zarucené, ze vlastne nenastanu nijaké
vynimky? Zrejme staci riesit celu otazku pre g rovné identicky
nule. Cantor dokazal vetu:

~Ak pre vSetky xe (0, 2r), s vynimkou nanajvys konec¢ného
poctu bodov x1, x9, ..., x,, rad
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1 oo
5 @0 + Zl (a, cos mx+ by, sin mx) @)
m:

konverguje a jeho stucet je rovny O , tak pre vsetky m je ag =
=a,=b,=0°

Pritom pojem ,konec¢ného poctu® tu chdpe este celkom intui-
tivne.

Neskor si uvedomil, Ze by za istych okolnosti mohol pripus-
tit tiez ,nekoneéne mnoho“ vynimiek. No vyjasnit ,za akych
okolnosti® si uz vyziadalo ivahy podstatne jemnejsie.

Prva tazkost, ktord musi Cantor prekonat, je nedostatocne
presné vymedzenie pojmu ¢iselnej veli¢iny, ¢ize redlneho ¢isla.
VoIne povedané dnesnym jazykom, Cantor buduje redlne éisla
tak, ze kazdé redlne Cislo je uréené ako limita nejakej postup-
nosti racionalnych é&isel spiiajucej tzv. Bolzanovu-Cauchyho
podmienku. Na tento obor potom prirodzenym spodésobom roz-
$iril aritmetiku a usporiadanie racionalnych cisel. No na takto
ziskany obor veli¢in mozno opét aplikovat predchadzajticu kon-
Strukciu a tvorit ich postupnosti, postupnosti ich postupnosti
atd., a zadavat nimi stdle nové a nové redlne cisla coraz vys-
Sich radov. Cantorovi sa podarilo ukazat, ze vSetky ich mozno
redukovat na redlne ¢isla prvého radu, t. j. na redlne ¢isla ur-
éené postupnostami ¢isel raciondlnych. Tieto a dalsie tivahy si
vynutili zaviest pojem mnoziny realnych cisel, pripadne tro-
chu vSeobecnejsie — bodovej mnoziny, a ucinit ho predmetom
dalsieho studia.

Cantor dalej zavadza pojem derivacie bodove] mnoziny A,
oznacenie A’ ako mnoziny vSetkych hromadnych bodov mno-
ziny A (t. j. takych bodov x, v ktorych ITubovolne malom okoli sa
nachadza nejaky bod a€ A rézny od x), a indukciou definuje
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jej n-tu derivaciu
AO = 4 AL — (A

Pévodnu vetu teraz mozno zovseobecnit takto:

LAk pre vSetky x € (0, 27), s vynimkou nanajvys mnoziny A
takej, ze A" = () pre nejaké n, rad (1) konverguje a jeho sucet
je 0, tak pre kazdé m jeag = a,, = b, =0.”

Postupne Cantora zacina stdle vac¢smi zaujimat struktara
samotnych bodovych mnozin. Uvedomuje si, akym silnym n4-
strojom na jej skimanie je pojem derivacie mnoziny, a zavadza
tiez derivacie vyssich radov:

AW — ﬂ AP, ACHD) — AWy
O<n<w

A2 = N Altn) AW N A atd.
0<n<w O<n<w

Cantorove vysledky o bodovych mnozinach dosiahnuté po-
mocou tychto derivacii, podobne ako ich dosledky pre jedno-
znacénost rozkladu funkcii do Fourierovych radov, uz pone-
chdame bokom. Tu si vSimneme len jednotlivé kroky, v ktorych
prebieha iterdcia tejto operacie. Spésob, akym jej jednotlivé
kroky za sebou postupne nasleduju, sa totiz stal vzorom pre
usporiadanie ordindlnych ¢isel a viedol k vzniku pojmu dobre
usporiadanej mnoziny.

Po vsetkych (koneénych) prirodzenych ¢islach O, 1, 2, ...,n,
n+1, ..., nasleduje prvé transfinitné cislo w, dalej cisla
w+ 1, w+2,..., za nimi ¢islo 2w, za vSetkymi cislami tvaru
niw + ng, kde ng,n; su prirodzené é&isla, nasleduje éislo w?,
postupne tak dospievame k éislam w?,...,w?, . ... Za vSetkymi
¢islami tvaru now®+niw* 1+, . +np_jw+ng, kde k, ng,nq, ..., n;
su prirodzené cisla, nasleduje ¢islo w*. Aby sme trochu pokro-

w

c¢ili, budeme postupovat stdle rychlejsie cez ¢isla w®,...w“" ...
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az k ¢islu obsahujucemu w takychto znakov umocnenia, ktoré
oznaéime ¢y = w*” . A to sme stdle eSte len na samom zaciatku
ordinalneho radu. Ak si vypomézeme dneSnou terminolégiou,
mozeme v kvalitativne novom kroku prebehnut vsetky spoci-
tatelné ordindlne éisla, t. j. také, ktoré maju nanajvys spoéi-
tatelne mnoho predchodcov, a dospiet k prvému nespocitatel-
nému ordindlu wi. Hoci ordindlne ¢isla, samozrejme, pokracuju
i dalej, tu sa zatial zastavime, lebo tu sa na ¢as zastavil i Can-
tor.

Pripomenme si, ze v klasickom ponati je obor prirodzenych
¢isel absolutne nekonecny, t. j. vedie az na samy kraj sveta,
za vSetky pomyselné obzory. Cantor si nielen dovoluje tento
obor aktualizovat, teda vytvorit mnozinu vSetkych prirodze-
nych cisel, no postulovanim prvého transfinitného c¢isla w vy-
stupuje vlastne v tomto ponati za hranice sveta, niekam do
neskutocna, do zdsvetia. Navyse si dovoluje i v tomto zdsveti
pokracovat v ceste, ktora sa ukazuje ubiehat k Coraz vzdia-
lenejsim medziam, spravajicim sa do znacnej miery podobne
ako obzory, a tieto kvalitativne nové obzory, ktoré su vlastne
hranicami ¢oraz rozlahlejsich novych svetov, dokonca prekra-
covat. Ba vybuduje i aritmetiku ordinalnych cisel, ktora rozsi-
ruje aritmetiku ¢éisel prirodzenych, no v oblasti transfinitného
sa od nej vyrazne lisi, teda dovoli si s tymito transcendentnymi
objektmi volne manipulovat.

Uvedomme si nezmyselnost takéhoto poc¢inania, prinajmen-
Som z hladiska klasického vykladu absolitneho nekonec¢na.
Len v abstraktnej podobe ¢istych ordinalnych ¢éisel by Cantor
k takému nieComu sotva nasiel odvahu, a asi by mu to ani
nenapadlo. Napokon prdve volbou samotného ndzvu ,transfi-
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nitny”, ¢o doslovne znamena ,zakonecény”, a nie ,nekonecny”,
dava Cantor jasne najavo, Ze si je istej problematickosti a nesa-
mozrejmosti svojich tranfinitnych ¢isel plne vedomy. Na dru-
hej strane vloZenim transfinitna medzi konecno a absoltutne
nekonecéno sa toto nekonecno stava este vzdialenejsim a ,abso-
latnejsim”.

Toto a podobné miesta Cantorovej teérie mnozin sa skutocne
stali tercom najréznejsich ttokov a Cantorovi sa priich obrane
dokonca prislo utiekat pod ochranu popredného teologického
filozofa — kardindla Franzelina. Proti téze svojich odporcov
pochadzajucej este od Carla Friedricha Gaussa (1777-1855),
podla ktorej nekonecéno je len obrat reci, ktorym chceme za-
chytit rast nejakej veli¢iny nad vSetky medze, teda nekonecno
potencialne, kym aktudlnemu nekoneénu nemdame pravo pri-
znat existenciu, stavia Cantor tézu celkom protichodnu, podla
ktorej len aktudlne nekoneéno je nekone¢no plnohodnotné a po-
tencidlne nekonecno je len akysi jazykovy zvrat, ktory, ak ma
mat vobec nejaky zmysel, uz predpoklada nekonecno aktudl-
ne, az na podklade ktorého sa jeho potencialita méze rozvijat.
Pritom v podstate, len trochu menej teologicky vycibrene, ¢o
vsak neujde Franzelinovi, zopakuje argumentéaciu Bolzanovu.

Cantor totiz tvrdi, Ze aktualizacia nejakého potencialne ne-
koneéného oboru objektov, t. j. vytvorenie nekonec¢nej mnoziny,
je v Bozej moci. A ¢o Boh moéze uskutoc¢nit a zmnozuje to jeho
slavu, to i uskutocénuje, — vlastne uz uskutocnil. Franzelin vsak
namieta, ze Boh je nielen v§emohtci, no taktiez absoltitne slo-
bodny. Niet teda pochyb, Ze nekoneéni mnozinu moéze usku-
tocnit. Nevieme vsak, ¢i ju uskutocnit chce.

AZ teraz mozeme plne docenit dovtipnost Bolzanovho po-
stupu, ktory objekty spadajice do svojej nekoneénej mnoziny

5. Vznik tedrie mnozin v diele G. Cantora 63

nevolil lubovolne, ale zvolil za ne nejaké pravdy osebe. Za exis-
tenciu jeho nekonecénej mnoziny teda neprebera zaruku Bozia
vSemohucnost, ktorej potencia sa naplia az zo slobodnej Bo-
Zej vole, ale ni¢im (okrem zdkona sporu) nepodmienenda Bozia
vseveducnost. Citatelovi ponechdvame rozhodnutie, & tuto te-
ologicku argumentdciu prijme ako presvedcivy dokaz existen-
cie nekonecénej mnoziny, alebo sa na nej pobavi a prejde ju so
zhovievavym tUsmevom, ¢i, pripadne, definitivne zatrati roz-
umadrsku teolégiu ako prejav hriesnej pychy [udského rozumu,
pokusajuceho sa domyslavo diktovat samému Bohu.

Cantora vSak k ordindalnym ¢éislam priviedol, takreceno proti
jeho véli, konkrétny model zaloZeny na iterdcii operacie deriva-
cie mnoziny. V takejto stvislosti sa vytvorenie mnoziny A« =

= (| A®,vkroku bezprostredne nasledujicom za vSetkymi
O<n<w

mnozinami A™, zd4 nieéim celkom prirodzenym. Charakteris-
ticka ¢rta obzoru, pozostavajuica prave v moznostijeho oddiale-
nia, sa tak do matematiky skiimajtcej absoltitne nekonecno,
vracia takpovediac zadnymi dverami. No na druhej strane na-
priklad w-ty krok sa svojou podobou od vsetkych predoslych
krokov vyrazne odliSuje, vlastne pri nom nederivujeme, ale
len bilancujeme vykonané kroky, takze bezprostredné zaclene-
nie takzvanych limitnych ordindlnych éisel (t. j. takych, ktoré
nemayju bezprostredného predchodcu) w, 2w, ..., w?, ..., w*, ...

.., €9, ... do jedného radu s ¢islami prirodzenymi tym este
nemozno povazovat za celkom oprdavnené. Ak by sme napri-
klad ¢islo w chapali ako prvé prirodzené cislo leziace za obzo-
rom, tak svet za obzorom by sa nam tym zobrazil ako oddeleny
od sveta pred obzorom akousi prazdnou medzerou, ¢o nasSmu
porozumeniu pre obzor znacne protireci. Teda prekrocenie ob-
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zoru sprostredkované ordindlnymi ¢éislami nie je plynulé, lez
utrzkovité.
Dalsou otdzkou, ktoru si Cantor kladie, je otdzka vztahu

velkostiréznych vSeobecnych mnozin a bodovych mnozin zvlast.

Definuje vztah ekvivalencie alebo rovnakej mohutnosti mno-
zin. Abstrakciou zavadza mohutnost alebo kardindlne cislo
mnoziny ako to, o maju spolo¢né vSetky mnoziny, ktoré mozno
na dand mnozinu vzajomne jednoznacéne zobrazit, teda mno-
ziny s nou ekvivalentné. Mnoziny ekvivalentné s mnozinou
vSetkych prirodzenych ¢isel nazve spocitatelnymi.

Prva zaujimava aplikacia sa dostavuje vzapéati. Cantor do-
kéazal, ze mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel a mnozina vset-
kych redlnych ¢isel nie st ekvivalentné. Na druhej strane uka-
zal, Ze mnozina vSetkych algebraickych ¢isel (t. j. ¢éisel, ktoré
sU rieSeniami rovnic tvaru 2" + a1 '+ ... +a,_1x+a, = 0,
kde ai,..., a, su raciondlne ¢isla) je spoéitatelna. Tym Can-
tor podal Ciste existenény dokaz existencie transcendentnych
(t. j. nealgebraickych) redlnych ¢éisel bez toho, Ze by ¢o i je-
diné také ¢islo nasiel. Tahko si moZno predstavit, ako takyto
doékaz mohol popudit Leopolda Kroneckera, ktory s ironickou
poznamkou: ;naco nam je vas prekrasny dékaz, ked iraciondlne
¢isla aj tak nejestvuju,” uvital dokonca i neskorsi dokaz trans-
cendentnosti ¢isla w, ktory r. 1882 podal Weierstrassov ziak
Ferdinand Lindemann.

Posledny prekvapivy Cantorov vysledok, ktory tu uvedieme,
ma histériu dnes uz opradent legendami. Tyka sa vztahu me-
dzi mohutnostami kontinui réznych dimenzii, ktorych rozdiel-
nost sa Cantor pokusal postihntt pomocou pojmu mohutnosti
mnoziny. Najprv sa pokusal dokazat, ze isecka, teda jednoroz-
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merné kontinuum, nie je ekvivalentnd so $tvorcom nad touto
useckou, teda s dvojrozmernym kontinuom. Zrejme pri vhodnej
volbe suradnicovej sistavy mozno tieto utvary previest na in-
terval (0, 1), pripadne jeho kartézsku mocninu (0, 1) x (0, 1).
Hoci sa zdrahal tomu uverit, Cantorovi vychadzalo, Ze tieto
mnoziny su ekvivalentné. Postupne ukazal, Ze nielen konti-
nuum lIubovolne velkej koneénej dimenzie, no i kontinuum
spocitatelnej dimenzie, t. j. napr. mnozina vSetkych postup-
nosti ¢isel z nejakého intervalu a tento interval, maja rov-
naku mohutnost. Z toho vyplyva, ze prvky rovnako mohut-
nych mnozin mozno vzdjomne pospajat natol’ko odliSnymi spo-
sobmi, Zze dostaneme trebars kontinua réznych dimenzii. Ak
teda chceme vyjasnit jav dimenzie, musime vziat do uvahy
i Strukturu tohto spojenia a pri porovnavani takto strukturo-
vanych mnozin sa obmedzit len na zobrazenia zachovavajtce
tato struktiru. Tym dala teéria mnozin silny podnet k rozvoju
topolégie a v jej ramci tiez tedrie dimenzie. Na druhej strane sa
sama stala bazou, na ktorej sa topolégia mohla zacat rozvijat.

Neskor Cantor vybudoval aj aritmetiku kardindlnych c¢i-
sel. I ta rozsiruje aritmetiku prirodzenych c¢isel, no podstatne
sa lisi od aritmetiky éisel ordindlnych. NavysSe sa ukazalo,
ze dvom rovnako mohutnym dobre usporiadanym mnozindam
moézu prislichat rozlicné ordindlne ¢isla. Dokonca ,pocet pod-
statne odlisnych spésobov,” kolkymi moZno dobre usporiadat
nejaki danu nekoneénu mnozinu X, (pokial nie je nulovy)
je rovny kardindalnemu ¢islu bezprostredne nasledujucemu za
kardinalnym ¢éislom mnoziny X. Takto Cantor postupne do-
spieva ku skédle nekoneénych kardinalnych éisel

No, N1, ..., Ry, Nw+17"'7Nw17 SRR



66 5. Vznik tedrie mnozin v diele G. Cantora

(R, ¢itaj ,alef”, je prvy znak hebrejskej abecedy), ktoré inde-
xuje ordindlnymi ¢islami. Pritom predpokladd, Ze tento rad
vycerpava vSetky nekoneéné kardindlne ¢isla, ¢o je tvrdenie
ekvivalentné s axiomou vyberu, ktori Cantor implicitne volne
pouziva bez toho, Ze by si to vébec uvedomoval.

Najmensie nekonec¢né kardinalne c¢islo Xy prislicha mno-
zine N vsetkych prirodzenych cisel. dalej Cantor dokdzal jed-
nak, Zze mohutnost mnoziny vSetkych redlnych ¢isel je rovna
2% teda mohutnosti mnoziny P(N) vSetkych podmnoZin mno-
ziny N, jednak, Ze pre kazdé kardinalne cislo k je k < 2F,
Okamzite sa tak natiska otdazka, akd je mohutnost kontinua,
t. j. ktorému v rade alefov sa rovna mohutnost 2%. Vsetky ne-
kone¢né mnoziny redlnych ¢isel, s ktorymi sa Cantor stretol,
mali mohutnost X, alebo 2%. Pokusal sa teda dlho bezvysledne
dokazat, ze medzi Ry a 2% uz nelezi nijaké kardindlne &islo,
teda plati 2% = R;. Tdto rovnost vstupila do matematiky pod
nazvom hypotéza kontinua a bola zaradena na prvom mieste
v chyrnom zozname problémov, ktoré David Hilbert predlozil
matematickej verejnosti na II. Medzinarodnom matematickom
kongrese konanom v r. 1900 v Parizi. Hilbert si pritom uvedo-
moval podstatne jemnejsi charakter problému a pozadoval tiez
vyjasnit otdzku ¢i vobec mozno mnozinu redlnych cisel dobre
usporiadat, teda, ¢i jej mohutnost sa vébec nachadza medzi
Cantorovymi alefmi. Prvy vyrazny pokrok v tomto smere do-
siahol K. Godel r. 1938, ked sa mu podarilo dokazat, ze axiému
vyberu (teda ani dobru usporiadatelnost mnoziny redlnych éi-
sel), ani hypotézu kontinua nemozno vyvratit vychadzajuc zo
zakladnych axiém tedrie mnozin. Cely problém bol definitivne
vyrieSseny az v r. 1963 Paulom Cohenom, ktory predviedol, ze
ani jedno z oboch uvedenych tvrdeni nemozno v ramci axioma-
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tickej teérie mnozin dokazat. Axioma vyberu a hypotéza kon-
tinua su teda tvrdenia na zdkladnych axiémach teérie mno-
zin nezdvislé. Pritom hypotéza kontinua zostane nezavislou,
aj ked k zdkladnym axiémam pridame axiomu vyberu.

Citatel, ktory pozorne sledoval nase uvahy od zadiatku az
sem, je uz uréite vySkoleny natolko, Ze bude i sdm schopny
najst presvedcivé teologické argumenty tak v prospech hypo-
tézy kontinua, ako aj jej negdcie. Navod ndjde v predposled-
nom odstavci predchadzajucej kapitoly. Preto si tento bod dis-
kusie dovolime vynechat. Upozornime len na ta skutocnost, ze
prave hypotéza kontinua je najznamejsim tvrdenim o univerze
mnozin, o ktorého pravdivosti nielenze nemozno rozhodnut na
zaklade prijatych axiém, ale pri pokusoch riesit tito otazku
zlyhavaju i teologické motivacie.

Okrem roznych tutokov zo strany odporcov si Cantorova teé-
ria mnozin vysluzila i uznanie a obdiv znacnej casti veducich
osobnosti matematiky tych ¢ias. Postupne na jej pode zacal
krystalizovat zamer, ktory Cantor zacal rozvijat az vo svo-
jej poslednej praci z rokov 1895-97, vybudovat teériu mnozin
nielen ako jednu z matematickych teorii, ale ako zaklad celej
matematiky, schopny jej poskytnut nielen univerzalny jazyk,
ale aj priestor na spritomnenie vSetkych dovtedy Studovanych
matematickych objektov a splnit i tie najprisnejsie ndroky na
presnost. Na vznik tohto ndzoru na teériu mnozin mal znaény
vplyv Cantorov priatel Richard Dedekind, ktory ako prvy vy-
stupil s programom ,aritmetizacie matematiky”, ¢im sa, zjed-
nodusene povedané, rozumelo, Ze ,v matematike (presnejsie
v analyze) by mali zostat len realne ¢isla, mnoziny redalnych ¢i-
sel a redlne funkcie”. Dnes by sme povedali, ze iSlo o program
vystavby analyzy ako redlnej aritmetiky druhého radu.
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6. Paradoxy tedrie mnozin
a niektoré klasické paradoxy

Uspesny rozvoj teérie mnozin bol preruseny na prelome
19. a 20. storocia, ked vysvitlo, Ze ndzorné predstavy, na kto-
rych tato tedria spociva, vedu k sporom. Tieto spory sa sice
objavili az na samych okrajoch teérie mnozin, takze matema-
tiku na nej zalozenu, aspon zatial, bezprostredne neohrozovali,
a preto mnohi matematici ani nepovazovali za potrebné veno-
vat im nejaku zvlastnu pozornost. Jednako vicésina veducich
osobnosti vtedajsej matematiky si vaznost hrozby zrutenia te-
6rie mnozin plne uvedomovala o to viésmi, ze prdave v tomto
obdobi boli urobené prvé rozhodujuce kroky umoznujice posta-
vit najmé aritmetiku a analyzu, a tym i geometriu, na pevny
spolo¢ny zaklad, ktorym mala byt prave tedéria mnozin.

V tom case boli este v zivej pamiéti rozne tazkosti a spory,
ku ktorym c¢as od ¢asu dochadzalo v analyze v désledku pou-
zivania nekonecne malych veli¢in. Okrem iného i preto, lebo
vtedajsia matematika nebola vstave postavit tento ndzorny
a heuristicky cenny nédstroj na dostatoéne pevny a presny lo-
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gicky a teoreticky zaklad, a tym sa proti pripadnym sporom
vyplyvajicim z jeho pouzivania poistit, bolo rozhodnuté tieto
veli¢iny z analyzy vylucit. Takzvana c0-analyza, vybudovana
na pojme limity, povodny infinitezimalny kalkul do znacnej
miery Uuspesne nahradila. A sotva sa jej dostalo nalezitého mo-
delu osnovaného na cerstvo vybudovanej mnozine redlnych ¢i-
sel, ktory s tolkym nadSenim uvitala vic¢sina matematikov,
objavili sa trhliny v samotnych zakladoch, na ktorych tento
model spocival. Obava, Ze histéria sa bude opakovat a neko-
nec¢né mnoziny sposobia v matematike podobné neprijemnosti
ako predtym nekoneéne malé a nekonecne velké veliéiny, ne-
bola celkom neopodstatnend. Nec¢udo teda, ze odstranenie spo-
minanych sporov z teérie mnozin sa stalo, takpovediac, ilohou
dna.

Vcelku vsak mozno povedat, ze vidéSina matematikov vra-
tane samého Cantora ani na chvilu nepochybovala, ze objavené
spory bude mozné prekonat na zaklade hlbsej analyzy pojmu
mnoziny a principov, podla ktorych mnoziny tvorime. Uvedené
spory preto dostali nazov paradoxy, ¢im sa davalo najavo, Ze
si ich netreba vykladat ako zrutenie tedérie mnozin, ale ako
svojho druhu detsku chorobu, z ktorej tato tedéria dalsim vyvo-
jom vyrastie.

Vyskytli sa vSak i opacné nazory, ktoré na zdklade tychto
sporov Cantorovu tedériu mnozin definitivne zavrhovali. Snad
najvyraznejSim prikladom nam moéze posluzit Henri Poincaré,
jedna z najvyraznejSich postav matematiky, fyziky a filozofie
vedy toho obdobia, ktory spociatku patril k nadsenym obdivo-
vatelom tedrie mnozin, no vzapiti sa od nej celkom odvratil.
Nad matematikou sa tak zacali stahovat chmary najtazsich
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ideovych bojov, aké tato veda kedy zazila a ktorym nebolo si-
dené celkom utichnut ani do dnesnych cias.

No skor nez pristupime k vykladu tychto protichodnych sta-
novisk, pozastavime sa v kratkosti pri niektorych zo spomina-
nych paradoxov.

Hlavnym zdrojom skoro vsetkych tychto paradoxov je pé-
vodny, velmi ndzorny, no znaéne hmlisty vymedzovaci princip,
podla ktorého k Tubovolnej zmysluplnej vlastnosti p(x) mozno
vytvorit mnozinu {x ; p(x)}, t. j. mnozinu prave tych objektov
x, pre ktoré plati p(x).

Paradox mnoziny vsSetkych ordinalnych c¢isel. Na za-
klade spominaného principu mézeme vytvorit mnozinu ) vset-
kych ordinalnych cisel. Tato mnozina je v obvyklom usporia-
dani ordindlnych ¢isel sama dobre usporiadana, takze jej zod-
poveda nejaké ordinalne cislo 8 € . Na druhej strane vsak
z vlastnosti dobrého usporiadania, ktoré dokazal Cantor, vy-
plyva, Ze pre kazdé a € Q je a < 6. Teda 6 < 6, ¢o je spor.

Tento paradox ako prvy publikoval Césare Burali-Forti v
r. 1897, no bol znamy uz Cantorovi v r. 1895, rovnako ako
paradox mnozinyvsetkych kardinalnych ¢isel aparadox
mnoziny v§etkych mnozin, ktoré mozno priviest k sporu po-
dobnym sposobom. Tak napriklad nech M je mnozina vSetkych
mnozin a P(M) je mnozina vSetkych jej podmnozin. Nakolko
prvky mnoziny P(M) su zas len mnoziny, zrejme P(M) C M,
teda tym skor P(M) ma mohutnost mensiu alebo rovnu ako
M. Na druhej strane, podla uz spominanej Cantorovej vety,
mohutnost M je mensia ako mohutnost P(M), co je spor.
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Uvedené paradoxy Cantor nechapal ako spory.Vyvodil z nich
zavery, ze také obory objektov ako obor vSetkych mnozin alebo
obor vsetkych ordindlnych ¢i kardindlnych ¢isel nie st aktuali-
zovatelné, to znamend, Ze si nemozno vSetky objekty do nich
spadajuce vykladat ako uskutocnené. Teda tieto obory nie su
mnoZinami v pravom slova zmysle. Cantor pre ne pouzil ndzov
nekonzistentné mnoziny. V odpovedi na list, v ktorom sa o tom
zmienuje Dedekindovi, mu vSak tento polozil zaludnu otazku:
Ako vie, ze nekonzistentnymi mnozinami st len také mnoziny
ako mnozina vsetkych mnozin, mnozina vsetkych kardinal-
nych ¢isel mnozina vietkych ordindlnych éisel a podobne? Cim
mozno zarucit, ze nekonzistentnymi sa neukdzu uz mnoziny,
ktorym pripisuje kardindlne éisla Ry, Ny, ..., N, ... ?

Cantor odpoveda, zZe to zarucit nevie a také nieco nemozno
zarucit ani pre koneéné mnoziny. Konzistentnost konecénych
mnozin treba chdpat ako nedokdzatelnu pravdu, to jest ,axié-
mu aritmetiky”. Podobne konzistentnost mnozin, ktorym ako
kardindlne ¢éisla zodpovedaju roézne alefy, je tak ,axiémou zo-
vSeobecnenej transfinitnej aritmetiky”.

Tym sa vsak Cantor usvedcuje zo znacnej bezstarostnosti,
s akou pristupuje k aktualizacii ¢oraz obsiahlejSich nekonec-
nych oborov objektov. Jedinym vodidlom je mu pri tom snaha
roz§irit aritmetiku konec¢nych prirodzenych ¢éisel do trasfinit-
nej kardindlnej pripadne ordindlnej aritmetiky. Jeho pristup
je tak vo svojej podstate pytagorejsky. Na jednej strane sa
tym sice, najmid v dosledku zavedenia umocnovania kardi-
nalnych cisel, otvaraju matematike dovtedy netusené, nové
obzory, podstatne prekracujice ramec priestoru prirodzeného
nazoru, ktory neopustil Bolzano; na druhej strane vsak nad
tymto novootvorenym svetom visi hrozba jeho zratenia.
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Jednako uvedené paradoxy naznacuju, ze ani aktualizdciou
stdle obsiahlejsich oborov objektov sa tedéria mnozin potencia-
lity nezbavi. V neaktualizovatelnom obore vSetkych aktudlne
nekonecénych mnozin sa pred nou totiz otvara akési potencialne
supernekonecno.

Podobného druhu je a podobné zavery mozno tiez vyvodit
z nasledujticeho paradoxu objaveného Bertrandom Russellom
v r. 1902. Pre svoju znacénu priehladnost a jednoduchost po-
uzitych pojmov vsak prave tento paradox najvacsmi otriasol
déverou v principy Cantorove] tedrie mnozin a v najvicsej
miere je zodpovedny za vypuknuvsiu krizu.

Russellov paradox. Uvazujme mnozinu R vSetkych mno-
zin, ktoré nie st prvkami samej seba. Zjednodusene mozeme
pisat R = {x; x ¢ x}. Llahko nahliadneme, Ze z Iubovolného
z dvoch navzdjom si odporujucich predpokladov R € R, R ¢ R
vyplyva druhy, ¢o je spor.

Pojem mnoziny nie je v Russellovom paradoxe podstatny.
Je tu pouzity len na zvyraznenie zameru vykladat si nejaku
vlastnost objektov ako mnozinu vsetkych objektov, ktoré tiuto
vlastnost maju, teda ako jediny objekt. V tomto zmysle teda
Russellov paradox odhaluje medze uz spominaného objektivi-
zatného zameru tedrie mnozin: Vsetky sprievodné javy ukazu-
juice sa na objektoch si nemozno bezosporne vylozit ako objekty.

Sdam Russell vymyslel rad populdrnych prikladov na ilus-
traciu svojho paradoxu. Z nich asi najvydarenejsi je para-
dox vojenského holi¢a. Vojenského holica definuju vojen-
ské predpisy ako takého vojaka prislusnej jednotky, ktory holi
vSetkych vojakov jednotky, ktori sa sami neholia. N4s vojensky
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holi¢ stoji teraz pred dilemou: Ak sa oholi, je vojakom, ktory
sa sam holi, a takého vojensky holi¢ nema ¢o holit; ak sa ne-
oholi, je vojakom, ktory sa sam neholi, a takého vojaka musi
ako vojensky holi¢ oholit. Nuz, nezavideniahodna situdcia.

Dalsie dva paradoxy véak poukazuju na to, Ze v uz spomina-
nom vymedzovacom principe sa nezaobideme ani bez hlbsieho
vyjasnenia pojmu ,zmysluplna vlastnost”, lebo ani v matema-
tike, hoc by sme sa aj vzdali spominaného objektivizacného
zameru v plnom rozsahu, si nemoézeme dovolit studovat vobec
vsetky ,zmysluplné” vlastnosti.

Richardov paradox je akousi parédiou na Cantorovu dia-
gonalnu metédu. Uvazujme mnozinu D vsetkych podmnozin
mnoziny prirodzenych cisel, ktoré mozno definovat pomocou
nejakého vyrazu v slovenskom jazyku. Kedze kazdy vyraz slo-
venského jazyka pozostdva len z konecného poctu vyskytov
znakov abecedy, ktorych je tiez len koneéne mnoho, mnozina
D je zrejme spocitateInd. Mozno ju teda zoradit do postupnosti
Xo, X1, ..., X,, .... Potom slovensky vyraz ,mnozina vSetkych
prirodzenych ¢isel, ktoré nie st prvkami mnoziny nachadzaju-
cej sa na mieste prislichajucom tomuto ¢islu v prave opisanej
postupnosti” definuje mnozinu Y = {n e N; n ¢ X, }. Zrejme
Y € D, no pre kazdé n je Y # X, Co je spor.

Berryho paradox. Uvazujme mnozinu A vSetkych priro-
dzenych ¢isel, ktoré mozno definovat pomocou nejakého vy-
razu slovenského jazyka pozostavajuceho z menej nez dvad-
siatich slov. Pretoze slovenéina mad len koneénu slovnu zdsobu,
i mnozina A je nevyhnutne konec¢na. Preto existuje prirodzené
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¢islon ¢ A. Potom vsak slovensky vyraz ,najmensie prirodzené
¢islo, ktoré nemozno definovat nijakym vyrazom slovenského
jazyka pozostdavajicim z menej nez dvadsiatich slov” definuje
najmensie prirodzené ¢islo m, ktoré nie je prvkom mnoziny
A. Zrejme vsak m je definované pomocou slovenského vyrazu
pozostavajuceho zo Sestnastich slov, teda m € A, ¢o je spor.

Kym prvé tri z uvedenych paradoxov sa bezprostredne ty-
kaju iba Cantorovej tedérie mnozin, kedze vyuzivaju jej Spe-
cifické pojmy, dalSie tri uz bezprostredne zasahuju celti ma-
tematiku a logiku, ba dokonca prerastaju ich rdmec a upo-
zornuju nas na medze bezprostredného pojmového uchopenia
sveta v jazyku. Pre uplnost uvedieme este dva jazykové para-
doxy s podobnymi désledkami, ktoré v§ak uz vobec nespocivaju
na matematickych pojmoch.

Grellingov paradox javi istu pribuznost s Russellovym
paradoxom. Pridavné meno nazveme autologickym, ak samo
ma vlastnost, ktord oznacuje. V opacnom pripade ho nazveme
heterologickym. Zrejme pridavné meno ,slovensky” je autolo-
gické, lebo je slovenské. Podobne ,kratky” je kratke, teda au-
tologické pridavné meno. Na druhej strane ,dlhy” nie je dlhé
a ,zeleny” nie je zelené, teda su to priklady heterologickych
pridavnych mien. Podobne pridavné meno ,anglicky” nie je
anglické, lez slovenské, teda heterologické. Zrejme i samo pri-
davné meno ,autologicky” je autologické.No ak sa pokusime
odpovedat na otdzku, aké je pridavné meno ,heterologicky”,
zistime, Ze je autologické prave vtedy, ked je heterologické, ¢o
je spor.

6. Paradoxy tedrie mnozin a niektoré klasické paradoxy 75

Epimenidov paradox. V tomto klasickom paradoxe, zna-
mom uz od ¢ias antiky, Krétan Epimenides prednesie vyrok:
,Vsetei Krétania su klamari”. (Pritom sa mléky predpoklada,
ze klamari stale klamu.) Ak je toto tvrdenie pravdivé, tak
1 Krétan Epimenides klame, teda je nepravdivé. Zostava teda
uz len druh4 moznost, Ze uvedené tvrdenie je nepravdivé;
potom sice Epimenides klame (alebo sa myli), no aspon jeden
Krétan klamarom nie je. To eSte samo osebe nie je logicky spor,
ale skutocnost, Ze prednesenie jedinej nepravdivej vety nam
moéze zarucit existenciu nejakého pravdovravného ¢loveka, nie
je o ni¢ menej paradoxna. Rovnako znamy pribuzny paradox,
tentoraz v podobe logického sporu, je ukryty napriklad vo vete:
.Tato veta je nepravdiva”.

Z antickych paradoxov ma k tedrii mnozin vztah paradox
hromady, niekedy uvadzany v inej formulacii ako paradox
holohlavého. Jedno zrnko piesku netvori hromadu. Ak pri-
dame k zrnkdam piesku, ktoré netvoria hromadu jedno zrnko,
stale este nedostaneme hromadu. Podla principu matematic-
kej indukcie potom nijaky pocet zrniek piesku nemoze tvorit
hromadu. Na druhej strane 10% zrniek piesku uz tvori celkom
slusnt hromadu.

Ak chceme zachranit princip indukcie, tak z tohto paradoxu
sa matematike ponuka jediné, nie prilis déstojné vychodisko.
Musi uznat, Ze niektoré ,neostré” ¢i ,rozmazané” obory pri-
rodzenych éisel nie st predmetom jej studia. Tato medzeru do
istej miery zapliia tzv. tedria fuzzy mnozin, vytvorena L. A.
Zadehom.
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Nas zoznam klasickych paradoxov by nebol uplny, keby v iom

chybali slavne Zendénove apdérie. I ked sa tedrie mnozin priamo
netykaju, su prave ony prvymi zndmymi paradoxmi, ktoré sa
objavuju pri uvahach o nekonecne. A v niektorych sporoch
okolo infinitezimalneho po¢tu nekoneéne malych mozno pri
troche pozornosti zacut ich dozvuky. NavysSe svojim néstoj-
¢ivym poukazom na spornost pojmového uchopenia pohybu
predstavuju permanentni vyzvu v antickom duchu zrodenej
vede — matematike, fyzike a filozofii zvlast —, ktora ani casom
nestratila na aktudlnosti.

Dichotémia. Nejestvuje ziaden pohyb, lebo lebo to, ¢o sa
pohybuje, musi najprv dospiet do polovice cesty, skor nez do-
speje do konca. Ale aby to dospelo do polovice cesty, musi to
dospiet najprv do polovice tejto polovice atd. Takze pohyb sa
ani neméze zacat.

Achilles a korytnacka. Achilles, najrychlejsi z Iudi, ne-
moze dobehnut korytnacku, najpomalSiu z tvorov, ak sa vy-
dala na cestu pred nim. Najprv by totiz prenasledovatel musel
dospiet do miesta, odkial unikajuci vyrazil, potom do miesta,
kde bol unikajuci v okamihu, ked prenasledovatel dospel do vy-
chodiskového bodu atd. Takze pomald korytnacka bude pred
rychlonohym Achillom vzdy o urcity usek vpredu.

Letiaci §ip. Pripustme, zZe vSetko v kazdom okamihu sa
nachadza na svojom mieste aje bud v pokoji alebo v pohybe. Ak
sa letiaci Sip nachddza v kazdom okamihu na svojom mieste,
tak je v kazdom jednotlivom okamihu nehybny, teda sa neméze
pohybovat. Ak by sa totiz v nejakom okamihu pohyboval, nebol
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by v tomto okamihu na svojom mieste, teda nebol by vlastne
nikde.

Stadién. Nech sa dva rady, pozostavajuce z rovnakého po-
¢tu rovnako velkych telies, pohybuju po pretekdrskej drdahe
Stadiona oproti sebe rovnakymi rychlostami. Ak pripustime,
ze pohyb sa odohrdva zmenami polohy o rovnaké malé, dalej
uz nedelitelné dizkové jednotky v rovnako kratkych, dalej uz
nedelitelnych okamihoch, tak v okamihu, za ktory sa posunie
prvy rad voci stadiénu o jednotku druhy rad sa tiez posunie
voci §tadiénu o jednotku, lenze v opaénom smere. Jeden rad sa
tak vzhladom na druhy posunie za ten isty ¢as o dve jednotky.
Teda dve dlzkové jednotky sa rovnaju jednej jednotke, t. j. dva
c¢asové okamihy sa rovnaju jednému okamihu.

Vsimnime si, ze v prvych dvoch apériach vyvodzuje Ze-
noén spor z predpokladu o neohranicenej delitelnosti priestoru
a casu, kym v druhych dvoch dospieva k sporu za opacného
predpokladu, Ze priestor a ¢as sa skladaju z nedelitelnych
casti. Kym prva a tretia apéria ukazuji nemoznost absolut-
neho pohybu, druha a stvrta vyvracaju moznost pohybu rela-
tivneho.

Objavenie sa sporov v teérii mnozin postavilo pred mate-
matiku tych ¢ias tlohu omnoho rozsiahlejSiu a podstatne na-
ro¢nejsiu, akou by bola len puha lokalizacia akychsi ,chyb”
¢i ,nepripustnych uvah” v uvedenych paradoxoch a vytvore-
nie pravidiel, dodrziavanie ktorych by zabranilo upadnutiu do
tychto a podobnych sporov. Ak sa totiz spory uz raz v ma-
tematike vyskytli — a dotej doby sa vyskytli neraz — nedalo
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sa vylucit, ze sa v nej i po ich odstraneni ¢asom vyskytnu ne-
jaké nové. Aby sa teda zabranilo periodickému opakovaniu kriz
v matematike, bolo nevyhnutné nielen kriticky prehodnotit za-
kladné principy teérie mnozin, ale aj matematickej logiky a vo-
bec rozpracovat hlbsi vyklad samotnej povahy matematického
myslenia a poznania, a postavit tak matematiku na zaklady,
o ktorych pevnosti by uz nebolo mozné pochybovat. Inak po-
vedané, bolo treba nielen odstranit a prekonat dovtedy zname
spory, ale hlavne zabezpecit, Ze v matematike postavenej na
tychto novych zdkladoch sa uz ziadne spory nemoézu vyskyt-
nut. Aby sme si vSak mohli byt nie¢cim takym isti, musime
bezospornost zakladov matematiky dokdzat.

7 toho dovodu sa tu roznymi pokusmi zameranymi len na
bezprostredné prekonanie paradoxov tedrie mnozin ani nebu-
deme zaoberat. BlizSie si vS§imneme len tri najvyznamnejsie
smery v rozpracovani zdakladov matematiky, ktoré napokon
1 tieto bezprostredné pokusy v sebe zahrnaju: logicizmus, in-
tuicionizmus a formalizmus. Najprv sa vSak zastavime pri pr-
vom (a dodnes najrozSirenejSom) axiomatickom systéme te-
orie mnozin, ktory lezi niekde na polceste medzi spominanymi
dvoma druhmi navrhovanych vychodisk.
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7. Axiomaticka tedoria mnozin

Prvy axiomaticky systém tedérie mnozin navrhol v r. 1908
Ernst Zermelo (1871-1953). Jeho systém pozostdval zo Siestich
samostatnych axiom a jednej schémy zahrnujticej nekonecéne
mnoho axiém:

Axioma extenzionality

X=Y & (Wx)(xeX © x€Y)
(Mnoziny X, Y su si rovné prave vtedy, ked maju tie isté prvky.)

Axiéma dvojice

(Vu,y)(3Z)(V2)(z€Z & z=x V z=1Y)
(K Iubovolnym dvom prvkom x, y existuje mnozina {x,y}.)

Axioma zjednotenia

(VX)@AY)(Vy)y €Y & (Ix € X)(y € x))

(K Tubovolnej mnozine X existuje mnozina | J X, t.j. zjednotenie
vSetkych mnozin, ktoré st prvkami mnoziny X.)
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Axioma potencie
VX)3IY)VZ)(ZeY & ZCX)
(K Iubovolnej mnozine X existuje mnozina P(X) vSetkych pod-
mnozin mnoziny X.)
Axioma nekonecna
(FX) D e X & (Vx e X)(x U {x} € X))
(Existuje aspon jedna nekoneénd mnozina.)

Schéma axiom vydelenia

Ak ¢(x) je formula jazyka tedérie mnozin, tak nasledujica
formula je axiéma

VX)AY)(Vx)(x €Y & xe X & p(x))

(Ak ¢(x) je mnozinova vlastnost, tak ku kazdej mnozine X exis-
tuje mnozina {x € X ; ¢(x)}, t. j. mnozina vsetkych prvkov x
mnoziny X, pre ktoré plati ¢(x).)

Axiéoma vyberu

(VX)[(VA,BeX)(AnB#0) & A=B) =
= (IZ) VA€ X)3la)(a € ANZ)]

(Ak X je mnozina neprazdnych po dvoch disjunktnych mnozin,

tak existuje mnozina Z, nazyvana selektor na X, ktora z kazdej
mnoziny A € X obsahuje prave po jednom prvku.)

Neskor Ernst Zermelo pridal este jednu axiému a Abraham
Fraenkel dalsiu schému axiém:

Axiéoma regularity
VX)X #0 = FAeX)(AnX=10))

(Kazda neprdzdna mnozina obsahuje ako prvok mnozinu s niou
disjunktnu.)
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Schéma axiém obrazu

Ak 9(x,y) je formula jazyka teérie mnozin, tak nasledujica
formula je axioma

(Vx,y,2) (¥ (x,y) & ¥(x,2) = y=2) =
= (VX)EY)(Vy)(y €Y & (3x € X)y(x,y))

(Ak ¢ (x,v) je mnozinovy vztah, ktory k danému x jednoznacne
uréuje pripadné y také, ze v (x,y), tak k lubovolnej mnozine
X existuje mnozina {y; (Ix € X)y(x,y)} vSetkych tych y, ktoré
v tomto vztahu prislichaju k nejakému prvku mnoziny X.)

Axiéma extenzionality zachytava uz spominant skutocnost,
Ze prvky sa na mnozine podielaju len puhou svojou pritomnos-
tou.

Axiémy dvojice, zjednotenia a najméi potencie umoznuja vy-
tvarat z danych mnozin stdle obsiahlejsie nové mnoziny.

Axiéma nekonecna postuluje existenciu mnoziny pozosta-
vajucej z nekoneéne mnohych prvkov, a tym umoznuje zacat
naplnat veduci zdmer teérie mnozin §tudovat jav nekoneéna
v aktudlnej podobe. Tato axiéma tiez umoznuje vybudovat ka-
nonicky mnozinovy model prirodzenych ¢isel.

Schéma axiém vydelenia upresnuje, a hlavne vyrazne obme-
dzuje uz spominany Cantorov vymedzovaci princip tak, Ze nové
mnoziny dovoluje vydelovat jednak len ako ¢asti mnozin uz
vytvorenych, jednak len pomocou vlastnosti, ktoré mozno vy-
jadrit v jazyku tedrie mnozin. Zermelo tak rozvinul jednu Can-
torovu pozndamku, podla ktorej v réoznych odvetviach matema-
tiky (sndd jedine s vynimkou samotnej tedrie mnozin) mozno
pri viacsine uvah vopred zadat nejaku zakladni mnozinu taku,
ze vSetky nase uvahy sa potom tykaju len jej prvkov. Obme-
dzenie ,zmysluplnych” vlastnosti len na vlastnosti vyjadrené
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L~zmysluplnych® vlastnosti len na vlastnosti vyjadrené forma-
lizovanym jazykom tedrie mnozin, ktoré v uvedenej redakcii
pochadza od T. Skolema a A. Fraenkela, opiera svoje opodstat-
nenie o vieru vo veduci zamer tedrie mnozin stat sa svetom
celej matematiky. Ak je tento zamer opravneny, tak tymto ob-
medzenim ni¢ podstatného nemoézeme stratit.

Axiéma regularity je skor globalnou charakteristikou mno-
zinového univerza nez zachytenim nejakej intuitivne zrejmej
vlastnosti mnozin a pri vidc¢sine ivah v matematike opierajuce;j
sa o tedriu mnozin sa bez nej pokojne zaobideme. Jej ilohou je
zachytit postupné tvorenie univerza mnozin iteraciou operacie
potencénej mnoziny v dobre usporiadanych krokoch, vychddza-
juc z prazdnej mnoziny podla nasledujtcej schémy:

Transfinitnou indukciou definujeme systém mnozin Vg, in-
dexovany cez vSetky ordindlne ¢isla o, taky, ze

VO = @
Vos1 = P(Va) kazdy ordindl o, a
V)= |J Va  pre kazdy limitny ordin4l A.
o<A

Axioma regularity je potom ekvivalentna s tvrdenim, ze kazda
mnozina je prvkom niektorej z mnozin V(, teda vlastne za-
chytava ,stvorenie univerza mnozin z ni¢oho“. Taktiez nam
umoznuje zaviest tzv. typova funkciu. Typ mnoziny X, ozna-
¢enie ©(X), definujeme ako najmensie ordindlne c¢islo a také,
ze X C Vg, t.j. Xe Vy+1. Zrejme () = 0, pre koneéné mnoziny
mame t({x1, ..., x%}) = max 1(x;)+1 a
{1<i<n}
xey = 1(x) <1(y)

pre Tubovolné x, y. Teda ©(X) = o znamena, ze v ,dett o boli uz
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stvorené vSetky prvky mnoziny X”. v ,nasledujici den o +1”
uz mézeme vytvorit i mnozinu X ako samostatny objekt.
Schéma axiém obrazu rozsiruje pévodnu schému vydelenia.
Podla nej mézeme nové mnoziny tvorit nielen z uz vytvore-
nych mnozin vydelovanim éasti definovatelnych mnozinovymi
formulami, ale aj mnozinovo definovatelnym ,premietanim”
takychto casti. NavySe tato axioma zarucuje, ze prave opisana
tvorba mnozin a sa nezastavi uz pri kroku prislichajicom or-
dinalnemu ¢islu o = 2w ani nijakému dalsiemu ordinalu.

Tlahko moZno nahliadnut, Ze tak Zermelov, ako i Zermelov-
Fraenkelov axiomaticky systém umoznuje vyhnut sa skor uve-
denym paradoxom. Dokaz sporu v prislusnom paradoxe sa za-
kazdym zvrati v zaver, ze obor objektov, ktory tam vystupuje,
jednoducho nie je mnozinou. Tak napriklad z Russellovho para-
doxu vyplyva, zZe vSetky mnoziny netvoria mnozinu; z Berryho
paradoxu zase plynie, ze ani vSetky prirodzené cisla, ktoré
mozno definovat slovenskym vyrazom pozostavajicim z menej
nez dvadsiatich slov, netvoria mnozinu, v dosledku ¢oho, ako
aj principu matematickej indukcie tuto vlastnost prirodzenych
¢isel nemozno zachytit v jazyku teérie mnozin.

Otvorenou vsak zostdava otazka, ¢i sa v axiomatickej tedrii
mnozin nemoézu vyskytnut nejaké iné spory. Zermelo hned na
samom zaciatku poznamenava, Ze hoci v jeho tedrii sa nemoéze
vyskytnut ziaden zo znamych sporov, jej celkovi bezospornost
sa mu napriek tomu dok&zat nepodarilo. Ze to nemozno pri-
pisat na vrub nahode ani nedostatku Zermelovych schopnosti,
dokédzal Kurt Goédel r. 1930.
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Samostatni pozornost si zasluzi axiéma vyberu, ktora k da-
nej mnozine X postuluje selektor Z bez toho, Ze by — na rozdiel
od ostatnych axiém — popisovala, ako ho mozno vytvorit a aké
prvky ho tvoria. Tato axiému ako prvy vedome pouzil Giuseppe
Peano (1858-1932) v jednej praci z tedrie diferencidlnych rov-
nic, kde o nej zaroven vyslovil aj isté pochybnosti. Zermelo po-
mocou axiomy vyberu dokdzal, Ze kazdi mnozZinu mozZno dobre
usporiadat, ¢im legalizoval Cantorovu otazku, ktorému z ale-
fov sa rovna mohutnost mnoziny vsetkych redlnych ¢isel.

Axiému vyberu mozno pre koneéné mnoziny jednoducho do-
kazat indukciou. z toho dévodu sme ndchylni prijat ju i pre
mnoziny nekonecéné. Musime si vSak uvedomit, Ze tym na ne-
konecné opidt prendSame jeden z atributov konec¢ného, teda
znovu sa na absolitne nekonec¢no divame ,Bozimi ocami”. Pri-
jatie axiémy vyberu je tak uz predpojaté v teologickom ponati
tedrie mnozin, ktoré pretrvava v podvedomi matematikov. Vy-
tvorit prislusny nekonecény selektor nemoze totiz Bohu spéso-
bit o ni¢ vicésie tazkosti, nez vytvorit konecny selektor nam.
Axiéma vyberu sa tak po aktudlnom nekonecne stala dalsim
jablkom svdaru a jej objavenie eSte vyostrilo rozdelenie mate-
matikov na rézne tabory.

Z toho dovodu sa axioma vyberu ani dnes nepovazuje za
jednu zo zakladnych axiém Zermelovho-Fraenkelovho systému,
a hoci sa bezne pouziva, byva dobrym zvykom zvlast vyznaco-
vat tvrdenia dokazané s jej pomocou. Tato tendencia je zrejma
aj z pouzivaného skrateného oznacenia: Zermelo-Fraenkelov
axiomaticky systém ma skratku ZF, kym Zermelo-Fraenkelov
systém s axiémou vyberu sa zvykne znacit ZFC.

Dalsim dovodom — okrem teologickych motivécii — vdaka
ktorému sa axiéma vyberu v matematike predsa len presa-

7. Axiomaticka teéria mnozin 85

dila, je skutocnost, Ze v nej matematici dostali do rak novy,
mimoriadne silny dékazovy prostriedok, umoznujici radikal-
nym sposobom riesit rad dovtedy otvorenych problémov. Mame
na mysli najmé takzvané neefektivne existenéné dokazy, po-
mocou ktorych mézeme casto zarucit existenciu nejakého ob-
jektu pozadovanych vlastnosti bez toho, Ze by sme si ¢o i len
v principe vedeli predstavit, ako by mohla vyzerat metdda,
ktorou by sme taky objekt mali hladat. Na druhej strane vSak
tdato axioma m4d i nemadlo znacne neprijemnych a intuicii proti-
reciacich désledkov. Za vSetky spomenme len sldvny paradox
Banacha-Tarského, ktori dokazali, ze gulu o velkosti povedzme
Spendlikovej hlavicky mozno rozlozit na konecny pocet bodo-
vych mnozin (samozrejme nemeratelnych), z ktorych, ked ich
vhodne popremiestiiujeme, dostaneme gulu trebdrs velkosti
Slnka. v tom ¢ase vsak k axiéme vyberu nebola znama nijaka
pozitivna alternativa, ktora by ju dokazala nahradit i v nie-
ktorych — jej pre matematiku nepostradatelnych désledkoch.
A tak matematici, ktori axiému vyberu prijali, dokazovali nové
zaujimavé, aj ked casto paradoxné a ndzornym predstavam od-
porujuce tvrdenia, kym ti druhi viac-menej drzali dobrovolny
post. Az to vdcsinu z nich omrzelo a vrhli sa doh4dnat, ¢o zames-
kali. Dnes by sa uz i hodnotnad alternativa nasla, napr. axiéma
determinovanosti, ktora, hoci jej koneény variant je tiez doka-
zatelny, protireéi axiome vyberu. LezZ ta sa uz natolko vzila, Ze
svojej mladsej konkurentke sotva poskytne prilezitost.

Koneéne o posledny dovod, ktory odlahéil svedomiu mate-
matikov pouzivajucich axiému vyberu, sa postaral K. Godel
r. 1938, ked, ako sme uz spominali, dokdzal neprotirecivost
axiomy vyberu (ako aj hypotézy kontinua) voci ostatnym axio-
mam Zermela-Fraenkela. Vzhladom na skorsie Godelove vy-



86 7. Axiomaticka tedria mnozin

sledky, o ktorych este bude reé, to znamenalo asi tolko: alebo
je cela tedria mnozin Zermela-Fraenkela sporna aj bez axiomy
vyberu, alebo nie je sporna ani s nou. Teda zrieknutim sa axié-
my vyberu nemozno ni¢ zachranit, rovnako ako jej prijatim
nemozno ni¢ pokazit.

Vysledok P. Cohena z r. 1963, podla ktorého axiému vyberu
nemozno ani dokazat z ostatnych Zermelovych-Fraenkelovych
axiom, teda jej negdcia je vzhladom k nim rovnako bezosporna,
uz nemohol postavenie tejto axiémy vaznejsie ohrozit. Nazna-
¢il vsak, ze axiéoma vyberu by mohla v teérii mnozin a na nej
zalozenej matematike zohrat do istej miery podobnu tlohu ako
Euklidov piaty postulat v geometrii. To znamenad, Ze — rovnako
ako neeuklidovské geometrie — st mozné aj iné, necantorovské
tedrie mnozin a na nich zalozené ,iné matematiky“. Teda prav-
divost vychodiskovych axiém tedrie mnozin neslobodno chapat
ako nieco viac nez puhu hypotézu, ktora sa moze verifikovat ¢i
falzifikovat len v istych rozmedziach aplikacii.

Vratme sa vSak eSte na chvilu k axiéme determinovanosti,
ktort sme len tak medzi reéou spomenuli bez toho, Ze by sme
vylozili, ¢o vlastne hovori. Kazdda mnozina A realnych déisel
z intervalu (0, 1) uréuje nekone¢nu hru dvoch hracov, ktoru
oznacime G(A). Hradi I, II striedavo pisu cifry ag, ai, a9, as...
z mnoziny {0,1, ..., 9}. Ako vysledok dostavame dekadicky
zapis Cisla

(o]
a=0,apa1a903... = Zi

e (0,1
> fgeic 0.1

ontl
Hrac¢ I vyhrava, ak ae A; inak vyhrava hrac II. Hra G(A) sa
nazyva determinovand, ak v nej ma hrac I alebo hrac II vyhra-
vajucu stratégiu. Axioma determinovanosti tvrdi, Ze pre
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lubovoIntd mnozinu A C (0, 1) je hra G(A) determinovana (¢im
podobne ako axiéma vyberu postuluje existenciu prislusnej vy-
hravajucej stratégie bez toho, Ze by ju popisovala).

Na zaklade axiémy vyberu (presnejsie dobrého usporiada-
nia intervalu (0, 1)) mozno zostrojit mnozinu A C (0, 1) taku,
ze v hre G(A) nema4 ani jeden z hracov vyhrdvajucu stratégiu.
Teda axiéma vyberu a axiéoma determinovanosti si protirecia.
Na druhej strane rovnako ako v pripade axiémy vyberu, ko-
neény variant axiémy deteminovanosti (t.j. determinovanost
hier s koneénym poétom tahov) mozno jednoducho dokdzat ako
dosledok zdkona vyltucenia tretieho a pravidiel pre negovanie
kvantifikovanych formul. Teda k prijatiu jednej i druhej axié-
my nds vedie prendsanie atributov koneéného na nekonecéné
pri jeho aktualizacii.

Na rozdiel od axiémy vyberu nds vsak teologické motivacie
k prijatiu axiémy determinovanosti priamo nentutia. Zrejme
proti hracéovi, ktory méd v hre G(4) vyhravajucu stratégiu a po-
¢ina si podla nej, by ani Boh nevyhral. Nedeterminovanost hry
G(A) s 1 vSak mozeme vylozit tak, Ze v tejto hre by Boh vyhral
proti hocako mudremu hracovi, nech by uz bol na tahu ako prvy
alebo druhy. v nekonecénosti hry G(A) je vSsak uz mléky obsiah-
nuty predpoklad, Ze i tento protihra¢ musi byt aspon svojou
nesmrtelnostou Bohu podobny. Pohanské panteény nam po-
skytuju hojnost takychto postav. Judaizmus, krestanstvo aj
islam pripustaja, ze by to mohol byt padly anjel ¢i diabol. Ta-
kato dualisticka predstava je jednou z ustrednych tém staro-
perzského zoroastrizmu.

7 axiéomy determinovanosti vyplyva axiéma vyberu pre spo-
éitateIné systémy mnozin realnych c¢isel, teda zdkladné vy-
sledky analyzy, vyzadujice si axiomu vyberu, jej nepritom-
nostou nijako neutrpia. Dalsim prijemnym désledkom je lebe-
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sguoveska meratelnost vSetkych podmnozZin redlnej osi. Na-
vysSe axiéma determinovanosti svojim spésobom riesi aj hypo-
tézu kontinua. KedZe mnozinu redlnych éisel za jej predpo-
kladu nemozno dobre usporiadat, je 8; #2%. Na druhej strane
kazd4 nekoneéna podmnozina mnoziny redlnych ¢isel m4 po-
tom mohutnost R alebo 2%. Kardindlne é&isla X; a 2% st teda
dve navzdjom neporovnatelné mohutnosti, z ktorych kazda
bezprostredne nasleduje za Xy. Usporiadanie kardindlnych ¢i-
sel tak prestdava byt linearnym.

Pre uplnost treba este podotknut, Ze na rozdiel od axiémy
vyberu, pre axiému determinovanosti zatial nie je k dispozicii
dokaz jej bezospornosti s ostatnymi axiémami Zermela-Fraen-
kela. Takze jej odporcovia maju este stdale aspon teoreticku
,hadej“, ze sa dokdaze jej negdcia. Akd miziva je tdato nddej,
vyplyva z nedavnych vysledkov D. A. Martina, J. R. Steela
a W. H. Woodina: z bezospornosti tedrie ZF s axiémou pos-
tulujtcou existenciu istého obrovského kardinalneho ¢isla uz
vyplyva bezospornost tedrie ZF s axiémou determinovanosti
a tzv. axiomou zavislého vyberu, ¢o je dokonca silnejsi variant
spocitatelnej axiomy vyberu, nez sme pred chvilou spominali.

Na zaver, ak mame zhrnut, mézeme povedat, ze Zermelov-
Fraenkelov axiomaticky systém skutoé¢ne umoznil do seba po-
jat vacésinu vtedajsej matematiky a navyse dal vyrazné pod-
nety pre jej dalsi rozvoj. Postupne sa stal najrozsirenejSou teé-
riou zohravajucou ulohu zakladov matematiky, pricom ho ob-
¢as dopliiaju niektoré iné, mierne pozmenené axiomatické sys-
témy tedrie mnozin, z ktorych najznamejsi je systém Godelov-
Bernaysov. Tento systém rozliSenim pojmov ,mnozina“ a ,trie-
da“ umoznuje prekonat ¢ast obmedzeni uloZenych na tvorbu
mnozin v systéme Zermelovom-Fraenkelovom. s odstupom ¢asu
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a s istou ddavkou pragmatizmu teda mozno konstatovat, zZe
v problematike svojich zdkladov, presnejSie v otazke ich bezo-
spornosti, sa matematika za prvych tridsat az styridsat rokov
tohto storocia nedostala omnoho dalej nez tam, kde stala v
r. 1908. V podstate bolo mozné rovno prijat Zermelov systém,
dalej ho rozvijat a budovat matematiku na nom zaloZenu a od-
pustit si siahodlhé spory, najmi ak si uvedomime, Ze prave
Zermelov-Fraenkelov axiomaticky systém predstavuje prave
ten minimadlny zaklad, na ktorom sa je vidc¢sSina matematikov
(i ked tiez nie vSetci) schopnd dohodnut. Je dost pravdepo-
dobné, Ze nebyt plamennych Brouwerovych tutokov ricajucich
od zdkladu vzité matematické predstavy a tradicie, bolo by sa
tak skutocéne stalo a cela diskusia by pomerne rychlo utichla.
Treba vsak vidiet, Ze prave tieto spory a nimi podnietené vys-
kumy vrhli celkom nové svetlo na samotni podstatu proble-
matiky zakladov matematiky a do znacnej miery sa zasluazili
o najvyznamnejsie objavy tedérie mnozin a matematickej lo-
giky, ktoré neskoér aspon c¢iastoé¢ne umoznili ospravedlnit ono
spominané, spoc¢iatku iba vahavo nastipené, do znaénej miery
pragmatické, no od pitdesiatych rokov najrozsirenejsie vycho-
disko z krizy teérie mnozin.

Na druhej strane analégie s geometriou, ktoré sme spomi-
nali v stvislosti s Bolzanovym a Cantorovym pristupom k ne-
koneénym mnozinam, ako i v suvislosti s axidmami vyberu
a determinovanosti, aspon dufame, dost jasne ukazuju absurd-
nost a neopravnenost akychkolvek snah zredukovat matema-
tiku na studium modelov réznych oborov matematickych ob-
jektov v ramci nejakého raz a navzdy pevne zvoleného axioma-
tického systému tedrie mnozin (no nielen nej). Pokusy prelo-
mit putd tejto v sicasnosti vladnucej matematickej paradigmy
treba len uvitat, nielen preto, ze su stdle pomerne vzdcne, ale
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najmé preto, Ze tato paradigma je tiez spoluzodpovedna za
stcasnu vlekld krizu tedrie mnozin a na nej zaloZzenej ma-
tematiky. To st vSak uz otdzky, ktoré presahuju ramec tejto
kapitoly.
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8. Logika a logicizmus

Rozlisit zdanie od skutocnosti a ziskat o svete isté a ne-
pochybné poznanie, to si dve zo zakladnych tloh — a mozno
zo vSetkych najdolezitejsie —, ktoré dostala filozofia do vienka
este pri svojom zrode v starom Grécku. Tieto tlohy prevzali
ako spoloéné dedi¢stvo a odkaz prakticky vsetky smery zapad-
ného myslenia. Zasadné rozdiely i jemné odchylky medzi jeho
roznymi Skolami a pradmi sa daju do znacnej miery vylozit
ako rozdiely v pristupoch k tymto tloham.

Pritom z dne$ného pohladu je i rozdelenie filozofie, dané
réznymi odpovedami na otazku, kde tito pravi skutocnost
hladat, skoro také staré ako filozofia sama. Napriklad podla
Demokrita pravou skuto¢nostou su nedelitelné atomy, lisiace
sa len velkostou a tvarom, z ktorych pozostava vSetko. Jed-
notlivé veci st potom zlozené z atomov a ich odlisnosti su sp6-
sobené roznostou druhov atémov, ktoré ich tvoria, a spésobom
ich spojenia. Podla Platéna zasa tento svet, dany nam skrze
zmysly, vobec nie je tym pravym, skutocnym svetom. Pravou
skutocnostou su idey, pobyvajice vo svojom idedlnom svete,
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ktorého je tento svet iba nedokonanalym odrazom, tak ako su
jednotlivé veci iba viac ¢i menej dokonalymi odrazmi réznych
idei.

Odhalit za zdanim prava skutocnost a ziskat o nej pravé
a nepochybné poznanie znamena v prvom rade spoznat po-
riadok sveta, jeho zakonitosti a nevyhnutnosti, teda to, ¢o je
vo svete stale a nemenné. Jednotlivé ukazy a veci s naopak
premenlivé, nestdle a docasné. Prave preto treba cez javy pre-
niknut k ich podstatam a za zmenami odhalit ich zakonitosti
a z nich potom spétne vylozit jednotlivé javy i zmeny, ktorym
podliehaju.

Zdrojom takéhoto poznania vsak nemoé6zu byt zmysly, ktoré
nas casto klamu, ani nasa kazdodenna skusenost. Ta méze
nase uvazovanie sice podnietit, ale k pravému poznaniu moé-
zeme dospiet len po ceste myslenia a rozumu. V tom su skoro
vSetci stari myslitelia vzacne zajedno.

Filozofia, nestca vo svojom lone zarodky budicich eurdp-
skych vied, tak sama prichdadza na svet ako spekulativna veda
a takou i nadlho ostdva (a ostatné vedy s niou) — minimaélne po
cely stredovek. Opovrhovanie zmyslami a skusenostou a za-
vrhovanie experimentu, casto navysSe spojené s lipnutim na
tradiénych dogmach a sankcionovanim odchyliek a ,ichyliek”,
hlboko poznacia eurépske myslenie a vzdelanost. Az spojenym,
postupnym a dlhodobym tsilim v§estranného tvorivého vzopé-
tia renesancie, nastupujicej novovekej prirodovedy, francuz-
skeho osvietenstva a skeptického britského empirizmu sa po-
dari z vlady tejto ,jednomyselnosti” vymanit.

Ale to uz znacne predbiehame. Vratme sa teda spét a prij-
mime za bernt mincu tézu, Ze zdrojom pravého poznania je
rozum, pripadne rozumové uvazovanie a rozumné myslenie,
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ktorych je rozum nastrojom. Je vsak dobre zname, Ze aj rozum,
tak ako kazdy nastroj, mozno pouzivat spravne i nespravne.
Teda aj rozum, pouzivany nespravne, nds méze zviest na sces-
tie. Potom vSak uz nebude zdrojom pravého poznania, ale zdro-
jom poblidenia a omylu.

(O éo je potom rozum lepsi nez zmysly, a odkial t4a slepa do-
vera v rozumové Spekulacie a nedovera k zmyslovému a skuse-
nostnému poznaniu — to uz autor nevie vysvetlit. Pokracujme
vSak tam, kde sme prestali.)

Je preto nesmierne dolezité vediet s tymto ndstrojom (rozu-
mom) spravne zaobchddzat, t. j. poznat pravidld pre spravne
uvazovanie a vedenie rozumu. Veda skiimajuca tieto pravidla
sa nazyva logika.

Trochu presnejsie moézeme logiku vymedzit ako vedu o for-
mach a zdkonoch spravneho (t. j. Jogického”) pojmového (t. j.
na jazyk viazaného) myslenia a usudzovania. Logika pritom
abstrahuje od konkrétneho obsahu jednotlivych tvrdeni a iisud-
kov a skiima hlavne nasledujice dva uzko suvisiace okruhy
otazok.

Pri trochu pozornejSom pohlade si vS§imneme, Ze jednodu-
ché vyroky ¢i tvrdenia mozno pomocou tzv. logickych spojok
réznym spoésobom spajat a kombinovat do vyrokov zloZenych.
(Kvéli jednoduchosti si vlastnosti a vztahy, ku ktorym okrem
spojok mézu pristupovat navyse i kvantifikatory, nebudeme
vSimat.) Pritom pravdivost ¢i nepravdivost vysledného tvrde-
nia nezavisi od obsahu prislusnych jednoduchych vyrokov, ale
len od ich pravdivostnych hodnét a spésobu spojenia. Jednou
z uloh logiky je potom klasifikacia vyrokovych foriem, na za-
klade ktorej z nich mozno vydelit formy vzdy pravdivé, neza-
visle od pravdivostnych hodnoét tvoriacich ich jednoduchych
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vyrokov — tzv. logické zakony alebo tautologie, dalej formy ne-
splnitelné, t. j. vZdy nepravdivé atd. Predpokladame, Ze ¢itatel
poznd mnozstvo tautolégii, napr. zdkon sporu — (¢ & —¢), zdkon
vylucenia tretieho ¢ V -y, zdkon dvojitej negdcie ¢ & ——p
a pod.

Druhy okruh otdzok sa tyka vseobecnych podmienok (opét
formadlneho razu), za ktorych z urcitych tvrdeni, tzv. predpo-
kladov alebo premis, vyplyva nejaké iné tvrdenie, tzv. dosle-
dok alebo zdver. Logika potom popisuje akési vyabstrahované
usudkové formy nazyvané podla Aristotela kategorické sylo-
gizmy alebo v novsej terminolégii odvodzovacie pravidld. Sy-
logizmu rozumieme tak, ze vzdy, ked st pravdivé nejaké tvrde-
nia, ktoré maju tvar jeho premis, je pravdivé i tvrdenie, ktoré
dostaneme naplnenim prislusnym konkrétnym obsahom za-
veru tohto sylogizmu. Zrejme ¢itatelovi je znamych niekolko
sylogizmov, napr. modus ponens — z ¢ = 1 a ¢ vyplyva v, mo-
dus tollens — z ¢ = 1 a —) vyplyva —p, a pod.

Tautolégie i sylogizmy potom povySujeme na logické zdkony
¢i principy, t. j. pravdy cistého rozumu. Tym vSak nechceme
tvrdit, ze logika sa vycCerpava nejakym zoznamom tautolégii ¢i
sylogizmov.

Este si vSimnime, ze namaha vynaloZena na odhalenie lo-
gickych zdkonov a principov sa nam vyplati. Ich znalost nas
totiz ¢asto zbavuje nutnosti mysliet, ¢o byva neraz namahavé,
a hovori sa, Ze to tiez boli. Pri posudzovani spravnosti neja-
kych tsudkov a tivah stacéi potom celkom mechanicky overit,
¢i sa prislusnd tvaha v kazdom kroku riadi zdkonmi logiky.

I pomerne tzke a zjavne neuplné vymedzenie predmetu lo-
giky, ktoré sme tu strucne nacrtli, nam vsak uz umoznuje po-

8. Logika a logicizmus 95

lozit si zasadnu otdzku: Na zdklade ¢oho mame pravo tvrdit,
ze logické zdkony a principy (ako su tautolégie a sylogizmy) st
naozaj spravne?

Uz sme sipovedali, ze myslenie byva spravne, menej spravne
1 nespravne, uberajice sa po cestach rozumu i nerozumu, lo-
gické i nelogické. Logika teda neméze myslenie popisovat, po-
tom by ju totiz priklady ,nelogického” myslenia vyvracali. Tak
sa vSak na veci nedivame. Naopak, ak sa myslenie nezhoduje
s logikou, tym horsie pren — bez vahania ho oznacime za ne-
spravne. Logika teda vystupuje voci mysleniu ako nie¢o aspon
zdanlivo prvotné a plni vo¢i nemu normativnu funkeciu.

Tézu o apriéornom charaktere logickych principov — ako
nejakych vrodenych foriem — predchadzajucich nase mysle-
nie i skusenost, vSak znacne problematizuju a spochybnujua
viaceré vyskumy myslenia primitivnych narodov uskuto¢nené
v dvadsiatom storoéi. Jeden z takych vyskumov viedol A. R.
Lurija v 30. rokoch v sovietskej Strednej Azii. Vo svojej knihe
O historickom vyvoji pozndvacich procesov o. i. popisuje vy-
skumy urovne logického myslenia zaostalych, negramotnych
pastierov a rolnikov. Tito Iudia, hoci mnohi z nich sa pri rie-
Seni praktickych otdzok bezného zivota svojho spolocenstva
vyznacuju znacnou inteligenciou, nie st schopni ani ochotni
urobit z danych premis pre nds ocividny logicky zaver.

V pripadoch, ked prislusné tvrdenia neprekracuju ich sku-
senostny obzor, mozno ich k vysloveniu logického désledku pri-
miét iba velmi tazko a len za podmienky, Ze tak zaver, ako i pre-
misy su samy osebe pravdivé. Nechdapu vsak cely sylogizmus
ako jediny celok, lez ako tri viac-menej nezavislé tvrdenia.

V pripadoch, ked o niektorych predmetoch vystupujucich
v jednotlivych tvrdeniach sylogizmu nemaju ziadnu sktisenost



96 8. Logika a logicizmus

ani vedomosti, ktoré by im umoznili usudzovat na ich pravdi-
vost, su len velmi tazko schopni cely sylogizmus zreproduko-
vat, nieto este prijat na zaklade premis za podmienene prav-
divy aj zaver. Skratka, zdsadne odmietaji mysliet hypoteticky.

Dalsia generdcia, ktora presla §kolskou dochadzkou, uz po-
dobné zabrany nemad. Ich dozvukmi st vsak tazkosti s cha-
panim tabulky pravdivostnych hodnot implikdcie vS§ade tam,
kde sa tato téma vo vyuke objavi, od zakladnych skél az po
univerzity.

Uvedené skutocnosti svedcia skor v prospech tézy, ze logické
myslenie sa formuje postupne v priebehu historického vyvoja
toho-ktorého I'udského spolo¢enstva a jeho vyvoj je tiez spolo-
¢ensky podmieneny. ,Spravnost” logiky je podlozena empiricky
a induktivne. Az na velmi vysokom a Specifickom stupni struk-
turalizacie a intelektudlneho rozvoja nejakého spolocenstva
vznika potreba uvedomelej reflexie foriem myslenia a vyjad-
rovania, vedica k odliceniu jednotlivych logickych zakonov
a principov z obrovského mnozstva rozmanitych konkrétnych
pripadov, ktoré sa ukazali v zhode so skutocnostou.

Prave na uvedomeni si tejto zhody sa potom zakladd nasa
dovera v pouzitelnost logiky aj za obzorom nasej skusenosti.
Tédto dovera je dokonca natolko pevna, ze pripadné zlyhanie,
napr. nesplnenie ocakavaného zaveru nejakého sylogizmu v kon-
krétnej situdcii, nijako nenastrbi nasu doveru v logiku. Na-
opak, vedie ndas to k presvedceniu, Ze niektory z prijatych
predpokladov zrejme nebol splneny, hoci sa nam to povodne
zdalo.

Takyto druh doévery a presvedéenia vsak len skusenostou,
nech by sa opakovala kolkokolvek raz, nijako nezdévodnime.
Logika nie je systém podmienenych reflexov. Skisenost nas
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moZe nanajvys priviest na prah akéhosi idedlneho sveta logic-
kych foriem a prispiet tak k tomu, aby sa nam otvoril. No sama
nam ho nijako otvorit neméze. Na takyto svet sa uz, s pripad-
nymi drobnymi zmenami, vztahuje znacéna ¢ast nasich uvah
z prvej kapitoly.

Komu sa tento svet otvori, ten postupne zahliadne logické
principy v ich distote, odlucéené od konkrétneho, obsazného
pojmového myslenia. Niektoré pohlady do tohto sveta pripo-
minajui obraz akejsi mimo casu umiestnenej kauzality. Este
raz vSak poznamenavame, Ze odlucenie logiky od pojmového
myslenia, t. j. cesta na prah idedlneho logického sveta, nie
je mozné skor, ako sa logické formy v mysleni a vyjadrovani
objavia a zacénu sa tam bezne vyskytovat. Jednoducho logiku
nemozno odlucit skor, ako sa myslenie a vyjadrovanie stanu
logickymi.

Prvé doklady o otvoreni sveta logickych foriem, podobne
ako sveta idedlnych geometrickych objektov, sa ndam dochovali
z gréckej antiky.

Politicky a pravny systém demokratickych polis vyvolava
potrebu kultivovat umenie argumentacie. Svoje nazory a za-
ujmy v nich uz nemozno presadzovat vyluéne autoritou moci,
ale o ich spravnosti ¢i opravnenosti je potrebné ostatnych pre-
svedéit vahou pre nich prijatelnych a zrozumitelnych argu-
mentov. Logika sa tak rozvija, spociatku skryte a neuvedo-
mene, neskor uz otvorene a cielavedome, na pode rétoriky a tzv.
eristiky, t. j. umenia viest spor.

Eristiku dovadzaju do krajnej polohy sofisti. Postupne sa
z nej stava umenie dokazat zdanlivo logickymi argumentami
Cokolvek. Sofistika slizi miestami len na pobavenie publika,
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no miestami aj celkom prozaickym zistnym cielom. Podaktoré
dochované sofizmy vSak nie st zalozené na nijakej sikovne za-
maskovanej logickej chybe. Napriklad nam uz znamy Epimeni-
dov paradox ¢i Zendénove apérie su logicky bezchybné a od cias
svojho vzniku az podnes poésobia ako varovné memento pre pri-
lis sebavedomé snahy a nadeje dosiahnut uplné a nepochybné
poznanie len cestami rozumovych tvah.

Tym sme sa vSak uz z poédy rétoriky a eristiky dostali na
podu filozofie, na ktorej sa logika rozvija v nemensej miere.
Tento rozvoj je inspirovany jednak matematikou, v ktorej lo-
gické myslenie dospelo do svojej najpokrocilejsej podoby a od-
Iicenie logickych foriem od ich konkrétneho obsahu v nej pred-
stavuje najmensie tazkosti. Jednak, a to predovsetkym, je lo-
gika kultivovana ako dialektika, t. j. umenie hladat spolo¢ne
pravdu v rozhovore (dialégu). v tomto umeni je neprekonatel-
nym majstrom Sokrates.

Prvé filozofické skoly, ktoré sa systematicky zapodievali
otazkami logiky, vznikli v gréckych mestach Elea a Megara.
K najvyznamnejsim predstavitelom eleatskej skoly patria Par-
menides, filozof uciaci o jednote a stalosti bytia a o nemoznosti
zmeny pohybu, a jeho Ziak Zendén z Eley, autor znamenitych
aporii, ktoré mali potvrdit ndzory jeho ucitela. Za zakladatela
megarskej Skoly byva povazovany Euklides z Megary (nie je
totozny s autorom Zdkladov); za jej najvyznamnejSieho pred-
stavitela je povazovany Eubulides z Milétu, ktorému sa zvykne
pripisovat formulacia Epimenidovho paradoxu, no taktiez pa-
radoxu hromady a dalSich sofizmov.

Za zakladela logiky ako samostatnej vednej discipliny je
pravom povazovany Aristoteles zo Stagiry (384-322 pr. n. L.),
autor fundamentdlneho a obsiahleho diela Organon (ndstroj).
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Pod tymto ndzvom je zahrnutych sSest zvidzkov venovanych
analyze a systematizacii dovtedy znamych poznatkov logiky,
no taktiez stratégie a taktiky vedenia sporu a metodologic-
kych zasad vystavby deduktivnych teérii. v tomto diele naj-
deme sformulovanu vicsinu logickych zakonov (ako napr. za-
kon sporu a zakon vyluéenia tretieho) ako i do vysokej do-
konalosti dovedent, ucelent teériu kategorickych sylogizmov.
Aristotelova logika pokryva znaénu ¢ast dnesného vyrokového
pocétu a predikatového poc¢tu jednomiestnych predikatov. Vy-
znamné miesto v jeho diele zaujima tiez kritika sofistov a ana-
Iyza logickych chyb, klamnych, zdanlivo logickych tivah ¢i zne-
uziti logiky v ich argumentacidach a dékazoch.

Zaklady vyrokovej logiky rozpracovali nezavisle od Aristo-
tela a jeho ziakov Teofrasta a Eudema aj stoicki myslitelia,
hlavne Chrysippos. No diela stoikov, podobne ako diela elea-
tov a megarikov mézeme, zial, rekonstruovat len zo skromnych
dochovanych zlomkov a zo zmienok a poznamok v dielach ne-
skorsich autorov.

Osamostatnenie logiky, ku ktorému doslo hlavne zasluhou
Aristotelovou, a néasledny rozvoj viac-menej len v prepojeni
s filozofiou, do znacénej miery odrezali logiku od zdrojov priro-
dzenych podnetov z inych vied, najmé matematiky. Na druhej
strane matematika nadalej pouziva a neustdle rozvija svoju
vlastnu logiku, podstatne bohatsiu nez logika filozofickd, no
este dlho ju neosamostatiiuje ani cielavedome nevyuziva pre
vlastné potreby a ciele. Logika tak v désledku svojho pred-
c¢asného osamostatnenia na dlhé obdobie zaostala za matema-
tikou, no taktiez za inymi vedami. Inak povedané, myslenie
o mysleni zaostalo za myslenim skoro o vSetkom ostatnom.
Dve izolované vynimky, totiz anticipacia matematickej logiky
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ako ,kombinatorického umenia” este v stredoveku Raimondom
Lullom a ambiciézny Leibnizov projekt, pri ktorom sa o chvilu
pristavime podrobnejsie, nemohli tento stav zasadnejsie zme-
nit. K zlomu vo vyvoji logiky, spésobenému jej spojenim s ma-
tematikou, dochddza az v polovici 19. storocia.

No zatial sa ndam prichodi eSte aspon na chvilu vratit do
stredoveku. Stredoveka logika, tak ako napokon skoro celé
stredoveké myslenie, nadvizuje na aristotelovsku tradiciu, me-
novite na Aristotelove logické spisy dochované v Boethiovom
latinskom preklade. Logika sa v tom Case pestuje takmer vy-
lu¢ne na pode scholasticke;j filozofie a slizi hlavne ako ndstroj
Spekuldcii rozumarskej teolégie. Tu dochadza tiez k pozoru-
hodnému cibreniu jej metéd, no — podobne ako v inych oblas-
tiach — zasadny pokrok oproti Aristotelovi pozorovat nemozno.

Typickym, a zrejme v tej dobe i najdélezitejsim prikladom
vyuzitia logiky st pokusy dok&azat existenciu Boha z evident-
nych pravd ¢istého rozumu. Podobné pokusy vSak mozno za-
znamenat aj v staroveku, napr. u Platéna i stoikov, no taktiez
u niektorych novovekych racionalistov, napr. u samého René
Descarta.

Anticky vyklad, podla ktorého nevyhnutnosti a zdakonitosti
sveta, predstavujice to pravé poznanie, pozndvame rozumo-
vymi uvahami, a nie skrze zmysly a skusenost, pretrvava i
po cely stredovek. K rozumu sa vSak druzi este jeden zdroj
nepochybnych pravd a istét. Tym, najmé pokial ide o pravdy
nabozenské, je Zjavenie v tej podobe, v akej ndm o nom podava
spravu Pismo Svité. Pokusy dokazat BoZiu existenciu z Cis-
tého rozumu tak vlastne usiluju o elimindciu potreby opriet sa
o Zjavenie v tejto zakladnej a najdélezitejsej teologickej otazke.
Zaroven jasne ukazuju, ze ti, ktori o to usiluja, prilis§ mnoho
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dovery v Zjavenie neprechovavaju. Inak by asi nepocitovali po-
trebu podopriet svoju vieru rozumovymi argumentmi a zvra-
tit ju tak v poznatok. Teda pravé meno ich skrytého motivu
je malovernost. Osemetnosti podobnych snah si bol dobre ve-
domy sv. Tomas Akvinsky. Na druhej strane bol to prave on,
kto podriadil Boha rozumu, menovite zakonu sporu.

Ak teda pripustime, Ze rozum je jedinym zdrojom istého
anevyhnutného poznania, tak, pokial sa chceme utvrdit v nut-
nosti BozZej existencie, musime ju z nejakych evidentnych rozu-
movych pravd dokazat len s pouzitim logickych prostriedkov.
Pritom samotna Bozia existencia zrejme evidentnou pravdou
nie je. To by sme ju totiz dokazovat nemuseli. A takisto by
nemohla mat tolko pochybovadcov.

Pre éloveka z konca 20. storoc¢ia je velmi tazké vzit sa do
myslenia a psychiky ¢loveka stredovekého. Vyklad, ktory sme
prave predviedli, ma svoju logiku. Je to vsak logika zakotvend
v mysleni a psychike stucasnika, poucena vysledkami sndh,
ktoré hodnoti a pozoruje so znacnym c¢asovym odstupom. Ak
nam z nej vyplyva, Ze pravé meno pre motiv dékazov Bozej
existencie z principov Cistého rozumu je malovernost, nezna-
mena to este, Ze toto hodnotenie je primerané dobe, na ktord ho
vztahujeme. Snad rovnako pravdepodobnym motivom mohla
byt oslava rozumu ako najvelkolepejsieho z Bozich darov ¢lo-
veku. Ved ¢o uz viac mozno dodat na jeho slavu, nez to, ze i len
skrze rozum samotny sme schopni spoznat Pravdu vsetkych
pravd. No taktiez mohla byt motivom jednoducho snaha po-
moct nestastnikom, ktorym sa nedostalo daru viery, no majua
aspon dar rozumu, aby cestou rozumu aj vieru nadobudli.

Jednotlivymi dokazmi Bozej existencie sa tu uz zapodievat
nebudeme. Obmedzime sa len na niekolko poznamok. Trochu
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zjednodusene povedané a nehladiac na motivy, pripomina vic-
Sina tychto dokazov déomyselne zamaskované sofizmy, navle-
¢ené do dostojného havu primeraného vaznosti a posvitnosti
preberanej otazky. Medzi ich kritikou, ktort podava Imanuel
Kant vo svojej Kritike ¢istého rozumu, a Aristotelovou kritikou
sofistickych argumentov tiez mozno ndjst v mnohom paralely
a analégie.

Len ako perlicku este spomenme, Ze v Godelovej pozosta-
losti sa nasiel jeden list papiera, s dokazom nevyhnutnosti
Bozej existencie, vychadzajucim z postulatov obvyklych pre
stredoveké dokazy. V konecnom désledku nie je tento dokaz
o ni¢ presvedcivejsi nez tie predoslé. Zaujimavé vsak je, ze
démyselnym pouzitim modalnej logiky druhého radu sa Géde-
lovi podarilo najst medzeru v Kantovej kritike a podat dokaz,
ktorému z formalneho hladiska nemozno nié¢ vytknut.

Zial, nevieme, ako Godel svoj dokaz myslel a ¢o nim chcel
naozaj dokazat. Mozno skutoéne BozZiu existenciu, mozno nedo-
slednost a nedostato¢nost Kantovych argumentov, ale mozno
taktiez nieco celkom iné. MoZzno nam to nejaky dalsi nalez
v jeho pozostalosti raz prezradi.

Aby sme vSak éitatela neukratili, jeden dokaz tu pre jeho po-
bavenie i poucenie predsa len uvedieme. KedZe sa vsak nech-
ceme nikoho dotknut, nebudeme dokazovat existenciu Boha,
ale existenciu hranatého kruhu. Citatel uz sam lahko na-
hliadne ako mozno podla nasej schémy dokdzat existenciu ¢o-
hokolvek, ¢o si len zmysli (napr. jednorozca). Namiesto exis-
tencie hranatého kruhu dokazeme este viac — totiz existenciu
existujiceho hranatého kruhu. Tym budeme hotovi, lebo ak
existuje existujuci hranaty kruh, tak tym skér existuje hra-
naty kruh — totiz ten existujuci. Nas dokaz budeme robit spo-
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rom. Predpokladajme teda, zZe existujuici hranaty kruh neexis-
tuje. Ale to uz je hned nds hladany spor — existujici hranaty
kruh zrejme nemoze neexistovat. Tak ako cvalajuci koén cvala,
existujuci hranaty kruh existuje.

Uvedomenie si moci rozumu, navyse reflektujiceho v logike
svoje vlastné zakony a principy, zdanlivo apridérne a z ni¢oho
neodvodené, vedie od precenovania tlohy rozumu v poznani az
k predstavam o jej vylucénosti a snaham odvodit vSetko isté po-
znanie len z tychto zdakonov a principov. Snahy o dékaz Bozej
existencie su len jednym z prikladov tohto druhu. Druhym pri-
kladom, ktorym sa konecne dostavame k jadru tejto kapitoly,
je logicizmus v matematike.

Zakladna téza logicizmu spociva v tvrdeni, Ze matematika je
odvetvim logiky. V matematickych pojmoch je potrebné odhalit
logicky zdklad, uchopit ich v logickej struktire a definovat ich
ako pojmy logiky. Aj matematické vety je potrebné dokazovat
ako teorémy logiky.

Hoci uvedent tézu ako prvy vyslovil az Gottlob Frege (1848-
1925), jej korene siahaju este k Gottfriedovi Wilhelmovi Leib-
nizovi (1646-1716), ktory sa domnieval, Zze s pouzitim mate-
matickych metéd sa mu podari rozsirit logiku na mathesis
universalis — univerzdlnu vedu o mysleni, ktorej pihou ap-
likaciou na konkrétne pojmy lubovolnej vednej oblasti bude
mozné ziskavat v nej nové poznatky. Usiloval pritom o vytvo-
renie symbolického kalkulu, ktory by umoznil previest bezné
Iudské myslenie na operdcie so znakmi podla presne stanove-
nych pravidiel, takze overenie spravnosti, pripadne odhalenie
nespravnosti nejakého tisudku by bolo mozné zredukovat len
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na puhe mechanické prehliadnutie symbolického textu. Do-
dnes sa celkom presne nevie, ako daleko sam Leibniz v na-
pliani svojho zémeru pokroéil.

Presnejsie mozno Leibnizove snahy zhrnut do troch bodov:

a) vytvorenie univerzdlneho systému, ktory by vSetky za-
kladné pojmy charakterizoval im priradenymi znakmi a zlo-
zené pojmy kombindciami prislusnych znakov (tzv. characte-
ristica universalis);

b) vybudovanie symbolického kalkulu, ktory by umoznoval
previest logické tivahy s pojmami na vypocty so zodpovedaji-
cimi znakmi (tzv. calculus ratiocinator);

¢) formulacia rozhodovacej procedury, ktord by o kazdom
takto symbolicky vyjadrenom tvrdeni umoznila rozhodnut, ¢i
je pravdivé alebo nepravdivé (tzv. ars iudicandi).

Zamery, ktoré pritom Leibniz sleduje, nie st nijako skromné.

Pokrok vsetkych vied, medzi nimi i matematiky, by bol len
jednym, a vobec nie najdolezitejSim dosledkom. Vsetky spory
medzi ludmi i medzi ndrodmi by ustali. Ak by sa aj vyskytli
nejaké nezhody a nazorové rozdiely, stacilo by si spolo¢ne sad-
nut a pocitat. Tak by sa zaraz zistilo, kto ma pravdu, a tato
snezvratnou jasnostou a presvedcivostou spoznanu pravdu by,
samozrejme, vSetci prijali a reSpektovali. [udstvo by mohlo po-
stupne objavovat a nakoniec vycerpat vSetky pravdy. Medzi
nimi miesto najpoprednejsie bude zaujimat Pravda o Bozej
existencii a pravom ndbozenstve, «ktoré najviac suhlasi s roz-
umom, a nabudice sa bude treba obavat odpadnuti od neho
prave tak malo, ako sa treba obdvat odvratenia ludi od arit-
metiky a geometrie, ktoru sa raz naucili».

Akokolvek utopicky a naivnhe nam tieto Leibnizove nadeje
moézu pripadat dnes, jeho projektu nemozno upriet velkole-
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post. Pokial ide o metédy, jeho génius predisiel svoju dobu
o viac nez dve storocia a presne predvidal smery neskorsieho
rozvoja matematickej logiky — vyrokovy a predikatovy pocet,
Godelovu aritmetizaciu metamatematiky, ako aj symbolicka
reprezentaciu poznatkov vyuzivanu pri pocitacovej implemen-
tacii a spracovani.

Prvy znamy vyznamnejsi pokrok v matematizacii logiky do-
siahol az George Boole (1815-1864), ktory, in§pirovany us-
pechmi vtedajsej abstraktnej algebry, podstatne rozsiril sféru
aplikacie jej metéd vytvorenim nového symbolického kalkulu
tvrdeni a vlastnosti, dnes nazyvaného vyrokovy pocet, ktory
v podstate formalizoval zakladné principy tvorby zloZenych
vyrokov pomocou logickych spojok, stotoznujuc pritom vyroky,
ktorych pravdivostna hodnota je na zdklade principov klasic-
kej aristotelovskej logiky vzdy rovnaka. Prislusna algebraicka
Struktira, ktora takto vznikne, sa dnes nazyva Boolova al-
gebra, a popri uz spominanej vyrokovej ma tiez standardnu
mnozinovu interpretaciu — algebru P(X) vSetkych podmnozin
Iubovolnej mnoziny X.

Priblizne v tom istom ¢ase sa k podobnym vysledkom neza-
visle dopracoval Augustus de Morgan (1806 -1871), ktory na-
vysSe obohatil logiku o studium relacii medzi viacerymi ob-
jektmi. Tieto otdzky sa sice sporadicky vyskytli uz u Aristo-
tela aj u niektorych inych starovekych a stredovekych logikov,
systematicka pozornost im vsak dovtedy venovana nebola.

Boolove a de Morganove myslienky potom dalej rozvinuli
najmi Ch. S. Peirce a E. Schrider. Koneéne zavedenim kvan-
tifikatorov a odvodzovacich pravidiel, formalizujucich klasické
sylogizmy, uz formédlna logika nadobudla podobu velmi blizku
stcasnému predikatovému poctu, na ¢om mali zasluhu najmé



106 8. Logika a logicizmus

Frege a Peano, ktory okrem iného vyrazne zjednodusil a spre-
hladnil tazko éitatelnt Fregeho symboliku. A prakticky vza-
pati po doviseni prvej etapy svojej matematizacie sa naopak
nova matematickd logika stava cielavedome vyuzZivanym na-
strojom matematického studia, ako i jednym zo zakladnych
kamenov budovy matematiky. Fregeho tézu vyslovenu na za-
¢iatku druhej casti tejto kapitoly, vychadzajucu z viery, Ze
tento zakladny kamen samojediny udrzi celtl stavbu, teda mo-
zeme interpretovat ako pokracovanie Leibnizovho zdameru as-
pon na péde matematiky. NavySe druhotnost a odvodenost ma-
tematiky vo vztahu k logike jej tym zaroven poskytuje zaruky
spravnosti a bezospornosti natolko pevné, ako si samy najvse-
obecnejsie principy a zakony ludského myslenia.

Bude zaujimavé este raz si uvedomit, na aké dedicstvo lo-
gicizmus vlastne nadvézuje. Vo svetle Leibnizovych zamerov
je pribuznost logicistickej tézy, poZadujucej odvodit matema-
tiku z logiky, a pokusov stredovekych scholastickych myslite-
lov i niektorych ich starovekych predchodcov ¢i novovekych
nasledovnikov o dékaz existencie Boha z principov ¢istého roz-
umu (teda logickymi prostriedkami) viac nez oc¢ividna. Leibniz
sa na rozdiel od nich o nie¢o podobného nepokusa. No zrejme
tak necini jedine preto, lebo si jasne uvedomuje, Ze jeho zamys-
Iana metéda nie je eSte dostatoéne rozpracovand, aby umoznila
zvladnut takato ndaroénu ulohu.

V naplianilogicistickej tézy vykonal Frege nemaly kus prace.

Predovsetkym sa mu podarilo vybudovat v logickych pojmoch
aritmetiku prirodzenych cisel, ¢o mu umoznilo logicku kon-
strukciu cisel raciondlnych a redlnych a otvorilo cestu k logic-
kému vykladu analyzy. No jeho logicky systém, v ktorom sa
volne nardbalo nielen s vlastnostami objektov, ale i s vlast-
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nostami vlastnosti atd., sa ¢oskoro ocitol v podobnych tazkos-
tiach ako Cantorova tedéria mnozin — napriek vsSetkej tizkost-
livej starostlivosti svojho tvorcu sa ukazal spornym. Dokonca
B. Russell svoj uz spominany paradox objavil prave pri studiu
prvého zvizku Fregeho diela Zdklady aritmetiky. No dlohu
pokracovat v jeho diele vzal na svoje ramena sam Bertrand
Russell (1872-1970). V ¢ase, ked druhy zvézok tohto diela bol
prave v tlaci, zastihol Fregeho Russellov list, upozornujici na
tazkosti vyvolané «predikatom, ktory sa nevztahuje na seba».
Zrutenie jedneho zo zakladnych pilierov Fregeho tedrie bolo
zaroven osobnou tragédiou jej tvorcu, ktort niesol muzne a sta-
tocne. AvSak z rany, ktoru jeho tedrii zasadil objav Russellovej
antinémie, sa uz do konca zZivota celkom nepozviechal.

Fregeho logicizmus je spéty s désledne platénskym ponatim
existencie matematickych objektov svojho autora, ¢o je v zhode
s tradiciou, z ktorej tento myslienkovy smer vyrasta. Na dru-
hej strane, Russell kladie hlavny déraz na jazyk matematiky
a logiky, teda v jeho ponati prevladaja pozitivistické tendencie.
Navyse Russell ako filozof vyrasta z tradicie britského empi-
rizmu a, — v protiklade k Leibnizovi i Fregemu — je zamerany
vyhranene protinabozensky. Tazko uverit, Ze najvyznamnejsi
predstavitel logicizmu a autor knihy Preco nie som krestanom
a iné eseje je jedna a ta ista osoba. Este v roku 1948 (!) sa
Russell zacéastnuje diskusie s patrom F. C. Coplestonom vysie-
lanej na rozhlasovej stanici BBC. Pater Copleston v nej hned
na zaciatku deklaruje imysel dokdzat existenciu Boha filozo-
fickymi avahami (!), no jeho priehladny pokus o ,sokratovsky”
dialég nema proti Russellovi, prevysujicemu ho o hlavu v po-
hotovosti, brisknosti i rozhlade, nijaktu Sancu.
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Ale vratme sa k logicistickému programu v matematike,
o ktorom, akokolvek sa ndm to zd4 éudné, sa Russell domnie-
val, Ze je nielen schopny prekonat cerstvo objavené paradoxy,
no dalsim rozpracovanim poskytne matematike solidny zaklad
a vyvedie ju z krizy, v ktorej sa ocitla. Russell obratil svoju po-
zornost na jav autoreferencie, ktory sa vyskytuje vo vsetkych
skor uvedenych paradoxoch — kazdy z nich v sebe zahrna akysi
bludny kruh: mnozina alebo vlastnost, ktora sa v iom definuje,
uz predpokladd samu seba vo svojej definicii. Takéto definicie
dostali nazov nepredikativne. Tak napriklad pojem ,mnozina
vSetkych mnozin” uz predpokladd sam seba, lebo v nom vy-
stupujtca vlastnost ,byt mnozinou” neznamena nic¢ iného, nez
Jpatrit do mnoziny vSetkych mnozin”. Podobne aj paradoxné
tvrdenie ,Tato veta je nepravdiva.” vypoveda o sebe samom.
Russell sa rozhodol ochranit matematiku pred spormi tym, zZe
z nej takéto a podobné tvrdenia a vsetky nepredikativne defi-
nicie jednoducho vylucil.

No podobné paradoxy mézu vzniknut nielen v désledku bez-
prostrednej autoreferencie. Napriklad dvojica tvrdeni

,Nasledujuce tvrdenie je nepravdivé.”
JPredchdadzajice tvrdenie je pravdivé.”

vedie takisto k sporu. Citatel sém l'ahko nahliadne, ako mozno
naznacéenou metédou vytvorit autoreferenény sporny cyklus
Tubovolnej dizky. Russell tak bol nuteny vybudovat znaéne do-
myselny a rozsiahly systém zdkazov tykajucich sa formulacie
matematickych tvrdeni. Tento systém, zalozeny na doslednom
a mnohonasobnom rozliSovani jazyka a metajazyka v hierar-
chii pozostavajucej z potencidlne nekoneéne mnohych turovni,
je znamy pod nazvom rozvetvenej teorie typouv.
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Skoér nez aspon strucéne naznacime, v ¢om spociva jeho pod-
stata, treba vSak podotknut, ze vystavba logiky a matematiky
v ramci tedrie typov nie je nevyhnutnym dosledkom logicistic-
kej tézy.

Zakladné objekty, Cize individuda su objekty typu o. Ak
t1, to, ..., t su typy, tak vztah ¢ (x1,%9,...,%,), kde x; ozna-
cuje premennu pre objekt typu t;, je objekt typu (¢1,%9,...,tn).
Pritom typ o je urovne O a uroven typu (t1,t9,...,t,) je ma-
ximum z drovni typov t1, to,..., t, zviéSené o jednotku. Spe-
cidalne, vlastnosti zdakladnych objektov majui typy trovne 1, ich
vlastnosti typy urovne 2 atd. Zrejme ak sa v matematike ob-
medzime len na tvrdenia, vlastnosti a vztahy spadajice do
naznacenej hierarchie typov, iroven typu Iubovolného objektu
vystupujiceho v nejakom vztahu bude nizsia nez Groven typu
tohto vztahu, takze k ziadnej autoreferencii, ¢i uz bezprostred-
nej alebo sprostredkovanej nejakym cyklom, déjst nemoéze.

Na druhej strane cena, ktorti nam za to prichodi zapla-
tit, je neprimerane vysoka: celd matematiku musime vtesnat
do znacne zlozitej a umelej typovej struktiary a preventivne
z nej vylucit i cely rad tvrdeni a definicii, ktoré vobec nevedu
k sporu, len sa prehresuju proti hierarchii teérie typov. Takého
druhu je napriklad tvrdenie ,Tato veta je pravdiva.”, pojem
,mnozina vSetkych mnozin, ktoré su prvkami samej seba”, no
¢o je horsie, i pojmy infima a suprema podmnoziny redlnych
¢isel. Taktiez prirodzené ¢isla sa v logicistickom ponati nepo-
darilo definovat inak nez nepredikativne. Tieto posledné, pre
matematiku nepostradatelné priklady je potom nevyhnutné
implantovat do tedrie typov zlozitymi oklukami.

Velka ¢ast matematiky bola ako odvetvie logiky vybudovana
na zaklade teérie typov vo fundamentalnom diele B. Russella
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a jeho uditela Alfreda Northa Whiteheada (1861-1947), v troj-
zvizkovych Principia Mathematica, ktoré vysli v rokoch 1910
az 1913. V sucasnosti pouzivana logicka symbolika je v pod-
state cela prevzata z tohto diela. Aby sa vSak v systéme Princi-
pia Mathematica dala vybudovat matematicka analyza, ktora,
ako sme uz videli, obsahuje nepredikativne definicie, museli
jej autori zaviest rozliSenie na rozne rddy i vnutri jednotlivych
typov a postulovat tzv. axiomu redukcie, o¢ividne inSpirovanu
vysledkami Cantorovej konstrukcie redlnych cisel.

Presna definicia radov je pomerne jemna a zlozita zalezi-
tost, takze nou citatela nebudeme zatazovat. Na vysvetlenie
len uvedme, Ze objekty radov vyssich nez 1 v rameci daného
typu t # o vznikaju kvantifikaciou cez premenné trovne vicsej
alebo rovnej urovni t. Napriklad vztah F (x, ¢), do ktorého vstu-
puju objekty x typu o (t. j. irovne 0) a vlastnosti ¢ (x) takychto
objektov, teda objekty typu (o) (a irovne 1) je sam objekt typu
(0, (0)) a arovne 2. Ak F(x,y) neobsahuje nijaké kvantifika-
tory, tak vlastnosti ¢ (x) = (F¢) (Fx,¢) a vy (x) = (V) F (x, @)
su objekty typu (0), ich rad vsak uz je rovny 2. Axiéma re-
dukcie potom tvrdi, Ze k Tubovolnej vlastnosti alebo vztahu
hocako vysokého radu vnutri daného typu ¢ # o existuje s nou
ekvivalentna vlastnost alebo vztah radu 1.

Axiéma redukcie vyvolala zna¢né pochybnosti. Sam Russell
sa uz coskoro prestal pokusat hajit stanovisko, ze tato axiéma
ma logicky charakter, a priznal, Ze jej prijatie mozno zatial
zdovodnit len cCiste pragmatickymi pohnutkami. No taktiez
pouzivanie axiéomy nekonecna a axiémy vyberu sa stalo kame-
nom urazu logicistickej tézy. Prijatie axiomy nekonec¢na bolo
nevyhnutné, aby sa v systéme Principia Mathematica dala vy-
budovat ¢o i len aritmetika prirodzenych cisel.
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Vynutené pouzivanie uvedenych troch axiéom, ktoré oéividne
nie su logickej, ale matematickej, teda obsaznej povahy, a tak-
tiez skryté pouzivanie prirodzenych cisel este pred ich formal-
nym vybudovanim vnutri systému, nevyhnutné kvoli opisu
hierarchie typov, sproblematizovalo samotnu zakladnu logi-
cisticku tézu. Navyse vSak nastolilo otdzku samotnej moznosti
existencie Cistej, t. j. od vSetkého obsahu oslobodenej, aprior-
nej logiky. Zda sa, ze uvedené skutoc¢nosti svedéia skor proti
takejto moznosti. k ¢istej apridrnej logike, jedinej pre vSetko
poznanie, sa mozno dopracovat leda ak v idedlnej abstrakeii,
no sotva ju mozno vycerpavajucim spésobom sformulovat, a uz
toboz jej dat podobu pouzitelného kalkulu a zovriet ju do raz
a navzdy stanovenych pravidiel a schém. Tak kazda oblast
Iudského poznania sa zdda mat svoju vlastnu logiku, ktord ne-
mozno do désledkov oéistit od ndnosov jeho obsahu. Specidlne
teda nemozno prehliadat rozdiely medzi logikou prirodzeného
jazyka, ktora nie je celkom prostda sporov — a ani ju netreba
a nemozno celkom ich zbavit, kedze odraza casto protirecivé
stranky skutocnosti a myslenia, a formdlnou matematickou
logikou, ktora si na jednej strane vynucuje isté obmedzenia
(trebars typovej povahy), aby sme v nej tak lahko neupadli do
formalnych sporov, no na druhej strane, bez postulovania is-
tého minima axiém, ktorych prijatie nijako nemozno zdévodnit
na zaklade logiky bezného jazyka, nie je schopnad zohrat tilohu
zakladov matematiky.

Lez i za spominanu cenu dosiahnuté oslobodenie od parado-
xov zostalo bez zaruky. Mézeme si sice byt isti, ze spory v do-
sledku autoreferencie a nepredikativnych definicii sa v ma-
tematike zaloZenej na teérii typov nevyskytnu, avsak logicis-
ticka téza uz ostala prili§ otrasena a jej zamery prili§ neus-
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pokojivo naplnené, aby sa v bezospornost matematiky dalo
verit iba na zaklade viery v spravnost logiky. Gédelove vy-
sledky z r. 1930 tieto pochybnosti potvrdili v miere prevysu-
jucej vsetky ocakavania.

Potialto sa teda osudy Principia Mathematica zhoduju s o-
sudmi axiomatickej teérie mnozin. No hlavnym dévodom, pre-
¢o sa tedria typov, na rozdiel od tedrie mnozZin, nakoniec ne-
uchytila, zostdava jej neprimerana zlozitost a strnulost, vyvo-
land prisnou hierarchiou tedrie typov, zbytoéne a v neprime-
ranej miere stavajicou do popredia struktiru pritomnu v pri-
rodzenom jazyku len ¢iasto¢ne a implicitne. No tedria mnozin
ma oproti tedrii typov navyse td vyhodu, zZe v sebe implicitne
obsahuje dokonca transfinitni typova hierarchiu. Tato mozno
v pripade potreby vyvolat pomocou typovej funkcie 7, ktoru
sme zaviedli v predoslej kapitole v suvislosti s axidmou regu-
larity. Pritom odpada nevyhnutnost rozliSovat medzi typom
a jeho urovnou. Podobne struktiru rddov mozno pre matema-
tické teodrie zachytit pomocou ich modelov v tedrii mnozin. Istu
opatrnost si vyZaduju modely tedrie mnozin samotne;j.

Obrazne povedané, je dobré vediet, ze v State je dobre fungu-
juca, spolahliva policia, ktord chrani zivoty, bezpeénost a maje-
tok obcanov a bdie nad dodrziavanim zakonov. A ¢im je pritom
nendpadnejSia, tym lepSie. No je velmi neprijemné, ked nds
policia sleduje na kazdom kroku a okato ddava svoju vSadepri-
tomnost najavo. Potom uZ ani nevieme, ¢i si mame Zelat, aby
fungovala bezchybne, alebo radSej menej poriadne a dosledne.

Na veci uz ni¢ podstatného nemohli zmenit ani neskorsie po-
kusy prekonat tieto nedostatky teérie typov, z ktorych najzna-
mejsim su tzv. New Foundations navrhnuté W. V. O. Quinom,
zblizujtce typovy a mnozinovy pristup a znendapadnujice ty-
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povu hierarchiu zavedenim tzv. stratifikovanych formul. Ma-
tematika zalozena na teérii typov sa dnes pestuje takmer vy-
lucne ako odvetvie filozofie matematiky a matematickej logiky
(¢o je napokon, hoc nie bez irénie, v zhode s pé6vodnym logicis-
tickym zamerom). Samotni matematiku v§ak v podstate ne-
zasahuje.
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Ako sme uz spominali, od ¢ias antiky, cez cely stredovek
anovovek az do vzniku teérie mnozin v druhej polovici 19. sto-
rocia, hoci v tejto otazke dochadzalo sustavne k ré6znym spo-
rom, ktoré sme si nemohli dovolit blizsie sledovat, prevladaju-
cim ponatim nekonecna zostavalo nekonecno potencidlne. Az
rozvoj tedérie mnozin a vyrazné uspechy mnozinovej matema-
tiky zvratili tento stav v prospech nekonec¢na aktuéalneho. Za-
roven sme sa pokusili ukazat, Ze len ¢o si tedéria mnozin vyty-
¢ila skimanie nekonec¢na za svoju prvoradu dlohu, narokujuc
si pritom status novovekej objektivnej vedy, aktualizacia ne-
konec¢na v jeho absolitnej podobe bola uz predpojata v tomto
jej vedicom zamere.

Dalsi rozvoj matematickej analyzy na mnozinovom zaklade,
teoreticky zavrsujuci predchadzajtuce tuspechy klasickej me-
chaniky, dal potom v stlade s vtedy panujicim mechanistic-
kym vykladom sveta pohotovo vzniknut tiez dodatoénému vy-
kladu ospravedlnujicemu a zdoévodiiujucemu spominanud ak-
tualizéciu. Podla tohto vykladu realny fyzikalny priestor moz-
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no stotoznit s trojrozmernym euklidovskym priestorom a struk-
turu plynutia ¢asu so struktiarou usporiadania geometrickej
priamky. A napokon skiimanie oboch mozno metédou stradnic
previest na skimanie realnych c¢isel. Teda aktudlne nekonecéno
ukryté v idedlnom kontinuu mnoziny realnych cisel je realne,
priam fyzicky pritomné v Strukture bodov priestoru a taktiez
v Strukture casovych okamihov, ¢ize hned v dvoch typoch kon-
tinui realneho sveta. I ked presvedéenim o bezpodmienecnej
zhode realneho a euklidovského priestoru trvale otriasli objavy
geometrii neeuklidovskych, neskorsie modely tychto geomet-
rii v euklidovskom priestore vynali spod akejkolvek pochyb-
nosti aspon tézu o lokdlne euklidovskom charaktere realneho
priestoru. Uvedeny vyklad ¢asu sa vtedy nepokusal spochyb-
nit nikto. Takze sa verilo, Ze absolutne aktudlne nekonecno,
dokonca mnozinu mohutnosti 2%, mozno néjst v lubovolne ma-
lom priestorovom i ¢asovom intervale. Hoci do vzniku kvanto-
vej mechaniky, ktora mala tieto vylucne a priori podloZené tézy
postupne obratit celkom naruby, uz nebolo az tak daleko.

I tak sa niet ¢omu divit, Ze teériu mnozin s jej koncepciou
nekonec¢na neprijali vSetci bezvyhradne, ale potencidlne ne-
konecno si medzi matematikmi aj nadalej zachovalo nemaly
pocet vplyvnych stupencov, ktorych prave skutocnost, Ze sa
takreéeno zo dna na den ocitli v mensine, priméla sformulovat
svoje stanovisko o to vyhranenejsie a hajit ho o to zapaliste;j-
Sie. Vyustenim tejto odozvy boli vystipenia Luciena Egberta
Jana Brouwera (1881 -1966), spadajtice do rokov 1907-1908
a sformovanie takzvanej intuicionistickej platformy.

7 filozofického dedic¢stva, na ktoré intuicionizmus nadvia-
zal, treba spomenut predovsetkym René Descarta (1596 -1650)
a Blaise Pascala (1623 -1662), ktori nad skiisenostné poznanie
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sprostredkované zmyslami stavali poznanie ¢éisto rozumové,
pozostavajuce jednak z dedukcie, ktorou sa rozum uvedomelo
a krok za krokom dopractva k novym poznatkom na zaklade
predoslych, no najmé z intuicie, ktoru si cenili najvyssie, cha-
panej ako rozumom nezdévodnené, bezprostredne pravdivé, ce-
lostné uchopenie nejakej idey ¢éi stucna jedinym vhladom jas-
ného rozumu, neponechavajice najmensi priestor pochybnos-
tiam a neistote. Podobny vyklad intuicie je dalej rozvinuty
v diele Immanuela Kanta (1724 -1804). No eSte markantnejsie
sa Kantov vplyv prejavil pri intuicionistickom vyklade casu
ako apridérnej formy nasho vnutorného rozumového nazerania
seba samych i okolitého sveta. Na konkrétnej podobe intuici-
onistického vykladu idey trvania a jej prepojeni s ideami sci-
tania a ¢isla vSak badat aj hlboké stopy zaciatkom 20. storocia
velmi vplyvnej filozofickej koncepcie Henri Bergsona (1859 az
1941), zdoraznujucej navyse psychologicku aktivitu subjektu.

Najvyznamnejsimi bezprostrednymi predchodcami intuicio-
nizmu na péde matematiky boli Leopold Kronecker (1823 az
1891) a Henri Poincaré (1854 -1912), hoci kazdy z nich prista-
pil ku kritike Cantorovej teérie mnozin a aktudlneho neko-
necna v inom obdobi a z iného stanoviska. Kronecker este v se-
demdesiatych a osemdesiatych rokoch 19. storocia, v ¢ase roz-
machu Cantorovych, Dedekindovych a Weierstrassovych tvo-
rivych snah hldasal, Ze ich zakladné pojmy st len prazdne slova,
ktoré nezodpovedaju nijakej skuto¢nosti a presne v duchu py-
tagoreizmu ziadal vybudovat matematiku zalozenu désledne
len na pojme celého cisla. Poincaré vystupil proti Cantorovej
tedrii mnozin, no rovnakou mierou i proti Russelovmu logi-
cizmu, az v case jej krizy, ked podobnych kritickych hlasov,
pochopitelne, pribudalo. Za priéinu sporov v objavenych pa-
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radoxoch povazoval, popri uz spominanych nepredikativnych
definiciach, prave zavedenie aktudlneho nekoneéna do mate-
matiky a sam sa priklanal k nekoneénu potencidlnemu. Pri-
tom vyzdvihoval matematickd indukciu ako vyraz nasho in-
tuitivneho porozumenia pre nekonecné deje, zakladni oporu
a nastroj matematickych tivah, ktorti nemozno previest na ni-
jaké jednoduchsie matematické ani logické principy, a fakticky
jedinu pripustni matematicki metédu operovania s nekonec-
nom zaroven.

K niektorym intuicionistickym ndzorom mala tiez blizko,
i ked v pomerne umiernenej podobe, franctiizska skola predsta-
vovana najmé R. Bairom, E. Borelom a H. Lebesguom a s nimi
sympatizujica a spolupracujica sovietska skola vedena N. N.
Luzinom. Obe tieto $koly inak velmi podstatne a vyrazne vy-
uzivali metdédy tedrie mnozin v analyze, topoldgii, tedrii fun-
kecii, tedrii miery atd., no Zermelov dékaz moznosti dobre uspo-
riadat kontinuum a niektoré dalsie ,neprijemné” dosledky axié-
my vyberu ich znepokojili natolko, Ze vzniesli vaZzne vyhrady
proti tejto axiome a neefektivnym existenénym dékazom vo-
bec.

Poznamenajme len na okraj, Zze keby axiéma determinova-
nosti bola znama uz v tom Case, je dost mozné, ba dokonca prav-
depodobné, Ze spominani Styria velki matematici by jej asi dali
pred axiémou vyberu prednost. Pomocou axiémy determino-
vanosti mozno totiz vybudovat omnoho krajsiu, elegantnejsiu
a vnutorne jednoliatejsiu deskriptivnu teériu mnozin, v ktorej
sa prave nemoézu vyskytnut rézne patologické (napr. nemera-
teIné) mnoziny redlnych cisel, za aké je zodpovednd axiéma
vyberu.
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No najostrejSej a najrozsiahlejsej, pritom vSak hlbokej a pre-
nikavej kritike podrobil mnozinové i logicistické ponatie ma-
tematiky a taktiez koncepciu aktudlneho nekone¢na Brouwer,
ktorého tak pravom povazujeme za zakladatela myslienkového
smeru v matematike nazyvaného intuicionizmus. Jeho prvé
vystupenia z rokov 1907-8 postupne prerastli do nového vy-
vojového prudu v matematike, ktory sa s takzvanym klasic-
kym pridom definitivne rozisiel. Z dalsich najvyznamnejsich
predstavitelov tohto hnutia treba spomenut aspoit Hermanna
Weyla (1885-1955) a Arenda Heytinga.

Podla Brouwera aktudlne nekonecéno je odtazita fikcia, ktora
nezodpoveda nielen nijakému javu realneho sveta, ale ani ni-
jakej nasej predstave, a jeho zavedenim do matematiky sa tato
veda dostdva do vleku mystiky. Tym vsak matematika strdaca
akukolvek intuitivhu ndzornost, ¢o nutne vedie k zhubnému
bujneniu formdlnych metéd, ktoré sa tak stavaju jedinym bez-
peénym vodidlom v temnom labyrinte aktudlne nekonecénych
mnozin, nepristupnom ndSmu nazeraniu ani predstavivosti.

Zajediny zdroj matematiky povazuje Brouwer [udsky rozum;
presnejSie, matematika je totoznd s exaktnou zlozkou ndsho
myslenia a ziadna ind veda, teda ani filozofia ¢i logika, nemoéze
sluzit na podopretie jej zdkladnych predpokladov. Jej jedinym
predpokladom je raciondlna intuicia, ktorou s bezprostrednou
jasnostou a istotou nazerame matematické idey, pojmy, tvr-
denia a doékazy. Zvlastnostou rozumu umoznujicou vznik ma-
tematiky je jeho schopnost vnimat a rozliSovat dva po sebe
nasledujuce ¢asové okamihy ako dva rozne okamihy. Abstrak-
ciu tohto vedomého rozlisovacieho aktu mézeme v hibke svojej
intuicie podrobit neohrani¢enému opakovaniu. To nam v ko-
necénom doésledku umoznuje generovat rad prirodzenych ¢isel
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a podlozit nimi l'ubovolné iné postupne krok za krokom plyntce
deje, Specialne, postupnosti ré6znych matematickych objektov.
Snaha vylozit prirodzené ¢isla pomocou nejakého mnozinového
¢i logického vykladu je teda stavanim veci na hlavu. Tie to-
tiz v intuicionistickej matematike vystupuju ako ¢osi prvotné,
odvodené len z ndsho intuitivneho porozumenia c¢asu, ale aj
naopak, rad prirodzenych ¢isel sa stava vzorom okamihov ply-
nuceho ¢asu, vlastne akousi jeho vyprazdnenou formou.

Désledné trvanie na naznac¢enom vyklade nam uz samo za-
branuje vykladat nekonecno pritomné v obore prirodzenych
¢isel ako zavisené, t. j. aktudlne. Nieco také by totiz predpo-
kladalo paradoxnu aktualizaciu ¢asu, t. j. vyklad, podla kto-
rého c¢asové okamihy, ktoré este len uplynu, existuju uz teraz,
teda budiicnost existuje uz v pritomnosti. To je vSak s nasou
intuiciou ¢asu v prikrom rozpore. Nie je sice tazké predsta-
vit si nejaky domyselny teologicky vyklad zalozeny trebars na
uplnom predurceni, ktorym by sme vedeli 1 taktito aktuali-
zaciu ospravedlnit. Prave od podobnych vykladov vsak chcel
Brouwer matematiku definitivne oslobodit.

Skor uvedeny klasicky vyklad éasu a jeho intuicionisticky
naprotivok tak nazorne demonstruju, ako dve, v jednej genetic-
kej linii pribuzné, apriérne koncepcie mézu postupne dospiet
k pomerne I'ubovolnym vzajomne protichodnym zdverom.

V intuicionistickom ponati tak obor prirodzenych cisel zasa
raz prestdava byt mnozinou a nekonecéno v nom pritomné je opét
len nekonecno potencidlne. To znamena, ze prirodzenych cisel
mame vzdy vytvoreny len konecény pocet, no v pripade potreby
si zakazdym moézeme vytvorit nové prirodzené éisla, teda moé-
zeme ich mat v#csi konecény pocet. V ktorejkolvek chvili tak
tie prirodzené c¢isla, ktoré sme uz uskutocénili, predstavuju len
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nepatrny zlomok tych, ktoré vobec mozno uskutocnit, no vébec
vSetky prirodzené ¢isla nijakym zaviSenym tvorivym aktom,
ani v predstave uskutocnit nemozno.

V dosledku naznaceného vykladu nekonec¢no v intuicionis-
tickej matematike straca svoj objektivny, presnejsie objektovy
raz; nevztahuje sa totiz k nijakému zavirSenému objektu, ale
vyjadruje vlastnost niektorych dejov — ich neohranicené, ne-
zavisené, postupné plynutie krok za krokom. Tym sa intuicio-
nizmus odputava nielen od Cantorovej teérie mnozin a jej ve-
ducich zamerov, ale dostava sa este pred Bolzanov vyklad ne-
konecna az k najvlastnejsej podobe tohto javu, ktorou asi skoér
nez nekone¢né mnoziny budi neohranicené deje, i ked nie len
nutne odohravajuce sa krok za krokom.

No Brouwer sa neobmedzil len na kritiku aktudlneho neko-
necna a vylozenie svojej koncepcie nekonec¢na potencidlneho,
¢o bol, akokolvek vyznamny, jednako iba prispevok do starej
diskusie o uz tradi¢ne spornych otazkach. Omnoho vac¢si roz-
ruch sposobila jeho kritika klasickej logiky, ktorej pravidla sa
nam tradiciou dochovali v podstate nezmenené este od Aristo-
tela a viera v ich absolutnu spravnost a univerzalnu platnost,
nezavisle od predmetu a obsahu prislusnych usudkov, bola po
celé to dlhé obdobie jednym z najpevnejsich, zdanlivo neotrasi-
teInych pilierov zapadného myslenia. V désledku Sokujuceho
ucinku tejto kritiky, ktory prekryl mnohé podstatné suvislosti,
sa dokonca podnes mozno u mnohych autorov stretnut s hrubo
zjednodusenym vykladom intuicionizmu, redukujicim ho len
na reviziu logiky.

Podla intuicionistov klasicka logika bola vyabstrahovana
z prirodzeného ludského jazyka, ktory odrazal kazdodennu
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Iudsku skusenost zahriajucu len koneéné zoskupenia objek-
tov. Postupne Iudstvo na ohranicenia dané jej povodom za-
budlo, prehlasilo ju za nieco prvotné, a priori platné, a zacalo ju
bez akéhokolvek oprdavnenia pouzivat i v oblastiach, na ktoré
sa jej platnost nevztahuje, Specialne v matematike nekonec-
nych oborov objektov.

Pouzivanie klasickej logiky v plnom rozsahu na aktudlne
nekonec¢né mnoziny je tak len prenesenim dalSieho z atribu-
tov konec¢na na nekonecno a je uz predpojaté v samotnej jeho
aktualizacii. Naopak, dosledny vyklad nekoneéna ako poten-
cidlneho si uz sam vynucuje starostlivé prehodnotenie prin-
cipov klasickej logiky prv, nez sa pokusime rozsirit sféru ich
platnosti aj na nekonecné obory objektov.

Skér, nez tu uvedieme niektoré klasické logické zakony,
ktoré v tejto skuske neobstdli, je potrebné na chvilu sa pri-
stavit pri Brouwerovom hodnoteni vztahu medzi jazykom, lo-
gikou, myslenim a matematikou. Matematické myslenie pre-
bieha v hlbinach rozumu a ako také nema jazykovy charakter.
Jazyk — ¢i uz prirodzeny alebo symbolicky — sluzi len na komu-
nikdciu roznych, napriklad matematickych poznatkov, no sam
nijako nie je schopny vyjadrit celé ich bohatstvo. Logika, ktora
zachytava struktiru jazyka, no nie skuto¢ného myslenia, tak
zohrava ulohu len akéhosi druhotného nastroja sprostredku-
vajuceho vztah medzi jazykovymi ivahami a im zodpovedaju-
cimi transformdciami matematického textu, no nie tlohu na-
stroja matematického myslenia samotného.

Teda zakladna logicisticka téza dospieva v intuicionizme
k svojmu obrateniu: nie matematika je c¢astou logiky, ale lo-
gika, alebo aspon matematicka logika, je ¢astou matematiky
a matematika tiez rozhodujicou mierou urcuje charakter jej
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zakonov. Z toho dovodu akékolvek pokusy odvodit matematiku
z logiky, o ¢o sa pokusal logicizmus, ¢i z nejakého vhodného axi-
omatického systému, o ¢o sa zase pokusal formalizmus, a tak
zarucit jej bezospornost, si dokonale pomylené. Bezospornost
je dosledkom spravnych tivah, a o spravnosti ivah usudzujeme
intuitivne, ¢i, lepsie povedané, intuitivne ju nahliadame. Para-
doxy teérie mnozin preto nie st v prvom rade logické spory, ale
désledky zavedenia intuitivne nepodloZenych pojmov — aktu-
dlne nekoneénych mnozin — do matematiky. Spominané spory
ndam tak absurdnost nekoneénych mnozin len odhaluju v celej
jej nahote.

Klasicka logika, stic takto vykazana do ,patriécnych medzi”,
jeivintuicionistickej matematike v plnom rozsahu pouzitelna
na aktualizované obory objektov, ktoré vsak tu su len konec¢né.
Po dalsej analyze sice intuicionizmus priznava pouzitelnost
vacSiny jej principov aj na nekonecné, a tym neaktualizované
obory, neprestava vSak zdoraznovat, ze logika je len negativ-
nym kritériom pravdy. Teda napriklad, ak predpoklad o exis-
tencii nejakého objektu danych vlastnosti vedie k sporu, taky
objekt neméze existovat. No naopak, len na zaklade logického
sporu, odvodeného z predpokladu jeho neexistencie, este ne-
mozno usudzovat na existenciu nejakého objektu. Podobne,
aby sme dokazali tvrdenie ¢ V 1), musime skutoc¢ne dokazat
tvrdenie ¢ alebo dokazat tvrdenie 1, teda musime nielen ve-
diet, Ze aspon jedno z nich je pravdivé, ale aj menovite ktoré to
je. Nestaci dokdzat alternativu ¢ V 1) nejakou oklukou, napri-
klad tak, ze dokazeme implikaciu - = 1. Potom sice vieme,
ze obe tvrdenia ¢, 1y nemézu byt sticasne nepravdivé, no ktoré
z nich naozaj plati, stale nevieme.
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Pokusime sa teraz na priklade ilustrovat, Ze nehotové, len
postupne sa dotvarajice svety maju svoju vlastnu logiku, nie
nevyhnutne totoznu s klasickou. Poprosime éitatela, aby si
predstavil nejaky, inak hocijaky, dom. Pockame, kym si ho
predstavi a polozime mu otazku: ,Je v tom dome domovnik?”
Ak si citatel vyslovne predstavil nejaky dom a v iom domov-
nika, moéze spokojne odpovedat ,ano”. Ak sivyslovne predstavil
nejaky dom bez domovnika, méze odvetit ,nie”. V kazdom inom
pripade, t. j. ak si nijakého domovnika, ani ,domovnika ako ta-
kého” vo vztahu k svojmu domu nepredstavoval, (a asi sa prilis
nezmylime, ked si dovolime predpokladat, ze to je prave pri-
pad viésiny nasich éitatelov), nemoze spokojne odvetit ani tak,
ani tak. Skutoc¢ne v takom dome domovnik ,ani bol, ani nebol”.
Z hladiska klasickej logiky to vSak nie je mozné, td pripusta
len dve moznosti — bud tam bol, alebo tam nebol — a nié tretie.
Niektori ¢itatelia sice mozu este dodatoéne na zéklade charak-
teru prislusného domu usudit, Ze tam domovnik byt musel, ini
zasa, ze tam byt nemohol; no v takom pripade sotva moézu za-
rucit, ze bol prave vtedy doma, pripadne, Ze v ich dome nebol
prave vtedy, trebdrs na navsteve, domovnik z nejakého iného
domu. Podstatne zaujimavejsie je, zZe kazdy si teraz, t. j. do-
datodéne, moéze svoju predstavu domu dotvorit podla toho, ¢i
v nom chce alebo nechce mat domovnika.

Logicky zékon, ktory sme sa v nasom priklade snazili spo-
chybnit a ktory vo vztahu k nekoneénym oborom objektov
Brouwer skutocne podrobil kritike, sa nazyva zdkon vylicenia
tretieho. Podla tohto zdkona pre fubovolné tvrdenie ¢, tvrde-
nie p V - je pravdivé, nezavisle od obsahu i od pravdivosti ¢i
nepravdivosti tvrdenia ¢ a nasich znalostiach o nich. V intui-
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cionistickom ponati sa vS§ak na tvrdenie ¢V -y vztahuje vsetko
to, ¢o sme uz povedali o alternative dvoch tvrdeni.

Zakon vylucenia tretieho, pripadne s nim rovnocenny zd-
kon dvojitej negdcie, -—p = ©, sa v matematike casto pouziva
pri dékazoch sporom, najmé pri takzvanych nepriamych ne-
efektivnych existenénych dékazoch. Na dékaz existencie neja-
kého objektu x s danou vlastnostou ¢ (x), t. j. na dokaz tvr-
denia (3x) ¢ (x), totiz v klasickej matematike staéi dokazat, ze
predpoklad , podla ktorého Zziadny objekt x nemd vlastnost
¢ (x), vedie k sporu. Takéto dokazy, podobne ako neefektivne
dokazy existencie matematickych objektov zaruéenych len a-
xiémou vyberu, vSak intuicionizmus odmieta. Poznamenajme,
ze obe tieto otazky suvisia eSte omnoho uzsie, nez by sa na
prvy pohlad mohlo zdat. V r. 1975 totiZ R. Diaconescu pub-
likoval vysledok, dokdzany metédami tedrie kategorii, podla
ktorého v tedrii mnozin s axiémou vyberu je uz puhymi pros-
triedkami intuicionistickej logiky dokazatelny aj zakon vylua-
¢enia tretieho.

Ked sme uz raz odbocili, naskyta sa nam vhodna prilezitost
poznamenat, Zze nahradenie axiéomy vyberu axiéomou determi-
novanosti znamenaé odklon od klasickej teérie mnozin v smere
prikro a nacdisto protichodnom intuicionizmu. Zjednodusene
povedané, tato axioma pre [ubovolny vztah ¢ (xg, x1, %9, %3, ...),
ukazujici sa na nekonecénych postupnostiach objektov, postu-
luje pravdivost tvrdenia

(3x0) (V1) (Fx2) (V3) . . . ¢ (0, %1, %2, X3, .. .) V
V (Vxo) (Fx1) (Vg) (Fx3) - . . — (%0, %1, %2, X3, - - ),
teda rozsiruje platnost zakona vylucenia tretieho zaroven s pra-
vidlom o negacii kvantifikovanych formul aj na sféru logiky
istych nekonec¢ne dlhych formul.
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Jedinym pripustnym dokazom existenéného tvrdenia v in-
tuicionistickej matematike je faktické zostrojenie hladaného
objektu alebo aspon intuitivne jasny navod na jeho konstruk-
ciu. Intuicionistickd matematika ma teda konstruktivny cha-
rakter. Avsak otdazku, aké konstrukecie s intuitivne pripustné,
nechava tento smer nezodpovedanu. Zo samej povahy veci
totiz vyplyva, ze akékolvek presné pojmové vymedzenie vy-
znamu slov ,intuitivne jasny”, ak navyse ma byt samo intui-
tivne jasné, je jeho neodévodnenym zizenim.

Svet intuicionistickej matematiky je teda v stave neusta-
leho vznikania, je otvoreny a nezaviseny, podobne ako svet
nasich predstav. Objekty v niom uz vytvorené vstupuju do roéz-
nych vztahov i s objektmi novovznikajucimi, éim sa meni ich
postavenie v tomto svete, a tym aj ich vlastnosti. Skryty pred-
poklad klasickej logiky zakladajtci zakon vylucenia tretieho,
podla ktorého Iubovolny objekt ostro rozdeluje vsetky vlast-
nosti, ktoré sa na nom mozu ukazat, na dve skupiny — na
tie, ktoré ma4, a tie, ktoré nema — tu teda nie je splneny. Pre
istotu eSte poznamenajme, Ze klasicka objektivna veda nacha-
dza tento predpoklad splneny v redlnom svete len pod vply-
vom jeho mechanistického vykladu. Na nebezpecenstvo skryté
v uvahdch o ,vSetkych vlastnostiach” sme uz upozornili v si-
vislosti s paradoxmi Richarda a Berryho.

Uvedme este jeden, tentoraz matematicky priklad, akych
bol na osvetlenie intuicionistického stanoviska vymysleny cely
rad. Vsetky sleduju spoloént schému — zakladaju sa na ne-
jakom nevyrieSenom matematickom probléme. Za¢nime pisat
desatinny rozvoj cisla m = 3,141... a pod nim desatinny roz-
voj p = 0,333..., ktory ukonéime, len ¢o sa v rozvoji ¢isla = po
prvykrat objavi postupnost cisel 0123456789. Ak teda cifra
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9 z prvého vyskytu takejto postupnosti je k-tym znakom za
desatinnou ¢iarkou, tak p = (10% —1)/3.10%. Ak sa takato sku-
pina cifier v rozvoji ¢isla 7 neobjavi, tak p = 0,333, t. j. p ma
nekonecny desatinny rozvoj. Klasicky l'ahko dokazeme, Ze p je
racionalne ¢islo. Keby totiz nebolo, tak pre ziadne k by nemohlo
byt p = (10% — 1)/3.10* a postupnost 0123456789 by sa nikdy
neobjavila v 7. Potom je vSak p = 1/3, ¢o je spor. Jednako,
v intuicionistickom ponati opravnene tvrdit, Ze p je raciondlne
¢islo, predpoklada vypoéitat jeho ¢itatela a menovatela, teda
ukéazat menovite ktorému z ¢isel 1/3; 0,3; 0,33; 0,333 atd. sa p
rovnd Na to by sme v§ak museli ndjst prvy vyskyt spomina-
nej skupiny cifier v rozvoji 7, alebo dokazat, ze takyto vyskyt
neexistuje. Ani jedno ani druhé sa v§ak zatial nikomu nepo-
darilo. Pritom si eSte vSimnime, len aby sme si uvedomili, Ze
s pripadnym upresnenim pojmu konstruktivnosti to nebude
také jednoduché, Ze nase poznatky o Cisle # nam umoznuja
vypocéitat éislo p s presnostou na Iubovolny vopred dany pocet
desatinnych miest.

Celkom na okraj este poznamenajme, Ze uz len samotn4 in-
tuicionisticka revizia logiky sa na prvy pohlad zda schopnd
preklenut aspon bezprostredné priznaky krizy teérie mnozin
spocivajuce v niektorych zo skor uvedenych paradoxov. Na-
priklad v Russellovom paradoxe sme totiz logicky spor odvo-
dili az s pouzitim zdkona vyltucenia tretieho. Ak tento logicky
zakon neprijmeme, k ziadnym sporom by déjst nemuselo. No
nie je to tak. Ako sa vyjasnilo krdatko po uverejneni Heytin-
govho systému intuicionistickej logiky, ku ktorému sa este
dostaneme, z tvrdeni tvaru ¢ < —p, a k takému dospejeme
i v Russellovom paradoxe, uz mé6zno odvodit spor tvaru ¢ & —¢
aj prostriedkami intuicionistickej logiky, bez pouzitia zdkona
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vylicenia tretieho. Ako sme uz naznacili, tato a cely rad po-
dobnych otdzok je vSak intuicionizmu srde¢ne I'ahostajnych.

V intuicionistickom ponati matematiky straca totiz zmysel
nielen rozhodujuca cast tedrie mnozin, napriklad nekonecné
kardindly a ordindly, no i znacna cast tradiénych matematic-
kych disciplin, ako napriklad klasicka analyza, sa ocita v ne-
zavideniahodnom postaveni: musia radikdlne zrevidovat svoje
metédy a mnohé svoje vysledky dokazat nanovo konstruktivne,
pripadne zuzit oblast ich platnosti, ba dokonca sa ich zriek-
nut. K zakladnym vysledkom klasickej analyzy, ktoré neprejdu
tymto sitom, patria napriklad Bolzanova-Weierstrassova veta
o hromadnom bode nekonecénej ohranic¢enej mnoziny redlnych
Cisel, ¢i veta o supreme a mnoho dalSich, medzi nimi i Brou-
werova veta o pevnom bode.

Od kritiky mnozinove] matematiky a klasickej logiky in-
tuicionisti postupne presli k rozpracovaniu svojej vlastnej po-
zitivnej koncepcie matematiky. Jednym z hlavnych problémov,
s ktorym sa pritom museli vysporiadat, bolo vypracovat v rameci
svojou povahou prevazne diskrétneho intuicionistického pona-
tia matematicky vyklad kontinua, ktoré nie je javom o ni¢ me-
nej intuitivne jasnym a bezprostredne rozumovo uchopitelnym
ako rad prirodzenych ¢isel. Intuicionisticka koncepcia vsak pri
zvolenom pristupe neumoznuje aktualizovat nielen obor vset-
kych redlnych c¢isel ako matematicky model kontinua, no vo
vSeobecnosti ani jednotlivé redlne ¢isla, ktoré su, z Ciste for-
maédlneho hladiska podobne ako pri konstrukcii Cantorovej, za-
dané niektorymi ,volne vznikajucimi”, ¢ize konstruktivne po-
pisanymi, no nezavrsujicimi sa postupnostami ¢isel racional-
nych. Prave tdato neuchopitelnost jednotlivych redlnych éisel
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ako hotovych objektov si vynucuje mnozstvo umelych nahra-
ziek formalneho charakteru, ktoré celi vec zna¢ne komplikujua
a uz tob6z nepriddvaju intuicionistickému kontinuu na in-
tuitivnej ndzornosti. A tak vysledok tychto snah sotva mozno
nazvat vSeobecne uspokojivym. Napokon viaceré znamenité
Brouwerove prace z topolégie a Weylove z matematickej fyziky,
ktoré pevne spocivaju na poéde klasickej matematiky, i ked nie
priamo tedrie mnozin, a si na mile vzdialené intuicionistic-
kému ponatiu, to tiez nepriamo dosvedcuju.

Blizsie obozndmenie so samotnou intuicionistickou mate-
matikou a ocenenie prinosu jednotlivych autorov k jej rozvoju
uz presahuje ramec nasich uvah, takze sa obmedzime len na
niekolko velmi vSeobecnych pozndamok. Tdto matematika je
svojim spdésobom velmi zaujimava a osobitd, pricom jej vy-
sledky miestami priam protirecia svojim klasickym néaprotiv-
kom, Co je obcas prijemnym, no asi jedinym osviezenim pri jej
nelahkom a nie prili§ zdzivnom §tudiu. V nijakom pripade v§ak
nemoze s klasickou matematikou sutazit v bohatstve a pes-
trosti jej sveta, v rozmanitosti pouzivanych metéd ani v sile
aplikdcii. Tie posledné totiz intuicionistickd matematika za-
tial v podstate nenasla a samotni jej predstavitelia sa v tomto
smere i do buducnosti vyslovuju skepticky.

V r. 1930 uverejnil Heyting formalny logicky systém, v kto-
rom zachytil v axiomatickom tvare zakladny fragment intuicio-
nistickej logiky. Z hladiska intuicionizmu, ktory nepripusta
moznost stanovit s konecnou platnostou vsetky logické prin-
cipy vyrastajuce z pédy matematiky, ide o vysledok vyslo-
vene okrajovy a, dosledne vzaté, vlastne nezelany. No sku-
toénost, Ze vSetky doposial v intuicionizme pouzivané logické
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zakony mozno v Heytingovom systéme odvodit, uvedenu tézu
dost problematizuje. NavySe Heytingov systém otvoril moz-
nost modelovat intuicionistickd logiku pomocou takzvanych
Heytingovych algebier, ktoré su prirodzenym zovSeobecnenim
Boolovych algebier. To vo svojom désledku umoziuje modelo-
vat v tedrii mnozin aj intuicionistickii matematiku. Klasicka
matematika sa tak ukazala dost bohatou na to, aby do seba
pojala, hoci len v sprostredkovanej modelovej a nevyhnutne
skreslenej podobe, aj matematiku intuicionistickl, presnejsie
jej formalnu kostru.

Ako ovela vicésia irénia osudu nez puha formalizacia in-
tuicionistickej logiky vSak vystupila ta skutoc¢nost, ze intuicio-
nistickd matematika sa v kone¢nom dosledku ukdzala intu-
itivne ovela menej ndzornou nez klasickd a taktiez tazkopad-
nostou, zlozitostou a hojnostou vyskytu svojich formalnych
metéd, ktorym sa nedokdzala vyhnut, ju daleko prekonala.
7 tohto pohladu sa intuicionizmus vysSplhal do pribliZzne rov-
nakych vysav ako na teérii typov zalozeny logicizmus — ibaze
na iny kopec.

Za takychto okolnosti bolo celkom prirodzené, zZe vicSina
matematikov povazovala drastické zuzenie sféry matematic-
kého skiimania a jeho metdd, pozadované intuicionizmom, za
privysoku cenu za to, ¢o toto poniatie mohlo ponuknut, a za-
ujala k nemu odmietavé stanovisko. Okrem vecnych a podlo-
zenych vyhrad, ku ktorym sa este vratime, vSsak hlavné doé-
vody nechuti, ba priam popudenosti voéi intuicionizmu vyvie-
rali z hlbokého podvedomia jeho odporcov, a to, s ¢im skutocne
vstupili do diskusie, boli ¢éasto len pokusy toto svoje vopred
zaujaté negativne stanovisko racionalizovat a teoreticky zd6-
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vodnit. Uz spominand strata zmyslu velkej ¢asti klasickej ma-
tematiky vo svetle intuicionizmu totiz spésobila, Ze mnohi vy-
znamni matematici, ktori do nej vyrazne prispeli, sa citili ohro-
zeni a osobne napadnuti a intuicionisticku kritiku klasického
ponatia povazovali za znevazenie svojej vlastnej prace. Navyse
intuicionizmus v istom zmysle rusi predmet matematiky tym,
ze vystupuje proti skér uvedenému objektivizaénému zameru
tedrie mnozin, ¢im este umocnuje vSeobecné poburenie mate-
matickej obce. Kym napriklad klasicka aritmetika je naukou
o mnozine prirodzenych c¢isel, intuicionisticka len o ich neak-
tualizovanom obore, ¢o nie je plnohodnotny objekt v zmysle
novovekej objektivnej vedy. V klasickom vyklade tohto posunu
sa tak intuicionistickd aritmetika stdava naukou o jednotlivych
prirodzenych ¢islach, danych len ako isté rozumové konstruk-
cie, teda spociva na Ciste subjektivnych zdkladoch. Kratko po-
vedané, v intuicionistickom ponati hrozi matematike, ze strati
status novovekej objektivnej vedy.

Ak ponechame stranou pomaly notoricky zname vyhrady
voci kantovskej apriérnej koncepcii priestoru a casu, tak to,
¢o vzbudzuje na intuicionistickom ponati najvic¢sie rozpaky, je
otazka oprdavnenosti stanovenia predmetu matematiky len na
zéklade neumelého, odborne psychologicky nepodlozeného se-
bapozorovania niekolkych, ¢o ako vynikajucich matematikov.
Brouwer a po nom Weyl a Heyting v podstate lubovolnym spo-
sobom vypichli v matematickom mysleni niektoré doélezité mo-
menty charakteru intuitivne jasnych rozumovych konstrukeii,
no otdzkou, ¢i sa tym matematické myslenie, a uz vébec lIud-
skad intelektudlna ¢innost, naozaj plne vycerpdva, si uz prilis
nelamali hlavu. Naopak, novsie psychologické vyskumy do-
konca prave nasvedéuju tomu, Ze nie vSetky oblasti Tudskej
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psychiky vSeobecne — a myslenia zvlast — st pristupné sebapo-
zorovaniu a introspekcii. Navonok tak vychodiskové tézy in-
tuicionizmu poésobia dogmaticky a racionalna intuicia v nich
vystupujuica postupne nadobuda coraz mystickejsi charakter.
V tomto zmysle teda intuicionizmus iba nahradil mystiku ak-
tudlneho nekonec¢na mystikou intuicie. Potom je vSak uz na-
¢isto otdzne a nejasné, prec¢o ma prave matematika tak tvrdo-
Sijne trvat na bezprostrednej intuitivnej nazornosti vsetkych
svojich pojmov v miere, v akej to necini napriklad ani fyzika,
ktora sa v porovnani s matematikou predsa len ovela bezpro-
strednejsie vztahuje k redlnemu svetu nez k jeho idedlnym
formam. Teda Specialne, uzitocnost abstrakcie aktudlneho ne-
konecna by mala dostato¢ne ospravedlnovat zavedenie idedl-
nych nekonecnych mnozin.

Taktiez Brouwerov vyklad vztahu myslenia a jazyka je znac-
ne predpojaty a jednostranny. Hoci jemnost a zlozitost tejto
otdazky ndm ju nedovoluju na tomto mieste dostatoéne posudit,
kedZe v jej rieseniach podnes nezavladla nazorova zhoda, dom-
nievame sa, ze myslenie sa myslenim v pojmoch nevycerpava,
teda md i mimojazykovu dimenziu. Potial mozno s Brouwerom
Ciastocne suhlasit. Na druhej strane ,vSak prave jazykova di-
menzia je, ak aj nie najdolezitejSou, tak istotne aspon jednou
z najdolezitejsich zloziek myslenia, ktoré sa predsa len v ne-
zanedbatelnej miere odohrdava v pojmoch ¢i uz bezného, alebo
v pripade, o ktory nam najvéac¢smi ide, tiez nejakého matema-
tického jazyka. A popri apriérnych danostiach nasho vedomia
predchazdajicich kazdu skusenost, ktorych charakter je vobec
problematicky, v nom nemensiu tlohu zohravaju i zmyslové
predstavy a v praktickej ¢innosti osvojenda skusenost. Z toho
dévodu sa v intuicionizme prijaté ostré oddelenie myslenia od
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jazyka a degraddcia posledného vyluc¢ne na prostriedok ne-
dokonalej komunikacie javi ako hlboko metafyzické a odnatie
logiky mysleniu a jej pristdenie jedine jazyku doslova nezmy-
selné.

Ak sa teraz vratime k intuicionistickej kritike klasickej lo-
giky a pripomenieme si obsah pojmu ,prirodzené nekonec¢no”
v jeho suvislosti s obzorom, tak tvrdenie, ze [udstvo ma v bez-
nom zivote do ¢inenia len s koneénymi zoskupeniami objektov,
musime jednoznacéne odmietnut. Tento omyl je désledkom ab-
solutizacie nekonecéna (koncepcie, ktorua intuicionizmus nijako
nespochybnil a moznost iného vykladu si neuvedomil), na ¢om
ni¢ nemeni ani jeho obnoveny vyklad v potencidlnej podobe.
Prave naopak, ludstvo neustédle upieralo pohlad k obzoru a usi-
lovalo sa ho oddialit éi prekroéit. V dosledku toho Iudské mys-
lenie a jazyk, a ich prostrednictvom aj logika, do seba zrejme
pojali i mnohé rysy prirodzenej nekonecénosti sveta. Na druhej
strane pravdou ostava, ze klasicka logika vdaka svojej strnulej
statickej podobe onen dynamicky rozmer prirodzeného neko-
necna uplne zastrela. I ked sa intuicionizmu nepodarilo tuto
medzeru uspokojivo zaplnit, predsa len na nu néastojéivo pou-
kazal.

Ved koniec koncov i v beznom zivote ¢asto uvazujeme ,in-
tuicionisticky”. Totiz v pripade, ked nase poznanie nejakého
javu nie je dostatoéne uplné, takze ohladom niektorej hypo-
tézy mame k dispozicii len nejaké argumenty ,pre” ainé ,proti”.
I ked sanam podarijednu z dvoch skupin argumentov vyvratit,
jednako sa asi budeme zdrdahat za takejto neurcitosti vyniest
konec¢ny sud podoprety len zdkonom vylucenia tretieho. Este
by sa totiz mohli objavit argumenty nové, dalsie. S tym stuvi-
siacu interpretdciu intuicionistickej logiky na péde matema-
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tiky ako logiky riesenia problémov navrhol N. N. Kolmogorov
v r. 1932.

Jednako vSak zrieknutie sa principu vylucenia tretieho v ob-
lasti ¢istej matematiky, ktorej idedlne objekty st vymedzené
vyluéne definitoricky pomocou matematickych pojmov, je vy-
znamnym ustupkom agnosticizmu, ktory matematiku obera
o slobodu tvorit svoje objekty v ¢istej idealite a umiestnuje ich
do akéhosi nepreniknutelného polosera. Inak povedané, od-
mietnutim zdkona vylucenia tretieho vlastne postulujeme, zZe
matematické objekty sa nam v tom okamihu, ako ich definu-
jeme, vymknu z ruk. Uvidime, Ze i na tom cosi bude, co je vSak
o dévod menej podobné veci postulovat.

Nespornou zasluhou intuicionizmu vsak zostava dokladné
prejasnenie celej logiky nastolenim otdzky o univerzalnej plat-
nosti klasickej logiky a poukdzanim na okruhy javov i v sa-
motnej matematike, kde uz nie je v plnom rozsahu pouzitelna,
a ktoré predtym akosi nikto nechcel brat na vedomie.

V snahe prekonat niektoré nedoslednosti intuicionizmu a zba-
vit sa jeho psychologizmu a mystiky, najmé precizaciou pojmu
matematickej konstrukcie, nadviazalo na intuicionistické tra-
dicie viacero matematickych smerov, sihrnne oznacovanych
ako smery konstruktivistické. Tieto smery st vecne omnoho so-
lidnejsie podlozené a zdaleka natolko nevybocéuju z ramca kla-
sickej objektivnej vedy. Zaroven z nich vyprchala akasi uhran-
¢iva pritazlivost, akou sa vyznacovala aspon filozofia intuicio-
nizmu, i ked uz menej jeho samotna matematika. Ani kon-
Struktivisticka matematika sa vSak nejakou zvlastnou pritaz-
livostou a uz toboz aplikovatelnostou (ktoru, aspon na zdklade
jej povodnych zdamerov, by bolo na mieste o¢akavat) nevyzna-
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¢uje, a ani jej popredni predstavitelia sa prili§ nesnazia nieco
také predstierat. Na druhej strane za intuicionistickou ma-
tematikou, do ktorej vnasa mnohé modifikdcie a upresnenia,
nijako nezaostava v pestovani rozvetveného formalneho apa-
ratu.

U néds najznamejsi z konstruktivistickych smerov predsta-
vuje takzvana Leningradska skola zalozend Andrejom Andre-
jevicom Markovom (1903-1979) na prelome 40. a 50. rokov,
ktora sa vSak popri Brouwerovi rovnym dielom hlasi k od-
kazu Hilbertovmu. Sovietsky konstruktivizmus chdape mate-
matické potencidalne nekonecno ako abstrakciu potencialne;j
uskutoc¢nitelnosti matematickej konstrukcie, precizovanej po-
mocou presne definovaného pojmu normélneho algoritmu. Ten-
to smer teda studuje algoritmické deje na prirodzenych cis-
lach, stotoznenych so slovami nejakej jednoznakovej abecedy,
pripadne na nejakych vseobecnejsich syntaktickych objektoch.
Tieto deje chape ako modely realnych vypoctov, pricom abstra-
huje od realnych ohraniceni danych trvanim a rozsahom vy-
poctu, kapacitou vypoctového zariadenia a podobne. Logika,
ktord konstruktivizmus pouziva, zodpoveda predmetu jeho sku
mania a az na niekolko jemnejsich odtienkov, hlavne postulo-
vanie platnosti zdkona vylucenia tretieho pre isty typ tvrdeni
o aplikovatelnosti algoritmov na vstupné udaje, je to v pod-
state logika intuicionisticka.

Rozvoj konstruktivizmu definitivne ukézal, ze konstruk-
tivna matematika je predovsetkym jednou z rovnopravnych
matematickych disciplin, no jej Specificky charakter a znacne
uzky ramec jej vytvaraju len mizivé predpoklady zohrat tlohu
uspokojivych zakladov celej, ¢o ako vyrazne oklieStenej, mate-
matiky.
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Intuicionizmu, ani nan nadvéizujicim konstruktivistickym
smerom sa nepodarilo vytvorit novi, vSseobecne nasledovania-
hodnu koncepciu matematiky, ktora by klasickej mnozinove;j
koncepcii mohla tspesne konkurovat. Ich prvoradou zasluhou
teda nie je ani tak to, Ze by sndd boli ukdzali, ako robit mate-
matiku inak, ale to, ze ukazali, Ze ju vobec mozno robit inak.
Pritom nastolili cely rad otdazok presahujucich sféru kompeten-
cie samotnej matematiky smerom k vSeobecnejsim poloham,
ktoré i klasicki matematiku donutili hlbSie sa zamysliet nad
vlastnymi principmi, a ukdzali obmedzenost ramca klasickej
novovekej objektivnej vedy, ¢im spochybnili jeho bezpodmie-
necnu zaviznost a otvorili nové obzory veduce k jeho prekona-
niu.
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10. Formalizmus
a Hilbertov program

Po Brouwerovej kritike klasického ponatia matematiky a po
sformovani intuicionistickej platformy uz neslo len o prekona-
nie krizy tedrie mnozin a na nej zaloZenej matematiky vyvola-
nej objavenim paradoxov. Kriza mnozinovej matematiky sa vo
svetle tejto kritiky ukdazala prilis hlbokou na to, aby sa v otdzke
nastolenej na pretras dna mohlo rozhodovat o niecom mensom
nez o osude celého klasického ponatia, presnejsie, pretoze ni-
jakad in4 alternativa nebola vtedy poruke, medzi nim a ponatim
intuicionistickym. Samozrejme, istrednou témou celého sporu
stale ostaval problém dvoch ré6znych sposobov chapania mate-
matického nekonecna.

Na tazku a nevdacénu ulohu obh4djit klasicki matematiku
v tomto spore a potlacit Brouwerom vedenu vzburu, hroziacu
zrucanim jej majestatnej budovy, sa pod heslom ,nikto nas
nemoéze vyhnat z raja vytvoreného pre nas Cantorom”, po-
dujal David Hilbert (1862-1943), vari najvyznamnejsi a naj-
uznavanejsi matematik 20. storocia. Hilbert si bol vedomy
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svojho postavenia na cele svetovej matematickej obce a spo-
minanu Ulohu, hoci ho odvadzala od prdce na inych, prenho
zaujimavejsich problémov, chdapal ako svoju povinnost voéi nej
a milovanej vede. Pritom sa mohol opriet o spolupracu takych
matematikov ako Wilhelm Ackermann, Paul Bernays, Jacques
Herbrand, Johann von Neumann, Moises Presburger a nie-
kol'ko dalsich.

Hilbert vyrazne tvorivo zasiahol do skoro vSetkych oblasti
vtedajsej matematiky a prispel k vzniku niektorych novych,
no neustdle sa venoval aj fyzike, z ktorej ¢erpal nemadlo pod-
netov. Este zaciatkom dvadsiatych rokov viedol v Géttingene
spolu s Maxom Bornom a Jamesom Franckom semindr ,o vlast-
nostiach matérie”, ktory mozno povazovat za jedno z rodisk
kvantovej mechaniky. Dokonca samotny termin ,kvantova me-
chanika” vznikol skuto¢ne na nom. Z tohto seminara vysli aj
Werner Heisenberg a Wolfgang Pauli. Ba dochovala sa i his-
torka, podla ktorej Born a Heisenberg prepasli prilezitost ob-
javit vlnovy formalizmus kvantovej mechaniky pol roka pred
Erwinom Schrédingerom, len zato, Ze nevenovali dostatoénu
pozornost Hilbertovej dobrej rade ohladne ich maticového for-
malizmu.

Zda sa, ze prave atmosféra rodiacej sa kvantove] mecha-
niky, od zakladu rucajucej tradi¢né, vzité predstavy o mikro-
Struktire hmoty, priestoru a c¢asu, a tym zodpovednej za za-
sadny obrat v ndzoroch na tillohu matematického popisu reality
pri vystavbe fyzikalnych teérii, mala spolu s novopozitivis-
tickymi koncepciami vedy, natolko rozsirenymi na pode vte-
dajsej fyziky, a logickym pozitivizmom rozhodujtci vplyv na
utvaranie Hilbertovych nazorov. Na druhej strane vsak treba
kvoli iplnosti poznamenat, Ze dosledky prevratnych objavov
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kvantovej mechaniky, spocivajlice v posune chdapania kauza-
lity smerom od mechanistického determinizmu k nahodnosti
a nemoznosti obist pravdepodobnostny opis niektorych javov,
sa v Hilbertovej koncepcii matematiky priamo neodrazili.

Na pripade kvantovej mechaniky sa totiz definitivne vyjas-
nilo, Ze rézne fyzikdlne pojmy zodpovedaju skor nasim idea-
lizovanym predstavam o fyzikalnych javoch, nez tymto javom
samotnym, a to tym vacéSmi, ¢im menej st ony pristupné na-
Sej skusenosti, no pozorovat niektoré ich stranky prostrednic-
tvom meracich pristrojov mézeme len oddelene. Navyse spo-
sob, akym sa realizuju suvislosti medzi niektorymi fyzikal-
nymi javmi, nemusi nutne zodpovedat sposobu, akym ddavame
do suvislosti im prislichajuce fyzikalne pojmy v nejakej teo-
rii. Teéria si musi n4ajst svoju vlastnu cestu, ktorou nastoli
vlastnu suvislost. Pritom je ¢asto nevyhnutné vytvorit nové
idedlne pojmy, ktoré uz pripadne vobec nemozno interpreto-
vat na Urovni javov fyzikalnej reality. Takato fyzikdlna tedria
teda nutne obsahuje pojmy a matematicky popis vztahov me-
dzi nimi, ktoré vypovedaju o realite skor metaforicky, nez by
ju ,bezprostredne” zobrazovali.

Pripady, ked vytvorenie takychto idealnych pojmov moti-
vované vnutornymi potrebami teérie viedlo k predpovediam
novych fyzikalnych javov este pred ich objavenim, nie su sice
vynimkou, no ani pravidlom. Vzdy, ked sa vyskytne prvy pri-
pad, je to sice silny argument v prospech spravnosti teodrie,
no ani ten druhy ju nevyvracia. Hlavna tloha idealnych poj-
mov je daleko prozaickejSia — maju zabezpecit hladké fungo-
vanie aparatu tedrie. Ta sa potom verifikuje na zaklade zhody
jej predpovedi o tych jej pojmoch, ktoré mozno interpretovat
v realite, s meraniami hodné6t im zodpovedajucich fyzikalnych
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veli¢in. Popritom vSak prave metaforicky rozmer tedrie tym, ze
prostrednictvom prirodzeného jazyka, len na zaklade formal-
nej pribuznosti ich matematického popisu, prenasa vyznamy
zo sfér blizkych nasej skusenosti do sfér pre nu nedosiahnu-
teInych, nahrddza v mnohom nasej intuicii jej stratenu oporu.
Vyklady ektréonu ako vlny, pripadne ako castice st prikladmi
dvoch takychto navzdjom dudlnych a tspesne sa dopliajucich
metafor.

Ak sa podobnd metéda ukdzala plodnou vo fyzike, tym skor
je opravnend v matematike, ba je v zaujme oboch vied, aby si
matematika v tomto smere stistavne udrziavala predstih. Ide-
alne matematické pojmy, ktoré nemaju svoj priamy vzor v rea-
lite a nezodpovedaju bezprostredne nijakym nasim predsta-
vam, sa v matematike vyskytovali odpradavna. Ich zavedenie
si vynutili vaésinou vnutorné potreby matematiky a mozno po-
vedat, Ze prave ony robia matematiku matematikou. Ako cel-
kom trividlny priklad, na ktory sme si uz zvykli natolko, Ze ho
dnes takto ani nevhimame, mézeme uviest nulu a zaporné celé
¢isla. Trochu zlozitejSimi prikladmi ndam moézu posluazit imagi-
narne cisla alebo nevlastné body a nevlastnda priamka v pro-
jektivnej rovine. V nemalej casti podobnych pripadov prave
rozvoj prislusnej matematickej teérie viedol postupne k vytvo-
reniu ¢i dotvoreniu zodpovedajucich nazornych, intuitivnych
predstav, ako i k otvoreniu rozmanitych aplikacii, a tym i k in-
terpretacii povodne vyluéne idealnych matematickych pojmov
prostrednictvom javov redlneho sveta. Keby sa vsak matema-
tici uz v tych obdobiach boli désledne riadili intuicionistickym
kanonom, uvedené, dnes uz nepostradatelné pojmy by sa v ma-
tematike sotva kedy mohli objavit.



140 10. Formalizmus a Hilbertov program

Spominané priklady majui navyse este jednu vlastnost. Na-
priklad I'ubovoIné tvrdenie aritmetiky redlnych ¢éisel, dokdzané
s vyuzitim ¢isel komplexnych, mozno dokdazat i bez nich, len
pomocou redlnych éisel, hoci za cenu dlhsieho a zlozitejsieho
dokazu. V takych pripadoch hovorime, ze prislusné rozsire-
nie tedrie ,realnych” objektov pomocou objektov ,idedlnych”
je konzervativne. Pritom sa Casto stdava, ze ¢im ,idealnejsie”,
t. j. povodnym ,ndazornym” objektom vzdialenejSie matema-
tické objekty pouzivame, tym je efekt zjednodusenia vyraz-
nejsi. Presnejsie, len vtedy povazujeme takuto idealizaciu za
opravnenu. To vSak uz nie sme schopni ilustrovat na nasich
elementarnych prikladoch. Nadhernym prikladom je rozsire-
nie oboru realnych funkeii pomocou distribucii (z ktorych naj-
znamej$ia je tzv. Diracova J-funkcia), motivované potrebami
kvantovej mechaniky.

Za takéto idedlne pojmy, ktorych zavedenie je opravnené vy-
lucne ich prinosom k vntutornému rozvoju matematiky, najméa
analyzy, povazoval Hilbert aj aktudlne nekonecno a nekoneéné
mnoziny. Navyse ocakaval, Ze sa mu podari dokdzat konzerva-
tivnost prislusného (nie je celkom jasné ktorého) rozsirenia.
Tym by bola kritika nekoneénych mnozin naraz demaskovana
ako zatvrdilé spiatoc¢nictvo, z nepochopitelnych, iracionalnych
dévodov odmietajice vyndlez zapaliek v mene tradi¢ného kre-
sadla.

Hilbert sa teda ani najmenej nepokusa ospravedlnovat za-
vedenie aktudlneho nekonecéna tym, Ze by trval na jeho vyskyte
niekde v redlnom svete, napriklad — ako bolo zvykom — v ¢éa-
sopriestorovom kontinuu, ani sa nepokusa dévodit tym, ze by
nam snad idea aktudlneho nekonec¢na bola vrodena alebo od-
nekial ,zhora” dana. Prdave naopak, zrejme pod vplyvom kvan-
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tovej mechaniky uzndva, ze absoliutne matematické nekonecéno
sa nijakym mnozstvom realnych objektov neaktualizuje. Tak-
tieZ nam toto nekonecno nie je v aktudlnej podobe bezpro-
stredne dané ani v nazerani ani v predstave, «ale len v za-
vislosti od okolnosti k nemu dospievame interpolaciou alebo
extrapoldciou niektorého myslienkového procesu».

Najlepsie to dokladaju Hilbertove a Bernaysove poznamky
v ich knihe Zdklady matematiky k znamej Zendénovej aporii
Dichotomia,

« ... ktora sa zvycajne riesi ivahou, Ze sucet nekonecného
radu prislusnych ¢asovych intervalov konverguje, teda napo-
kon dava konecny casovy usek. Jednako tento argument vébec
neberie do uvahy ten hlboko paradoxny moment, Ze nejaka
nekonecna postupnost po sebe nasledujtucich udalosti, ktorej
zavisitelnost si nemoézeme ani predstavit (nielen fakticky, no
ani v principe), sa nakoniec predsa len musi zavrsit.

V skutocénosti vsak jestvuje daleko radikédlnejsie riesenie
tohto paradoxu. Nemame totiZ najmensi dévod predpokladat,
Zze matematické casopriestorové predstavy o pohybe maju fyzi-
kalny zmysel i v pripade Iubovolne malych ¢asovych a priesto-
rovych usekov. Prave naopak, vSetko sved¢i o tom, Ze v snahe
pracovat s ¢o najjednoduchsimi pojmami tento matematicky
model extrapoluje fakty z uréitej oblasti nasej skusenosti, me-
novite z oblasti pohybov v rozmedziach velkosti toho radu,
ktory je este dostupny nasmu pozorovaniu, podobne ako sa do-
pusta istej extrapolacie mechanika kontinua, ked opiera svoje
uvahy o predpoklad spojitého zaplnenia priestoru hmotou. Po-
dobne ako pri neobmedzenom priestorovom deleni voda pre-
stane byt vodou, pri neobmedzenom deleni pohybu vznika cosi,
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¢o uz sotva mozno nazvat pohybom. Ak prijmeme takéto sta-
novisko, paradox sa vytrati.

Nehladiac na to, matematicky model pohybu ako komplex
idealnych pojmov, zavedeny kvéli zjednoduseniu nasich pred-
stav, ma nedocenitelny vyznam. Aby v§ak mohol plnit svoj ucel,
musi tento model okrem pribliznej zhody so skuto¢nostou vy-
hovovat este jednej podmienke: extrapoldcia v nom vykonana
musi byt bezospornd sama so sebou. Z takéhoto hladiska sa
Zenoénovou apoériou nas matematicky opis pohybu nevyvra-
cia ani najmenej: uz spominany matematicky protiargument
tu mozno uplatnit v plnom rozsahu. Jednako, nieco celkom
iného je otazka, ¢i naozaj disponujeme dokazom bezospornosti
matematickej tedrie pohybu. Tato tedria podstatnym spéso-
bom vyuziva matematicku tedériu kontinua, ktora sa zasa pod-
statne opiera o predstavu oboru prirodzenych cisel ako zavi-
Senej mnoziny.

Teda otdzku existencie akejkolvek nekoneénej mnoziny ne-
mozno rozhodnuit poukazom na nejaké mimomatematické ob-
jekty, lez musime ju vyriesit vnutri matematiky samotnej.»

Tento dlhy volny citdt nds tak poznovu privddza k otazke,
ktorou sme sa uz dost podrobne zaoberali v prvej kapitole. Je
to otazka spdsobu existencie idealnych matematickych objek-
tov. Majuc na pamiti citatela, ktory tuto kapitolu (na nasu
radu) vynechal, uvedieme na tomto, i niektorych d’alsich mies-
tach stru¢né zhrnutie v nej obsiahnutych uvah, potrebnych
pre dalsi vyklad.

Ako sme uznaznacili, teéria mnozin sa zrodila v teologickom
ponati. V tomto ponati idedlne matematické objekty, Specidalne
nekoneéné mnoziny, existuju v zavirsenej podobe v mysli Bozej.
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Tak sa Boh stava zarukou objektivnosti a rozhodcom pravdi-
vosti matematického poznania, ktoré sa vlastne deje z jeho
milosti.

Teologické ponatie teérie mnozin bolo onedlho opustené a po-
merne bezbolestne prekryté ponatim novoplaténskym, ktoré
sa s nim v mnohych podstatnych c¢rtach napadne zhoduje.
V novoplatonskom ponati tedrie mnozin nekoneéné mnoziny
objektivne existuju, nie vSak v redlnom, lez v idedlnom svete
matematickych objektov, nezavislom od nasho skiimania a po-
znatkov o nom. O pravdivosti kazdého jedného matematického
tvrdenia je tak rozhodnuté uz vopred, nielen pred jeho déka-
zom €1 vyvratenim, ale dokonca este skor, ako bolo vyslovené,
na zaklade poriadku tohto sveta. Tento idealny svet vo svojom
byti predchadza svet redlny a realne objekty st len nedokona-
Iymi obrazmi ¢i napodobeninami objektov idedlnych, pri¢om
dokonalost a cistota tych druhych je v tych prvych narusena
a znecistena hmotou, z ktorej pozostavaju. Mimochodom, tento
vyklad tak okrem iného velmi jednoducho vysvetluje aplikova-
telnost matematiky. Cesta do idedlneho matematického sveta
nepristupného priamej evidencii potom vedie cez ocistovanie
foriem redlnych objektov od ich materialnych naplni v nasom
mysleni. Ak nds v§ak navySe trapi otdzka, odkial sa v nds berie
porozumenie pre idedlne, ¢isté formy vtlacené vzidy len v skres-
lenej podobe skutoénym objektom, zostdva nam uz len znovu
si vypomoct teologickym ponatim alebo sa priklonit k odpovedi
v duchu Kantovom, podla ktorej toto porozumenie je sucastou
nasho apriérneho porozumenia forme sveta, predchdadzajiceho
kazdu skusenost.

O konstruktivnom ponati existencie matematickych objek-
tov sme sa uz dost podrobne zmienili v ¢lanku venovanom
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intuicionizmu. Existencia sa tu chdpe ako uskutoénitelnost
istymi dost vyrazne obmedzenymi prostriedkami z objektov
danych ndm v intuicii (intuicionizmus) alebo znakov a slov ne-
jakej konecnej abecedy (konstruktivizmus). Je jasné, Ze z ta-
kéhoto hladiska nekoneéné mnoziny velku nadej na existenciu
nemaju. Naostatok este strucne poznamenajme, Ze prave in-
tuicionizmus a konstruktivizmus nemalou mierou prispeli k
doviseniu diskreditacie teologického a novoplaténskeho pona-
tia.

Skor nez pristupime k vykladu Hilbertovho stanoviska, za-
hodno este kvoli uplnosti spomenut ponatie pragmatické, kto-
rého vplyvu nie je celkom zbavené ani Hilbertovo formalistické
ponatie. V pragmatickom ponati jedinym meradlom opravne-
nosti zavedenia nejakého matematického pojmu je jeho uzitoc-
nost. V takom pripade, najmé ak nam to zjednodusuje pracu
v ramci tej-ktorej tedrie, mozeme teda s tymito idedlnymi ma-
tematickymi pojmami narabat celkom tak, ako keby objekty,
ktoré oznacuju, naozaj existovali, a nema zmysel o celej veci
dalej filozofovat.

Podla Hilberta tilohou matematiky nie je skumat iba tento
svet, ale vobec vsSetky mozné svety, pripadne, v trochu skrom-
nejsej formulacii, nie iba to, ¢o sa ndm vo svete skuto¢ne uka-
zuje, ale aj vSetko to, ¢o by sa nam v nom mohlo voébec ukazat.

Tak napriklad po objavoch réoznych neeuklidovskych geomet-
rii musela geometria volky-nevolky opustit svoj povodny pred-
met, ktorym bol redlny priestor. Kleinov program jej potom
vytycil za tlohu skiimanie geometrie moznych priestorov. A o-
tazka, ktord z nich sa v realnom priestore skuto¢ne realizuje,
bola vytesnena z ramca matematiky.
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Preto ani chdpanie existencie idedlnych matematickych ob-
jektov neslobodno zuzovat len do podoby jestvovania sucien
redlneho sveta, ani tuto existenciu podmienovat ich intuitiv-
nou nazornostou, ale treba ho viazat vyluéne na moznost ich
bezosporného pojmového uchopenia v rozume. Hilbert — ¢o ako
sa to zda prekvapivé, v tom je s nim zajedno i Poincaré — chape
existenciu v matematike ako logickti moznost: existenciu pri-
znavame vSetkym tym objektom, o ktorych mézeme ako o exis-
tujucich bezosporne uvazovat. Zatial ¢o v§ak Poincaré z para-
doxov tedrie mnozin vyvodil zaver, Ze o nekoneénych mnozi-
nach bezosporne uvazovat nemozno, teda neexistuja, Hilbert
sa podujal dokdzat, ze v niektorom vhodnom axiomatickom
systéme zahrnajicom nekonetné mnoziny sa mozno vyhnut
nielen znamym paradoxom, ako sa to podarilo uz Zermelovi
a Russellovi, ale vobec akymkolvek sporom.

Len celkom na okraj predsa upozornime na nezanedbatelnu
skutocnost, Ze naznacené ponatie existencie matematickych
objektov je svojou povahou moznostné cize potenciondlne. Hil-
bertovi vSak ide predovsetkym o aktudlne nekonecno. Lenze
ak chceme objekty existujiice len v moznosti skiumat v aktua-
lizovanej podobe, musime sa najprv presvedcit, Ze su nielen
bezosporné, ale aj uskutocnitelné, to znamenad, Ze o nich mozno
nielen bezosporne uvazovat, ale Ze ich mozno aj nejakym zavi-
Senym tvorivym aktom uskutocnit, t. j. aktualizovat. K usku-
toéneniu éohokolvek je vSak potrebna moc. Otazka, ¢éi jesto
takej moci, ktora je schopna uskutocénit vSetko logicky mozné,
patri k najtazsim teologickym problémom. Bezprostrednému
stotozneniu bezosporného s uskutoénitelnym, k ¢omu nds —
v teoldgii nepodkutych — moéze nabadat hlas teologického po-
natia zatlaceny hlboko do podvedomia, vSak stoji v ceste este
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jedna prekdzka. Obor vSetkého uskutocénitelného, na rozdiel
od bezosporného, totiz nemusi byt kompatibilny. Tym chceme
povedat, Ze uskutocnitelnost nejakych dvoch uskuto¢nitelnych
objektov moéze byt navzajom nezluéitelna. Uskutoénenim jed-
ného objektu mézeme zabranit uskuto¢neniu iného, ktory este
dovtedy uskutocnitelny bol. V prvej kapitole sme videli, Ze
v redlnom svete je tato situacia celkom beznd. Ak napriklad
rozdrvime nejaky kus mramoru na prach, uz si z neho asi ne-
postavime pomnik. A novsie vysledky o nezavislosti niekto-
rych tvrdeni tedérie mnozin nasvedcujd, ze ani v matematike
to akiste nebude inak.

Nejaky mozny svet, pripadne sféra moznych javov sveta, je
v matematike vytycéeny zadanim niekolkych zdkladnych poj-
mov, pomenuvajucich zdakladné typy jeho objektov a vlastnosti
a vztahy, do ktorych tieto objekty mozu vstupovat, a predpisa-
nim nejakého zoznamu axiém, ktorych tlohou je zachytit, ako
tieto vlastnosti a vztahy vzdjomne suvisia. Dalsie poznatky
o tomto svete potom ziskavame ako tvrdenia logicky odvodené
z axiom, pripadne z uz skor odvodenych tvrdeni. Podobne, nové
pojmy zavadzame definiciami pomocou zakladnych alebo skér
definovanych pojmov.

To je strucéna charakteristika axiomatickej metdédy, dnes
vari najrozsirenejSieho spésobu uvazovania v matematike a vy-
stavby matematickych teorii. Jej objav pripisuje starogrécka
tradicia Pytagorovi (6. stor. pr. n. 1.) a dochovala sa nam uz
v znacne rozinutej podobe vdaka Euklidovi (365?-275? pr. n. 1.)
v jeho Zdkladoch. Proti si¢asnym prisnym poziadavkam axio-
matického kanonu sa vSak Euklides este stale prehresuje tym,
ze okrem svojich axiém a postulatov pri niektorych dékazoch
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mimovolne pouziva i niektoré dalsie ,o¢ividné”, no nevyslovené
predpoklady, napriklad o usporiadani bodov na priamke.

Euklidova axiomatika, podobne ako vari vSetky axiomatiky,
ktoré sa vyskytli v matematike, no i vo fyzike a dokonca vo filo-
zofii (spomenime len Newtonovu mechaniku, Clausiovu termo-
dynamiku ¢i Spinozovu Eticu ordine geometrico) az do konca
19. storocia, mala obsazny charakter. To znamena, ze Euklides
sa stdle do velkej miery opiera o prirodzeny ndzor a geomet-
rickd intuiciu redlneho priestoru, v ktorom tiez vsetky pojmy
atvrdenia svojej tedrie bezprostredne interpretuje. Pravdivost
axiom a postuldatov zdovodnuje ich oc¢ividnou platnostou v tejto
ich prirodzenej interpretacii. Spravnejsie by dokonca bolo ne-
hovorit v tejto suvislosti o interpretacii, ale priamo o opise
priestoru. Otazka bezospornosti axiomatického systému sa pri
takomto pristupe vébec nenastoluje. Zdrukou bezospornosti
celého systému je jeho ,pravdivost”, t. j. jeho zhoda so sku-
tocnostou.

Dalsou priznaénou értou vystavby Euklidovej geometrie je
jej konstruktivny Cize geneticky charakter. Euklides, a po nom
skoro vSetci neskorsi geometri, svoje geometrické objekty, ako
body, priamky, kruznice a pod. zostrojuje a umiestiuje ich
do priestoru. Priestor jeho geometrie je akéasi prdazdna forma,
ktora rozhoduje o uskutoénitelnosti réoznych geometrickych u-
tvarov. Tie mozno don ukladat, no uz vopred st v nom pritomné
iba v moznosti, nie vSak v uskuto¢neni.

Zasadny obrat v ponimani axiomatickej metédy prindsaju
az Hilbertove Zdklady geometrie (1899), vyvolané potrebou vy-
rovnat sa so situdciou, ktora vznikla v dosledku paralelného
spoluzitia viacerych geometrii. V protiklade ku konstruktiv-
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nosti a obsaznosti axiomatiky Euklidovej ma Hilbertova axio-
matika charakter existencidlny a formdlny.

Existencidlnost, ktora sa v matematike objavuje po prvy-
krat u Bolzana ako désledok pohladu otvoreného mnozinovym
pristupom, tu znamenad, Ze priestor je v Hilbertovom ponati
zaplneny az do posledného miestecka. Nielen body, ale vobec
vSetky z hladiska jeho formy pripustné utvary, ako usecky,
trojuholniky atd., st v iom uz vopred, skoér, nez k nemu geome-
ter pristupi, nejakym zaviSenym tvorivym aktom privedené
z moznosti k bytiu, st v nom bez jeho prispenia pritomné
v uskutoéneni. Teda geometer pri studiu tohto sveta vlastne
nijaké objekty netvori, iba na niektoré uz vytvorené ukazuje
a opisuje ich.

Geometrické objekty su vSak zbavené materidlnych naplni
ich realnych vzorov, takze v geometrickom svete je zachovana
vyluéne ich forma, dokonca i z nej len to, ¢o je vyslovne za-
chytené v axiémach, teda i tato forma je tu znacne ideali-
zovana. V tom spociva formalny charakter Hilbertovej axio-
matiky. Opravnenost takejto axiomatizdcie sa neopiera o in-
terpretdciu v redalnom priestore ani kdekolvek inde. Kazdy
z roznych navzajom si protireciacich axiomatickych systémov
je (aspon predbezne) rovnako oprdavneny. Inak povedané, pri
axiomatickej vystavbe nejakej matematickej tedrie — a nemusi
to byt len v geometrii — sa pri formalnom pristupe a existen-
cidlnom ponimani jej predmetu prislusne objekty chapu ako
vopred vytvorené v tvare akéhosi uz zaviseného zoskupenia,
pricom z ich vlastnosti a vzajomnych suvislosti sa do tivahy
berie len to, ¢o je v podobe akejsi esencie sformulované v jej
axiémach, a od vSetkého ostatného, t.j. od ich konkrétneho

10. Formalizmus a Hilbertov program 149

obsahu, ako i od sposobu ich existencie, s vynimkou tejto exis-
tencie samotnej, sa abstrahuje.

Navyse chéapanie objektov tedrie v tvare zaviseného, t. j.
aktualizovaného zoskupenia priamo pontka uchopit ich ako
mnozinu, t. j. jediny, prislusnou vnutornou struktirou, poza-
dovanou axiémami, vybaveny objekt; ¢ize od stidia axioma-
tickej tedrie prejst rovno k studiu jej mnozinovych modelov.
Toto je naozaj v sucasnosti najbeznejsi pristup. Casto sa do-
konca, prisne vzaté, ani tak nebuduje prislusnd formdlna teé-
ria, ale sa priamo prostrednictvom jej axiém definuju jej mno-
zinové modely, ktoré sa potom skiimaju ani nie tak v rameci nej
samotnej, ako v ramci teérie mnozin. To moze niekedy zahmlie-
vat povodny zmysel pojmov tedrie, no ¢astejsie to naopak dava
danej teérii do sluzby silné prostriedky tedérie mnozin umoz-
nujuce riesit problémy, na ktoré by ona sama nestacila. Toho
priam ucéebnicovym prikladom ndam méze posluzit analyticka
teoria cisel ¢i vyuzitie funkciondlnej analyzy v redlnej a kom-
plexnej analyze.

Formalizmus teda, podobne ako logicizmus, buduje mate-
matiku na axiomatickom zdklade. No na rozdiel od neho kla-
die doraz prave na nelogické, t. j. obsazné axiémy, ktoré zachy-
tdvaju zvldastnosti Studovanej tedrie a nepokusa odvodit celu
matematiku len zo samotnych logickych axiém.

Formalizovand axiomaticka teéria nepopisuje sama osebe
nijaku realitu — je to len stubor axiém a pravidiel umoznuju-
cich odvodzovat z axiom dalSie tvrdenia. Pritom univerzalny
logicky charakter tychto pravidiel nds opravnuje verit, ze Iu-
bovolné javy, prostrednictvom ktorych mozno interpretovat za-
kladné pojmy tedrie tak, ze st zaroven splnené jej axiomy,
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splfiaju aj logické dosledky tychto axiém. Pouzitie klasického
predikatového poc¢tu v plnom rozsahu (vratane zakona vyla-
¢enia tretieho) je tu podopreté existenciondlnym charakterom
axiomatiky. Za cenu oslobodenia od obsahu svojich tvrdeni tak
axiomatizovana tedria dosahuje maximalnu vseobecnost. Uz
nie je dolezité, o com hovorime, ale ako o tom hovorime. Ako-
ndhle v nej samej hovorime spravne, t. j. nedostavame sa do
sporov, tak hovorime spravne o vSetkom, prostrednictvom ¢oho
ju mozno interpretovat.

V Hilbertovom axiomatickom ponatitak okrem iného docha-
dza k rozliseniu samotnych tvrdeni o existencii matematickych
objektov od ich interpretacii mimo matematiky. Toto rozlisenie
je vedené zamerom odstranit zéakladné nedorozumenie, kvoli
ktorému dochadza v matematike neustale k sporom o exis-
tencii nekoneénych mnozin, zobrat im tak pédu pod nohami
a usvedcit ich ako jalové. To vSak predpoklada postihnut neko-
necnost mnozin nejakou formalnou definiciou v ramci vhodnej
axiomatickej tedrie a podat presvedcivy dékaz jej bezospor-
nosti.

Ako vS§ak mozno dokazat bezospornost nejakej axiomatickej
tedrie, nevybociac pritom z ramca matematiky?

Pre niektoré pomerne trividlne pripady vieme podat abso-
litne dokazy bezospornosti zostrojenim nejakého konecéného
modelu danej teérie. Vieme napriklad zadat dvojprvkova grupu,
¢o dokazuje bezospornost tedrie grup. AvSak pre tedrie, ktoré
by mohli kandidovat na funkciu zdkladov matematiky, nie je
v tomto smere nijakd nade;j.

Najbeznejsi sposob spociva v zostrojeni modelu teérie, ktore;j
bezospornost dokazujeme, v nejakej inej axiomatickej teorii,
o ktorej bezospornosti sme uz vopred presvedceni. Ak zakladné
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pojmy povodnej tedrie mozno interpretovat prostrednictvom
pojmov nejakej inej tedrie tak, ze interpretaciou axiéom tej pr-
vej su dokdzatelné tvrdenia tej druhej, tak z bezospornosti
interpretujicej tedrie vyplyva bezospornost tedrie interpre-
tovanej. Dokaz logického sporu v povodnej teérii by sa totiz
interpretaciou preniesol na dokaz sporu v teoérii, ktorej bezo-
spornost predpokladame.

Takéto dokazy bezospornosti vsak maju iba relativny cha-
rakter. Tak napriklad Kleinov model dokazuje bezospornost
Bolyaiho-Lobadéevského geometrie vzhladom na geometriu Eu-
klidovu. Bezospornost Euklidove] geometrie mozno zasa za-
rucit za predpokladu bezospornosti aritmetiky redlnych cisel
metddou suradnic. Podobne mozno na otdzku bezospornosti re-
dlnej aritmetiky zredukovat tiez problém bezospornosti arit-
metiky kedysi davnejsie nedovercivo pretriasanych cisel kom-
plexnych.

V postupnosti dékazov relativnej bezospornosti sa vsak raz
musime zastavit. Aspon pre jednu tedriu, v ktorej sme schopni
interpretovat dost obsiahlu ¢ast matematiky, musime podat
absolutny dékaz bezospornosti, t. j. dokaz, ktory by sa uz ne-
opieral o predpoklad bezospornosti nejakej inej axiomatickej
tedrie. Splneniu tejto tlohy vsak musi predchdadzat vyjasne-
nie dvoch kltucéovych otdzok: Po prvé, ako vébec mozno podat
L,absolutny” dokaz bezospornosti nejakej tedrie (bez toho, zZe by
sme zadali nejaky jej konecny model), a po druhé, pre ktoru
axiomaticku teériu ho treba podat najprv, t. j. na ktora teériu
mozeme konecéne bez obav preniest zodpovednost za bezospor-
nost podstatnej éasti matematiky.

Pristipme teraz k prvej z nasich otdazok. Predovsetkym tvr-
denie o bezospornosti nejakej axiomatickej tedrie je tvrdenim
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o dokazoch moznych v tejto tedrii. PresnejSie, hovori ono, Ze
ani jeden takyto dokaz nevedie k sporu, t. j. nie je dokazom
tvrdenia tvaru p& -y, kde ¢ je Tubovolné tvrdenie naSej tedrie.
Ak teda chceme dokdzat bezospornost nejakej tedrie, musime
samotné jej dokazy ucinit predmetom nasho stadia, lepsie po-
vedané objektmi stidia nejake] novej ,metateérie”. Tedria,
ktorda skuima Iubovolné matematické dokazy, sa nazyva tedria
dokazov alebo tiez metamatematika.

Objektmi tedrie dékazov su teda dokazy vykondvané v sa-
motnej matematike. Tie zvycajne vyslovujeme ¢i ¢astejSie zapi-
sujeme v nejakom jazyku. VAc¢Sinou ide o hybrid prirodzeného
jazyka a vhodnej matematickej symboliky. Takéto dokazy vsak
niekedy pripustaju viacero jazykovych obratov na vyjadrenie
tej istej myslienky. Casto su dokonca zatazené istou dvojzmy-
selnostou, ich presny vyznam nenahliadame potom len z nich
samych, ale aj zo Sirsich suvislosti, do ktorych su zasadené,
z obsahu podkladaného v nich vystupujicim tvrdeniam a poj-
mom a z neformalneho komentara. Ak vSak maju matematické
dékazy v ramci nejakej tedrie dostat poziadavkam kladenym
na objekt novovekej objektivnej vedy, za akd sa, samozrejme,
1 metamatematika hodlda ustanovit, musime ich najprv pat-
riéne osamostatnit a objektivizovat. To znamena4, Ze vsetko to,
¢o na nich hodlame skimat, musi byt zrejmé len z nich samych
— a kedze ide o grafické jazykové utvary — len z ich grafickej
formy. Za tym ucelom im vSak potrebnu, celkom urcitu a jed-
noznacne predpisant formu musime vnutit. No to je mozné len
za cenu nového vyrazného kroku v smere dalSej formalizacie
prislusnej axiomatickej tedrie.

Po zbaveni pojmov axiomatickej teérie ich pévodného ob-
sahu treba este kanonizovat formu jej jazyka. Tak sa vSetky
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objekty, ktoré tato tedria studuje, ich vlastnosti, vztahy me-
dzi nimi a tvrdenia o nich reprezentuju niektorymi znakmi
symbolického jazyka teodrie, ¢i uz jednoduchymi, alebo konec-
nymi postupnostami jednoduchych znakov. Na zaklade vtedy
uz v podstate dotvoreného predikatového kalkulu mozno po-
tom formalizovat aj pojem dékazu. Dokazy su jednoducho isté
postupnosti tvrdeni vybudované v zhode s deduktivnymi pra-
vidlami logiky. Kazdy dokaz je teda napokon iba akysi ndpis
v prislusnom symbolickom jazyku. Pritom vnitorna struktura
takéhoto formalizovaného jazyka a charakter logickych axiém
a odvodzovacich pravidiel umoznuju o f'ubovolnom néapise zo-
stavenom z jeho znakov jednoznacne, celkom mechanicky len
na zaklade jeho formy rozhodnut, ¢i je napriklad formulou,
axiomou, déokazom, dékazom sporu a podobne.

Tvrdenie o bezospornosti tedrie potom hovori, Ze medzi jej
dokazmi sa nemoézu vyskytovat dokazy sporu, t. j. ndpisy istého
presne opisaného a mechanicky rozpoznatelného tvaru.

Otazka existencie matematickych objektov, vo svojom for-
malistickom ponati chapana ako bezospornost, sa tak presuva
z vySin metafyzickych ivah na pevnu zem analyzy formal-
neho jazyka matematickych tedrii a redukuje sa v podstate na
otazku spravnej manipulacie s existenénym kvantifikdtorom
3, ktord mozno jednoducho vyjasnit uz na drovni predikato-
vého poctu. Ak ¢(x) je formula nejakej formalizovanej tedrie,
tak objekt x s vlastnostou popisovanou formulou ¢(x) existuje
z hladiska tejto teérie, len ¢o mozno tvrdenie (3x)p(x) dokazat
z jej axiéom (samozrejme, vsetko len za predpokladu, ze tato
tedria je bezosporna).
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Podobnym sposobom riesi formalizmus aj otdazku pravdy
v matematike. Tato otdzka md zmysel len v rameci nejakej for-
malnej tedrie. Pravdivost nejakého tvrdenia potom neznamend
nic¢ iného nez jeho dokazatelnost z axiém tejto tedrie.

Pre takuto pravdu, t. j. pre dokdzatelnost vsak vo vSeobec-
nosti neplati zakon vylucenia tretieho. Napriklad z axiém teé-
rie griup nemozno dokazat tvrdenie (Vx,y)(xy = yx) ani jeho
negdciu. Pozndme totiz mnozstvo (dokonca koneénych) neko-
mutativnych, ako aj komutativnych grip. Komutativny zdkon
je teda tvrdenie od axiém tedrie grup nezavislé. Preto, ak chce
Hilbert v diskusii s Brouwerom obha&jit platnost klasickej lo-
giky v plnom rozsahu, musi pre tedériu, o ktort chce opriet
vSetku matematiku, podat nielen dokaz bezospornosti, ale aj
nemenej presvedcivy dokaz jej uplnosti. To posledné znamen3,
ze pre fubovolné tvrdenie ¢ danej tedrie asponi jedno (a ak ide
o bezospornu teériu, tak dokonca prave jedno) z tvrdeni ¢, —¢
je v nej dokazatelné.

Ak ma byt absolutny dékaz bezospornosti, popripade upl-
nosti nejakej formalizovanej tedrie vSeobecne presvedcivy, tak
aby bol prijatelny napriklad aj pre intuicionistov, musi sa vy-
hnut vsetkym spornym neefektivnym metédam, ktorych oprav-
nenost ma koniec-koncov sam zarucit. Presnejsie, vsetky tisud-
ky, z ktorych pozostava, musia vyhovovat nasledujicim pod-
mienkam:

«Vzdy sa uvazuje len o koneénom a presne urc¢enom pocte
objektov a funkecii; funkcie su presne definované, pricom ich
popis umoznuje jednoznacne vypocitat ich hodnoty; nikdy sa
netvrdi existencia akéhokolvek objektu bez toho, Ze by bol dany
navod ako ho zostrojit; nikdy sa neuvazuje ako o zaviSenom
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o akomkolvek nekoneénom obore nejakych objektov x; ak sa ho-
vori, ze nejaka uvaha alebo vlastnost plati pre vSetky takéto
x, tak to neznamenad ni¢ viac nez to, ze tito vSeobecnu uvahu
mozno zopakovat pre kazdé takéto konkrétne x, pricom pri-
slusnu vseobecnt ivahu samotnt treba chapat len ako schému
na vykonanie takychto jednotlivych konkrétnych tvah.»

Toto najuplnejsie dochované vymedzenie takzvanej pozia-
davky finitnosti kladenej na metamatematiku pochdadza od J.
Herbranda. V§imnime si, Ze v niom dochadza nielen k spresne-
niu, no i k sprisneniu intuicionistickych poziadaviek intuitiv-
nej nazornosti a konstruktivnosti.

Vzaté do désledkov, finitny dékaz uplnosti nejakej forma-
lizovanej tedrie predpoklada vypracovanie nejakej vSeobecnej
metddy, ktord by umoznovala o lubovolnom tvrdeni tejto tedrie
len na zdklade jeho formy rozhodnut, ¢i je v nej dokazatelné
ono, alebo jeho negacia. Aby sme vSak o takejto metéde mohli
dokazat, ze skutocne robi to, ¢o ma (nezabtudajme, Ze nam ide
o finitny dokaz uplnosti), musi tdto metdéda z fubovolného do-
kédzatelného tvrdenia celkom mechanicky spitne zostavit jeho
doékaz v nasej teérii. Finitnému dékazu uplnosti nejakej teo-
rie musi teda predchadzat dokaz jej rozhodnutelnosti, éim sa
mysli prave existencia takejto metédy. Vypracovanie rozhodo-
vacej metédy pre nejaku tedriu, o ktort mozno opriet vsetku
matematiku, by tak neznamenalo ni¢ mensieho nez naplnenie,
ba v istom smere aj prekonanie Leibnizovho sna o ,charakteri-
stike universalis”, ,calcule ratiocinator” a ,ars iudicandi” as-
pon v ramci matematiky.

Hoci Hilbert bol pevne presvedéeny o riesitelnosti kazdého
matematického problému a toto svoje presvedcenie rozhodne
aj verejne vyjadril, nie je z jeho diela a doloZenych postojov
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celkom jasné, ¢i svoje stanovisko domyslel az do naznacenych
dosledkov, ktoré sa nam dnes, vo svetle neskorsich objavov
mozu zdat krajnymi, no jeho stcasnikom tak pripadat nemu-
seli. Avsak hibka dojmu, ktorym na neho este pét rokov po
uverejneni Godelovych viet o netplnosti zaposobili Churchove
vysledky o nerozhodnutelnosti aritmetiky a predikdtového po-
¢tu, nasvedcuje, ze — aspon na pociatku — to asi nebolo inak.
Napokon, ked si uvedomime, ze vdaka predikatovému poctu
mozno o lubovolnej postupnosti formul nejakej formalizovanej
tedrie mechanicky rozhodnut, ¢i je alebo nie je dokazom aké-
hokolvek vopred daného tvrdenia v jej ramci, éo bolo zname uz
vtedy, nebude nam viac spominany néazor pripadat ani trochu
naivny. Prave naopak, cely problém teraz pred nami vystupi
v podobe zdavaznej otdzky, ktoru je nutné si polozit a hfadat na
nu odpoved, pricom su velmi dobré dévody verit, Ze to bude
odpoved kladna, takd, aka by sme si zelali.

Pozrime sa teraz blizs§ie na druhtu zo spominanych otdzok,
t. j. na otazku volby prislusnej tedrie, pre ktorti hodlame po-
dat doékaz bezospornosti, rozhodnutelnosti a uplnosti. Nepo-
chybne, idealne by bolo, keby sa nam také nieco podarilo pre
nejaky dost bohaty axiomaticky systém tedrie mnozin, napri-
klad pre tedriu ZF, ¢i dokonca ZFC a podobne. V takychto
tedriach sa totiz skutocne podarilo interpretovat skoro vsetku
vtedajsiu matematiku. (I tak si vSak nedokdzZeme odopriet po-
znamku, Ze za UcCelom tejto interpretdcie boli mnohé matema-
tické tedrie v roznom stupni skreslené, a ¢o sa takto zinter-
pretovat nepodarilo, bolo postupne zatlacené do uzadia.) Axi-
omatické teérie mnozin vSak obsahuju mnohé velmi silné exis-
tencné axiomy, takze dokaz bezospornosti napriklad teérie ZF
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urcite nebude jednoduchou zalezitostou. Navyse situdcia okolo
pocetnych otvorenych otazok typu hypotézy kontinua uz vtedy
naznacovala, Ze zndme axiomatizdcie teérie mnozin buda mat
asi do uplnosti daleko. A uz toboz sa necrtala velkd nadej ndjst
pre podobné teérie nejakd rozhodovaciu metédu.

Hilbertovym cielom v§ak nebolo ani tak zarudéit bezospor-
nost tedérie mnozin (hoci ani tdato otdzka mu nebola Iahostajn4),
ale bezospornost klasickej matematiky, ¢im sa mysli predov-
Setkym klasickd analyza v tej podobe, akti nadobudla pod vply-
vom jej mnozinového ponatia. Klasicka analyza sa sice opiera
o predstavu nekonec¢na ako aktualneho, no na jej podopretie
staci daleko menej nez niektory axiomaticky systém tedrie
mnozin. Jednotlivé realne ¢isla mozno totiz modelovat ako tzv.
Dedekindove rezy, éize ako isté nekonedéné spocitatelné mno-
ziny cisel raciondlnych. Teda dokonca i v pripade, Ze by sme
netrvali na aktualizacii oboru vsetkych redlnych cisel, uz len
uchopenie jednotlivych realnych ¢isel ako samostatnych objek-
tov si vynucuje aktualizaciu nekone¢ného oboru c¢isel prirodze-
nych. Na druhej strane znaénu ¢ast analyzy mozno rozvinut
len na zaklade c¢isel raciondlnych, ktoré zasa mozno jednodu-
cho zakédovat pomocou prirodzenych ¢isel. Redlne ¢isla potom
mozno reprezentovat ako isté vlastnosti raciondlnych teda —
po prislusnom kédovani — priamo prirodzenych cisel. Tak do-
stavame interpretaciu aritmetiky realnych cisel v aritmetike
druhého radu (v zmysle rozvetvenej tedrie typov) éisel priro-
dzenych. V matematickej analyze vSak bezne pracujeme ako so
zaviSenymi, t. j. ako s objektmi, aj s r6znymi mnozinami real-
nych cisel, s redalnymi funkciami a podobne. Teda na interpre-
taciu klasickej analyzy potrebujeme aritmetiku tretieho radu.
Pri niektorych naroc¢nejsich tivahach, ktoré podstatne vyuzi-
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vaju napriklad aparat funkciondlnej analyzy, je vSak potrebné
ist v radoch interpretujucej aritmetiky este aspon o jeden stu-
pen vyssie.

Kazdopadne sa vSak takto otvara cesta interpretovat jadro
klasickej analyzy v aritmetike tretieho radu a v podstate celu
analyzu v aritmetike stvrtého alebo v krajnom pripade neja-
kého dost vysokého radu. Tym dospievaju k svojmu zavisSe-
niu i snahy usilujtice o takzvanu aritmetizdaciu matematiky,
ktorych korene siahaju este ku Kroneckerovi, Dedekindovi,
Fregemu a Poincarému. Otazky bezospornosti klasickej ma-
tematiky tak mozno previest na otdzku bezospornosti aritme-
tiky tretieho (pripadne nejakého vyssieho) radu. Na pocéiatku
vSak stoji rad prvy. Najprv teda treba dokazat bezospornost,
rozhodnutelnost a iplnost Peanovej aritmetiky (prvého radu),
a az potom sa mozno pokusit pozdvihnut tieto vysledky aj na
vysS§ie rady.

Peanova aritmetika, skratene ju budeme znacit PA, je teé-
ria prvého radu popisujica zdkladné vlastnosti oboru priro-
dzenych ¢éisel, vybaveného operdciaminasledovnika (priéitanie
jednotky), séitania a nasobenia (pomocou nich uz mozno jedno-
ducho nadefinovat aj usporiadanie). V odbornej literatiure sa
axiomy PA zvyknu uvadzat v trochu inom tvare, nds zoznam
je vSak s obvyklou axiomatizdciou ekvivalentny a oznacenim
blizsi stredoskolskej aritmetike.

Jazyk PA obsahuje dva znaky konstant O a 1 a znaky dvoj-
miestnych operacii s¢itania + a nasobenia -.

Prva skupina axiéom sa tyka operdcie nasledovnika:

(A1) 0+1=1,

(A2) O0#x+1,
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A3) x+1=y+1 = x=y.

Druha skupina axiém je vlastne rekurzivnou definiciou ope-
racie sc¢itania ako viacndsobného pricitania jednotky:

(A4d) x+0=x,
(A5) x+(y+1)=(x+y)+1.

Podobne tretia skupina axiéom je vlastne rekurzivnou defi-
niciou operdcie nasobenia ako viacnasobného scéitania:

(A6) x-0=0,
A7) x-(y+1)=x-y+x.

Konecne, schéma axiéom indukcie obsahuje pre kazdu for-
mulu ¢(x) v jazyku PA axiému

Ap)  [p(0)&(Vx)(p(x) = p(x +1))] = (Vx)p(x).

Axiomy ,Peanovej aritmetiky” popisal este pred Peanom De-
dekind. Obaja vSak uvddzali axiému indukcie pre vébec vSetky
(a nielen aritmeticky definovatelné) podmnoziny mnoziny N.
Islo teda o tedriu druhého radu. Autorom uvedenej axioma-
tizacie je az Hilbert.

Uz na prvy pohlad vidime, ze Peanova aritmetika je velmi
jednoducha a nazorna teéria, v ktorej je sformalizovana, dalo
by sa povedat, esencia finitného stanoviska, takze celd uloha
vyzera nanajvys nddejne. Presnejsie, jej bezospornost nam pri-
pada oc¢ividnou a samozrejmou, rozhodnutelnost zasa velmi
pravdepodobnou a jej uplnosti sme tiez ndchylni uverit. Aj
keby to v poslednom pripade tak nebolo, malo by byt mozné
najst nejaké intuitivne pravdivé tvrdenia o prirodzenych cis-
lach, nezavislé od axiom PA, ktorych pridanim bude mozné
tuto tedriu zuplnit. Dokonca i keby PA nebola rozhodnuteln4,
jej zaplnenie by uz malo mat i tito vlastnost.
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Dokazat nieco podobné aj pre vhodny axiomaticky systém
tedérie mnozin zostava sice aj nadalej nasim cielom, no tento
ciel je eSte natolko neisty a vzdialeny, Ze bude lepSie o tom
zatial ani nehovorit.

Istd nddej sa vsak i vtomto smere predsa len ¢rta v suvislos-
ti s uz spominanou vlastnostou konzervativnosti. Kazdé kon-
zervativne rozsirenie nejakej bezospornej teorie je totiz i samo
bezosporné. Ak by sa nam teda podarilo dokazat bezospornost
(nejakého zuplnenia) Peanovej aritmetiky a ukazat, Ze nejaky
dost bohaty axiomaticky systém tedrie mnozin, zahrnajtci ne-
kone¢né mnoziny a umoznujuci modelovat podstatnu ¢ast ma-
tematiky, hlavne analyzy, je (jeho) jej konzervativhym rozsire-
nim, automaticky by to znamenalo bezospornost aj tohto axio-
matického systému.

To je v hrubych rysoch nacrt tloh, ktoré postavil pred mate-
matiku a metamatematiku takzvany Hilbertov program. Kvoli
poriadku este poznamenajme, Ze dve etapy formalizacie ma-
tematickych teérii historicky neprebiehali tak oddelene a po
sebe, ako sme to tu vylozili, aby sme mohli lepsie objasnit nie-
ktoré ich zakladné rysy a zamery. V skuto¢nosti formalizdcia
tedrii v zmysle abstrakcie od ich obsahu a formalizacia ich ja-
zyka prebiehali skér ruka v ruke a vzdjomne sa podmienovali.

Pri tejto prilezitosti sa ziada upozornit na uréita protiklad-
nost cielov formalistického programu a jeho metodoldgie. Jed-
nym z hlavnych cielov tohto smeru je totiz obh4jit postavenie
absolutneho aktudlneho nekonecna, zrodeného v platénsko-
teologickom ponati, pokraéujicom v tradicii stredovekého re-
alizmu v matematike. Jeho metodolégia sa svojim doérazom na
jazyk matematickych teorii zasa cela nesie v pozitivistickom
duchu, nadvézujicom na dedi¢stvo nominalizmu a empirizmu.
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Hilbertov program teda mozno ¢iastoéne chdpat aj ako pokus
poistit teologicko-platéonske ponatie Cantorovej tedrie neko-
necénych mnozin u pozitivistickej poistovne.

Este je potrebné nakratko sa pristavit pri jednej namietke
tradicne vznasanej proti formalistickému ponatiu matema-
tiky. Podla nej formalizacia matematickych teérii zbavuje ma-
tematiku jej zmyslu a meni ju len na akusi formalnu hru so
symbolmi podla uréitych, presne stanovenych pravidiel. V is-
tom zmysle je to namietka viac nez opravnend. V akom — o tom
strucéne pojedname az v zaverecnej kapitole. Nie je vSak nic ne-
zmyselnejsie ako podsuvat nieco také Hilbertovi. Podobné na-
mietky, samozrejme, najpresvedcivejsie vyvracia celé Hilber-
tovo matematické dielo, no dufame, Ze i nase uvahy tu dosta-
toc¢ne dokladaju tu skutocnost, ze Hilbert svoj program forma-
lizacie matematiky nerozpracoval v imysle zbavit matematiku
jej zmyslu, ale s cielom dokézat jej bezospornost, a tym prave
zaruclit jej zmysluplnost nielen vo vztahu k okolitému svetu,
ale, a to predovsetkym, vo vztahu k sebe samej. Navyse vypraz-
dnenie povodného obsahu niektorych matematickych pojmov
ich ani v najmensSom nezbavuje zmyslu, ale prave naopak, o-
tvara ich moznosti zmysluplného naplnenia mnohymi dalsimi
obsahmi, ¢asto diametralne odliSnymi od pé6vodného i navza-
jom medzi sebou. Formalistické ponatie je tak akymsi vyuste-
nim klasického vyvojového pradu v matematike, usilujiceho
o stdle vdc¢siu presnost a univerzadlnost.

I ked prdaca matematika v nejakej plne formalizovanej teo-
rii, t. j. dokazovanie tvrdeni z jej axiom, moze sice navonok
pripominat len nejaki hru so symbolmi, je také nieco skér
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vynimkou nez pravidlom. V matematike totiZ bezne nepra-
cujeme v plne formalizovanych teéridach. Intuitivny vyznam,
ktory podkladdme matematickym pojmom, je ¢asto rozhodu-
jucou oporou nasich tivah, napomadhajicou nam nielen nacha-
dzat dékazy roznych tvrdeni, lez najméi sluziacou kritériom
vyberu tych z nich, ktoré vébec vyslovujeme ako hypotézy
a pokusame sa ich dokdzat alebo vyvratit. Lenze ani zdaleka
nie vSetky formdlne spravne utvorené tvrdenia danej tedrie su
z tohto hladiska zmysluplné.

Jednako o dokaze nejakého tvrdenia si musime byt isti,
Ze sme v nom nepouzili ni¢ okrem axiéom a logickych pravi-
diel. V opac¢nom pripade by totiz takyto ,dokaz” nebol dokazom
v ramci prislusnej teérie. Ak nam nasa intuicia nasepkava jeho
opravnenost, tak to v najlepSom pripade moze znamenat len
tol'ko, Ze prislusnd axiomatickd teéria nezachytava v dostatoc-
nej miere to, ¢o mala zachytit, a je preto nacase poobzerat sa
po nejakych novych axiémach, ktorymi by sme ju mohli dopl-
nit. No intuicia nds tiez lahko méze zviest na scestie. V takom
pripade intuitivne ,dokazujeme” tvrdenia, ktoré v danej teérii
dokdzatelné nie su, ¢i dokonca su v nej dokdzatelné ich nega-
cie. Teda, kratko povedané, i vtedy, ked v matematike usudzu-
jeme neformadlne, je dolezité nespustat zo zretela cestu, ktorou
by sme v pripade potreby mohli tuto formalizdciu uskutocnit.
Tato, do tych ¢ias nevidane prisna poziadavka na presnost ma-
tematickych tvah bola formalizmom vnesena do matematiky
nie samoucelne, ale pod tlakom nevyhnutnosti ochranit ma-
tematiku pred hroziacimi spormi. Obrazne povedané, forma-
lizmus by ndm mal poskytovat itoc¢isko, kam by sme sa mohli
uchylit, ked sa ocitneme v izkych, nemal by sa v§ak stat nasim
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dobrovolnym vizenim, medzi mury ktorého, ¢o aké bezpecie
nam poskytuju, iba zriedka prenikne zavan éerstvého vzdu-
chu.

Dorazom na formalnu stranku matematickych tvah forma-
listické ponatie navyse vyrazne prispelo k dokladnému rozpra-
covaniu jazyka matematiky a jej symboliky. Pritom sa, v pri-
krom protiklade k intuicionistickym tézam, viac nez presved-
¢ivo potvrdila ta vyznamna poznavacia uloha, ktora zohrava
jazyk a jeho znacenie. Tuto problematiku tu uz nebudeme
otvdrat, poznamename len, Ze i samotna volba vhodnej ma-
tematickej symboliky moze byt zdrojom novych pohladov do
matematického sveta aj novych objavov. Naopak, tazkopadna
symbolika a nesSikovné oznacenie sa mozu stat neprekonatel-
nou hradzou dalSieho rozvoja tej-ktorej matematickej oblasti.
To napokon nie je ni¢ nové, staci si len napriklad uvedomit, do
akej miery vdacia aritmetika a algebra za svoj rozvoj arabskym
¢isliciam a neskor Vietovmu oznaceniu, alebo infinitezimalny
pocet symbolike zavedenej Leibnizom.

Hilbertov program napredoval spoéiatku velmi uspesne. Este
pred rokom 1920 sa viacerym matematikom podarilo rozsirit
vysledok o rozhodnutelnosti a iplnosti vyrokového poctu, zis-
kany pomocou tabuliek pravdivostnych hodnét, teda finitnou
metédou par excelence, aj na predikatovy pocet jednomiest-
nych predikatov (t. j. vlastnosti), zachovajuc pritom finitny
charakter celej metédy. V roku 1925 Ackermann a v roku 1927
von Neumann dokadzali bezospornost aritmetiky s roézne osla-
benymi schémami axiém indukcie. Herbrandova veta z roku
1930 zasa umoznovala isty druh redukcie — i ked nie plne fi-
nitnymi metédami — predikatového poc¢tu na vyrokovy pocet.
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Vyznamnym prinosom v tomto smere bol tiez Gédelov dokaz
uplnosti predikatového poctu z roku 1929, publikovany v na-
sledujicom roku. Hoci Gddelova veta o tiplnosti, a uz toboz jej
dokaz nema4 finitny charakter, jednako si ju mozno do velkej
miery vykladat ako podopretie opravnenosti vychodiskovych
téz formalizmu a kazdopadne — a bez akychkolvek relativi-
zujucich poznamok — ako definitivne potvrdenie adekvatnosti
axiomatizacie klasického predikatového kalkulu.

Godel najprv s pouzitim pomerne silnych, hoci zdaleka nie
najsilnejsich prostriedkov teérie mnozin vratane zakona vylua-
¢enia tretieho a istej slabsej formy axiémy vyberu pre spoci-
tatelné systémy mnozin dokdzal, Ze kazd4a bezosporna teédria
formalizovand v predikdtovom pocte ma model, presnejsie, zZe
ju mozno interpretovat v tedérii mnozin, dokonca v mnozine
prirodzenych c¢isel. Z toho uz jednoducho vyplyva, Ze nejaké
tvrdenie je dokdzatelné v danej teérii prave vtedy, ked je spl-
nené vo vSetkych jej modeloch, t. j. interpretdcidch v tedrii
mnozin, ¢o je samotnd veta o Uplnosti predikdatového poctu.

To, ze tvrdenie dokdzatelné v danej tedrii je splnené vo vset-
kych jej modeloch, teda korektnost predikatového poétu, mozno
trividlne dokézat indukciou z definicie spifiania, no prisne
vzaté tento dékaz nie je celkom prosty bludného kruhu, lebo sa
opiera o logiku nasho bezného jazyka ¢i nejakého iného metaja-
zyka. Také nieco vlastne ,Cistym spésobom” dokazat nevieme,
je to sucast nasej viery v spravnost logiky. Keby to tak nebolo,
nemohli by sme vlastne logicky vyvodzovat nijaké zavery.

Podstatna cast vety o tiplnosti je ststredena v obratenej im-
plikdcii: Tvrdenie splnené vo vsetkych interpretaciach danej
tedrie je v nej dokazatelné.
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Keby totiz ¢ bolo tvrdenie pravdivé vo vSetkych interpreta-
ciach tedrie T a nedokdzatelné v nej, tak tedéria Ti, ktora
vznikne pridanim novej axiémy —¢ k axiémam teérie T, by
bola bezosporna. Potom vsak Tyma nejaky model M. M je vSak
model teérie T, v ktorom je splnené —p, teda nie je splnené ¢,
¢o je spor.

Vsimnime si, Ze sme prave ,dokazali” tvrdenie ¢ tym, Ze
sme nepriamo a neefektivne dokazali jeho dokazatelnost, no
nepodali sme jeho naozajstny dokaz.

Godelova veta o uplnosti zostava tak trochu nepravom v tieni
jeho slavnych viet o nedplnosti. Pritom jej pozitivny prinos pre
matematiku je sotva mensi a aj z filozofického hladiska pred-
stavuje nemenej vydatny zdroj podnetov na zamyslenie. Tu
si vSimnime aspon jedno nedorozumenie, ku ktorému docha-
dza v désledku jej prilis bezstarostnej formulacie. Tvrdenie
Jkazda bezosporna tedria ma model” sa zvykne povazovat za
potvrdenie spravnosti Hilbertovho ponatia existencie v mate-
matike, ¢ize sa mu rozumie ako tvrdeniu ,vSetko logicky mozné
(skutocne) existuje”. Jednako takyto vyklad mozno h4jit len
z krajne platonskeho stanoviska, ktoré predpoklada ontologi-
zaciu mnozin studovanych teériou mnozin ¢éi aspon mnoziny
prirodzenych ¢isel. Gédelova veta o uplnosti nie je tvrdenim
o redlnom svete a ani najmenej nezarucuje bezospornym teé-
riam akési ,skutoéné” modely, t. j. vlastne aplikdcie. Modely,
ktoré bezospornej tedrii zarucuje, st len jej modelmi v tedrii
mnozin, teda si samy len akymisi idedlnymi objektmi, ktorych
existencia je taktiez problematicka, dokonca i v tom najbene-
volentnejSom Hilbertovom ponati — je totiz viazana na bezo-
spornost teérie mnozin ¢i aspon nejakého jej fragmentu.
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Veta o uplnosti je tak tvrdenim o tedrii mnozin, presnej-
Sie o jej ustrednom postaveni medzi vSetkymi bezospornymi
formalnymi teériami — samozrejme, len za predpokladu, zZe je
i sama bezosporna.

Este vicsie nadSenie a optimizmus vsak v tabore Hilberto-
vych stupencov vzbudil dnes uz tak trochu zapadnuty vysle-
dok, ktory — v priblizne rovnakom obdobi ako Gédel svoju vetu
o uplnosti — dokdzal a publikoval Hilbertov Ziak Moises Pre-
sburger. Presburger podrobne preskiimal aritmetiku prirodze-
nych cisel, ktora vznikne z Peanovej aritmetiky vynechanim
operacie ndsobenia a vSetkych axiom, v ktorych tato opera-
cia vystupuje — t. j. axiém (A5), (A6) a axiém indukcie (Ay),
kde formula ¢(x) obsahuje znak ndsobenia. Teda Presburge-
rova aritmetika, skrdatene oznacovana tiez PrA, je vlastne for-
maélnou tedriou séitania prirodzenych ¢isel, s plnou schémou
indukcie pre vlastnosti, ktoré mozno vyjadrit v jej jazyku. Pri-
tom prisne finitnymi prostriedkami dokazal, ze tato teédria je
bezospornd, rozhodnutelna a upln4d, teda vsetko to, ¢o sa od
nej ocakavalo a ziadalo.

Zdalo sa, zZe prave bol dosiahnuty rozhodujtci prelom v na-
pliiani Hilbertovho programu a rozsirenie Presburgerovych
vysledkov na celi aritmetiku zahfnajicu aj nasobenie a po-
tom na jej vysSie rady, by uz nemalo predstavovat zasadny
problém a malo by byt len otdazkou vynalozenej usilovnej prace
a ¢asu. Dokonca nechybali hlasy, ktoré si trafali odhadovat d’al-
Sie trvanie matematiky ako otvorenej vedy na niekolko mdlo
desatroci. Potom sa mala zmenit na hotovy, uzavrety systém
poznatkov a metéd umoznujiucich celkom mechanicky a bez
potreby zasahu tvorivého Iudského intelektu riesit Tubovolny
precizne sformulovany matematicky problém.
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11. Godelove vety o neaplnosti
a ich dosledky

Uprostred optimizmu, ktory na prelome dvadsiatych a tri-
dsiatych rokov zavladol vo formalistickom tabore, sa zrazu,
necakane ako blesk z jasného neba, zjavili vysledky mladuc-
kého rakuskeho matematika — mimochodom, narodil sa a vy-
rastol v Brne — Kurta Godela (1906 -1978). Stalo sa tak v roku
1930, ked Gédel na konferencii v Kralovci, kde prednésal o svo-
jej vete o tuplnosti predikdatového poctu, len tak nezavizne
vo volnej diskusii ohldsil svoju takzvanu prvu vetu o neupl-
nosti. Podla nej, volne povedané, Iubovolny bezosporny axio-
maticky systém, dost bohaty na to, aby v jeho rdamci bolo
mozné interpretovat Peanovu aritmetiku, je nutne neuplny,
t. j. mozno v nom sformulovat pomerne jednoduché tvrdenia,
tykajuce sa dokonca len prirodzenych cisel, ktoré nemozno
z jeho axiém ani dokazat ani vyvratit. Medzi axiomatické sys-
témy, na ktoré sa Godelova veta vztahuje, patri popri samot-
nej Peanovej aritmetike taktiez na tedrii typov zalozeny axio-
maticky systém Russellovych-Whiteheadovych Principia Ma-
thematica, ako i vSetky zname axiomatické systémy teérie



168 11. Godelove vety o neuplnosti a ich dosledky

mnozin, Zermelovym-Fraenkelovym poéinajuc, teda vo vse-
obecnosti systémy, ktoré uz davnejsie kandidovali na funkciu
zakladov matematiky.

Cela Godelova praca, obsahujuca navyse i jeho takzvanu
druhu vetu o neuplnosti, podla ktorej, pokial su systémy spo-
minaného typu bezosporné, tak v nich nemozno dokazat ani
tuto ich vlastnu bezospornost, vysla potom v roku 1931.

A to bol este len prvy uder, ktory mal zly osud ustedrit
Hilbertovmu programu. Dalsie dva nemenej tvrdé, hoci prek-
vapivost ich uc¢inku nemozno s tym prvym uz ani porovnat,
prisli v roku 1936, ked Alfred Tarski (1901-1983) uverejnil
svoj objav o nedefinovatelnosti pravdy, presnejsie o nedefino-
vatelnosti reldcie spliiania ani pre prirodzené ¢isla a jedno-
miestne formuly daného jazyka v spominanych axiomatickych
systémoch, a Alonzo Church zasa dokdzal nerozhodnutelnost
Peanovej aritmetiky, ako aj predikatového poctu.

Skor nez sa pokusime vyvodit nejaké zovseobecnujice za-
very zo spominanych napospol negativnych vysledkov, pova-
zujeme za potrebné aspon v hrubych rysoch ich nacrtnut a
osvetlit. Naroénejsiemu ¢itatelovi sa vopred ospravedlinujeme
za znacné zjednodusenia a cely rad nepresnosti, ktorych sa pri-
tom v zdujme Sirsej pristupnosti celého vykladu dopustime.

Casovy odstup, z ktorého celt problematiku posudzujeme,
nam umoznuje vyuzit v dnesnej hotovej podobe niektoré z ma-
tematickych pojmov a vysledkov, ktoré sa vtedy este len v bo-
lestiach rodili, a tym si pre nu zadovazit jednotiace hladisko.
Menovite nam ide o pojmy rekurzivnej a primitivne rekurziv-
nej funkcie, rekurzivneho a primitivne rekurzivneho predikdtu
¢i mnoZiny a rekurzivne spocitatelného predikdtu a mnoZiny,
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ktoré ako prvi postupne rozpracovali Gédel, Church a jeho ziak
Stephen Cole Kleene pévodne takmer vylucéne pre potreby ma-
tematickej logiky a zakladov matematiky. Poznamenajme, ze
dnes je tedria rekurzivnych funkcii neodmyslitelnou sucastou
matematického zdakladu teoretickej i aplikovanej informatiky.
I my si teda dovolime povazovat uvedené pojmy za vSeobecne
zname. Pritom ani ich pripadnd neznalost nezabrani ¢itatelovi
v sledovani a pochopeni dalSieho vykladu. Kvéli jeho i vlast-
nému pohodliu sa totiz oprieme o takzvanu Churchovu tézu,
ktora nam na tomto mieste vlastne zohra tulohu ich intuitiv-
neho vysvetlenia, ak nie priam definicie.

Podla Churchovej tézy matematicky presne definovany po-
jem rekurzivnej funkcie primerane a plne vystihuje pojem fun-
kcie efektivne mechanicky vypocitatelnej a pojem rekurziv-
neho predikatu splyva s pojmom predikatu, ktorého splnenie
mozno algoritmicky rozhodnut. Pojem primitivne rekurzivnej
funkcie, pripadne predikatu potom vymedzuje délezitu pod-
triedu v podstate najjednoduchs$ich a najdostupnejsich objek-
tov v triede vSetkych rekurzivnych funkcii, pripadne predika-
tov. Koneéne pojem rekurzivne spocitatelnej mnoziny splyva
s pojmom mnoziny, ktorej vSetky prvky mozno postupne me-
chanicky generovat. Navyse plati, ze kazda rekurzivne spocita-
telnd mnozina éi predikét je oborom hodnét nejakej primitivne
rekurzivnej funkcie.

Podrobnejsie postidenie déovodov svedciacich pre a proti Chur-
chovej téze lezi tak trochu bokom od hlavného smeru nasich
uvah, nuz si ho tentoraz odpustime. Napriek tomu, ze dévodov
v prospech Churchovej tézy je rozhodujtica vécsina, nie je to
od néds celkom poctivé. Snad nds moze aspon ¢iastocne ospra-
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vedlnit, Ze sme si toho plne vedomi a ku vSetkému sa prizna-
vame.

Zakladna neformalna myslienka Gédelovho objavu je vlastne
velmi jednoduchad, no o to vtipnejsia. Godel iba ,mierne” posu-
nul nam uz znamy Epimenidov paradox ukryty v spornom tvr-
deni, ktoré vypoveda o sebe samom: ,som nepravdivé”, a v kto-
rom koniec koncov vizi jadro Cantorovej diagonalnej metédy
1 vacsiny skor uvedenych paradoxov. Namiesto toho Godelovo
tvrdenie o sebe hovori: ,som nedokdzatelné”.

Zdanlivo sa tym ni¢ nemeni. I toto tvrdenie, zda sa, vedie
k sporu. Ak je totiz nepravdivé, tak je dokdzatelné. Ak je vSak
nas pojem dokdzatelnosti korektny, t. j. vSetky dokazatelné
tvrdenia su pravdivé, o ¢om nehodlame pochybovat, tak je i
toto tvrdenie pravdivé. To je vSak spor. Zostdva teda len druha
moznost, ze Godelovo tvrdenie je pravdivé. Tym sme teda toto
tvrdenie dokazali. Potom je v§ak dokazatelné, teda pravdivé, a
zdroven je pravda, ¢o hovori, teda je nedokazatelné. Opit sme
dospeli k sporu.

Tomuto sporu sa vSak mozno vyhnut, ak pod dokazatel-
nostou, o ktorej sa hovori v Gédelovom tvrdeni, budeme roz-
umiet dokazatelnost v rdamci nejakého pevného formalneho
axiomatického systému. Z hladiska takéhoto systému n&s ,do-
kaz” Godelovho tvrdenia nie je nijakym dokazom, ale iba nefor-
malnym intuitivhym zdovodnenim jeho pravdivosti, opieraju-
cim sa o vieru v korektnost prislusného formédlneho systému.
Potom Gédelovo tvrdenie bude prikladom pravdivého, no nedo-
kézatelného tvrdenia. Podobne, z korektnosti prislusného sys-
tému nutne vyplyva tiez nedokdzatelnost negacie Gédelovho
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tvrdenia. Teda toto tvrdenie je nevyvratitelné. V opaénom pri-
pade by totiz bolo pravdivé zaroven so svojou negdciou.
Axiomatické systémy, v ktorych mozno sformulovat takéto
Goédelovo tvrdenie, pokial st bezosporné, su teda nutne neuplné
a formalnou dokdzatelnostou v ich ramci sa pojem pravdivosti
nevycerpava. Tato vlastnost maju predovsetkym vsetky axio-
matické systémy, v ktorych mozno interpretovat Peanovu arit-
metiku (dokonca i tdto poziadavka sa da este trochu oslabit).
Je irdéniou osudu, ze Godel prisiel na svoj objav v snahe
uskutoénit ciele Hilbertovho programu, pri hladani vhodnej
interpretacie analyzy v aritmetike. Pritom sa mu vsak poda-
rilo aritmetizovat i metamatematiku, Specialne samotny po-
jem dokazu a dokazatelnosti, éo ho priviedlo k uz spominanym
vysledkom, z ktorych prave naopak vyplynula neuskutoénitel-
nost Hilbertovho programu (aspon v jeho pévodnej podobe).
Teda trochu podrobnejsie, Godel si vS§imol, Ze ak vzajomne
jednoznacne priradime kazdému jednoduchému znaku neja-
kého formaéalneho jazyka isté prirodzené cislo ako jeho kaod,
mozno toto kédovanie rozsirit aj na slova, t. j. zlozené znaky ja-
zyka a ich postupnosti. Prave v tomto kédovani tkvie samotna
podstata G6édelovho objavu vari eSte vo véic¢sej miere, nez v skoér
uvedenom posune Epimenidovho paradoxu. Na tejto metdde
sa totiz zakladaju nielen dalsie objavy, ktoré tu spomenieme,
ale i celé jedno odvetvie modernej matematickej logiky a arit-
metiky. Napokon tazko mozno vobec posudit, do akej miery
treba Sokujuci uc¢inok Godelovych vysledkov pripisat na vrub
ich samotnej formulacie a do akej ma na nom zasluhu nim
rozpracovana metéda kédovania, presnejsie, jej prisne finitny
charakter. Na tomto mieste sa vSak nemienime pustat do jej
technickych podrobnosti. Pre nase ucely celkom postaéi, ak
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niekolko jej dalej uvedenych vysledkov prijmeme ako hotové
fakty.

Nech T oznacuje nejakt, v celom ¢lanku tu istd, no inak
lubovolnu, formélnu axiomaticku tedriu, v ktorej mozno in-
terpretovat Peanovu aritmetiku. Istda jemnost nasich uvah si
vyzaduje rozliSovat medzi premennymi v teérii T (budeme pre
ne pouzivat znaky x, y, z, w) a konstantnymi termami oznacu-
jucimi prirodzené ¢éisla (budeme ich znadit j, k, m, n). Vsetky
formuly tedrie T s nanajvy$ jednou volnou premennou x su
zoradené do postupnosti {¢,(x); n € N} a podobne, vSetky do-
kazy v teorii T do postupnosti {A; k € N}. Pritom pre dané
prirodzené ¢islo j vieme efektivne zostrojit formulu ¢;(x) i do-
kaz A;. Taktiez naopak, k danej formule 7 (x) (pripadne dékazu
I') vieme efektivne najst prislusny kéd, t. j. prirodzené ¢islo j
také, ze 1 (x) je ;(x) (pripadne I' je A;). NavySe teéria T'ma pri-
mitivne rekurzivne trojmiestne predikaty P (x,y,2) a R (x,y, 2)
také, ze pre Tubovolné ¢isla k, m, n plati

P(m,n, k) prave vtedy, ked Aj, je dokazom tvrdenia o, (m)

R(m,n, k) prave vtedy, ked Ay, je dokazom tvrdenia —p,(m).

Teda tvrdenie (Jz)P(m,n,z) hovori formalne to isté ako tvr-
denie ,existuje dokaz tvrdenia ¢,(m)”, ¢ize ,tvrdenie p,(m)
je dokdzateIné”. Podobne tvrdenie (3z)R(m,n,z) je formaliza-
ciou tvrdenia ,existuje dokaz tvrdenia —p,(m)”, ¢ize ,tvrdenie
on(m) je vyvratitelné”. Pre istotu eSte poznamenajme, Ze pod
dokazom, dokdzatelnostou, pripadne vyvratitelnostou tu stale
rozumieme dokaz, dokdzatelnost, pripadne vyvratitelnost v tes-
rii T.

11. Gédelove vety o neuplnosti a ich dosledky 173

Nasledujuce uvahy urobime len pre predikat P(x,y,z), no
sposob, akym by sme ich mohli preniest aj na k nemu dudlny
predikat P(x,y,z) je ofividny.

Z toho, ¢o sme povedali o Gédelovom kédovani formul a do-
kazov, je zrejmé, ze z dokdzatelnosti tvrdenia ¢,(m) vyplyva
dokdzatelnost tvrdenia (3z)P(m,n, z). Z nejakého dokazu I tvr-
denia ¢, (m) mézeme totiz urcit jeho ¢éislo; oznacme ho k. Potom
vsak plati P(m,n, k), a teda tiez (3z)P(m,n,z).

No obratena implikdcia uz taka samozrejma4 nie je. Pred-
pokladajme, ze sme dokézali tvrdenie (32)P(m,n,z). Cize sme
dokazali, ze existuje dékaz tvrdenia ¢, (m). Mozeme opravnene
tvrdit, Ze sme tym dokazali priamo tvrdenie ¢,(m)? Dokazat
nejaké tvrdenie vSak znamena napisat jeho dokaz. Ak bol nas
dokaz tvrdenia (3z)P(m, n, z) konstruktivny, taky, Ze sme v iom
nasli nejaké k, pre ktoré plati P(m,n, k), tak z neho vieme de-
kédovat dokaz Ay tvrdenia ¢,(m) a vSetko je v poriadku. Ak
bol nas dokaz tvrdenia (3z)P(m,n,z) konstruktivny len v tom
zmysle, ze sme v nom opisali navod ako ndjst nejaké cislo k
také, ze P(m,n,k), tak tento navod spolu s dekédovacim na-
vodom nam davaju vysledny navod ako napisat nejaky do-
kaz Aj tvrdenia ¢,(m). V takomto pripade by sme teda este
stale mohli prizmurit oko a pripustit, ze sme dokazali i tvr-
denie ¢, (m), presnejsie, Ze by sme ho mohli kedykolvek doka-
zat, keby sme chceli a mali dost éasu. Co vsak v pripade, ked
nas dokaz tvrdenia (3z)P(m,n, z) je celkom nekonstruktivny, to
znamena, ze nemame ani predstavu, ako by sme mali nejaké k
také, ze P(m,n,k), a teda i dokaz Aj, tvrdenia ¢,(m), hladat?
Dokaz tvrdenia ¢,(m) teda nemézeme napisat, ani keby sme
chceli. Vieme len, Ze predpoklad (Vz)-P(m,n,z) vedie k sporu.
Maéame stale pravo tvrdit, ze sme dokdzali tvrdenie ¢, (m)?
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Istotne by to bolo tak, keby bola dokdzatelna aj implikdcia
(32)P(m,n,z) = ¢p(m), €o z trividlnych dévodov nastane vzdy,
ked je dokazatelné tvrdenie p,(m). To je vSak z hladiska na-
Sej otdazky ten najmenej zaujimavy pripad. No podla vysledku
Martina H. Léba z r. 1955, je to pripad jediny. Presnejsie, podla
Lobovej vety je implikdcia (3z)P(m,n,z) = ¢n(m) dokazatelna
vtedy a len vtedy, ked je dokdzatelné tvrdenie p,(m). Vidime,
ze ani tadialto cesta nevedie.

V tejto chvili by toho nas bystry a nie slepo dovercivy ¢i-
tatel mal mat koneéne dost. Nevodi nds autor tak trochu za
nos? Vychddzame predsa z predpokladu dokédzatelnosti tvrde-
nia (3z)P(m,n,z). Tym skor teda toto tvrdenie plati. Teraz za-
¢neme postupne zistovat platnost tvrdeni

P(m7 n? O)’ P(m7 n’ 1)7P(m’ n? 2)’ MR
atd., ¢ize budeme postupne odpovedat na otazky:

AJe Ay dokazom tvrdenia ¢,(m)?”
e A; dékazom tvrdenia p,(m)?”
Je Ay dokazom tvrdenia ¢,(m)?”

atd. Sam autor sa nam pred chvilou snazil nahovorit, ze kazdu
z tychto otdazok vieme, dokonca celkom mechanicky, zodpove-
dat. Len ¢o po prvykrat dostaneme odpoved ,ano”, t. j. naj-
deme najmensie prirodzené cislo k také, ze plati P(m,n, k),
dekédujeme z neho dokaz Ay tvrdenia p,(m). Ale pretoze plati
(32)P(m,n,z), také k musi existovat, teda skor ¢i neskor k
nemu dospejeme.

To vSetko je naozaj velmi pekné a az na poslednu vetu je
to v poriadku. Ta vsak predpokladd, Ze nase ,obycajné” pri-
rodzené cisla, t. j. mnozina N s obvyklym sc¢itanim a néasobe-
nim st modelom Peanovej aritmetiky v teérii T, ¢o nemusi byt
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pravda. Bez tohto predpokladu nevieme vylucit, ze tvrdenie
(32)P(m,n,z), ako aj vSetky tvrdenia —P(m,n,0), -P(m,n,1),
-P(m,n,2), ..., atd. buda suéasne dokdzatelné v T. Potom by
celda nasa uvaha z predoslého odstavca skuto¢ne skrachovala
na poslednej vete.

Teoria T sa nazyva w-spornd, ak pre nejaku formulu (2)
je v nej dokdzatelné tvrdenie (3z)vy(z), ako aj vSetky tvrdenia
—)(k) pre Tubovolné prirodzené ¢islo k. V opaénom pripade ho-
vorime, ze T je w-bezospornd.

Citatelovi prenechdvame, aby sa sam presvedéil, ze z w-
bezospornosti tedrie T uz vyplyva jej bezospornost.

Lahko nahliadneme, Ze v w-bezospornej teérii T uz nasa
uvaha prejde az do konca. Ak je totiz dokazatelné (3z)P(m,n, z),
tak pre nejaké prirodzené ¢islo k nie je dokdzatelné —~P(m,n, k).
Avsak otazka platnosti tvrdenia -P(m,n, k) je mechanicky roz-
hodnutelnd, priéom rozhodovaci proces zaroven ddava dokaz
jedného z tvrdeni P(m,n,k), -P(m,n,k). Kedze druhy pripad
nastat nemoze, musi to byt ten prvy.

Podrobnejsi rozbor prave nastolenej otazky uz presahuje ra-
mec nasich ivah. Dufame vSak, Ze uz len jej poloZenim sme as-
pon trochu osvetlili onen zvlastny rys matematickej formaliza-
cie, ktory spociva v jej tendencii neustale prekracovat sféry ja-
vov, ktoré mala povodne postihovat, a vymykat sa povodnym
zamerom, ktorym mala sluzit. Obrazne povedané, je to akysi
dzin vypusteny z flase. Je zaujimavé a snad i dost prekva-
pivé a necakané, Ze tato tendencia sa tak napadne prejavila
prave pri formalizdcii pojmu matematického dékazu, kedze
ide o sféru podriadent prisnym kanonom logiky, teda zdan-
livo ovela pristupnejsiu formalizacii nez lubovolnd ina sféra
samotnej matematiky, o javoch redlneho sveta ani nehovoriac.
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Konecne teda mézeme pristupit k formulacii a nacrtom dé-
kazov slubovanych vysledkov Godela, Tarského a Churcha.

Uvazujme formulu —(3z)P(x, x, z). KedZe ide o formulu s je-
dinou volnou premennou x, prislicha jej nejaké ¢islo — oznaéme
ho g. Potom formula ¢g(x) vydeluje tie prirodzené ¢isla m, pre
ktoré tvrdenie ¢, (m) nie je dokdzatelné. Specidlne, tvrdenie
©g(g) hovori o sebe: ,som nedokédzatelné”, teda je formalnym
zapisom uz skor spominaného Gédelovho tvrdenia.

Prva Godelova veta o neaplnosti.

a) Ak je teéria T bezosporna, tak tvrdenie yg(g) nie je doka-
zatelné v T.

b) Ak je teéria T w-bezospornd, tak ani tvrdenie —yg4(g) nie
je dokdzatelné v T.

7 w-bezospornosti tedrie T teda vyplyva jej netiplnost.

Predpokladajme, zZe tvrdenie ¢4(g) je dokazateIné. Potom je
dokazatelné i tvrdenie (3z)P(g,8,2), €o je tvrdenie —¢g(g). To
vSak znamena, ze tvrdenia pg(g), —¢g(g) st dokdzatelné v T,
cize T je sporna teéria. Ak teda T je bezospornd, tak ygz(g) nie
je v nej dokdzatelné.

Predpokladajme, zZe je dokazatelné tvrdenie —pg(g). Toto
tvrdenie je logicky ekvivalentné s tvrdenim (3z)P(g,g,2). Uz
sme vSak videli, Ze za predpokladu w-bezospornosti z toho
vyplyva dokazatelnost tvrdenia ¢q(g). Teda opdt dospievame
k sporu v tedrii 7', v désledku €oho tvrdenie —ygz(g) nemdze byt
dokazatelné.

Z nedokézatelnosti tvrdenia ¢q(g) vyplyva bezospornost teé-
rie T*, ktora vznikne z T pridanim novej axiémy —yg(g). Z pred-
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pokladu bezospornosti teérie T teda vyplyva, ze T je prikla-
dom bezospornej, no w-spornej teorie.

Moznost vyskytu bezospornych no w-spornych teérii tiez
¢iastoéne problematizuje Hilbertovo ponatie existencie mate-
matickych objektov ako bezospornosti tedrie, v rameci ktorej
su formalizované. Pojem bezospornosti sa ukazuje slaby na
to, aby samotny mohol sluzit kritériom ,pravdivosti” mate-
matickych teérii. Od teérii, ktoré by mohli zohrat ulohu za-
kladov matematiky, sa zdd rozumné vyzadovat este aspon w-
bezospornost.

Spoésob, ako sa mozno v prvej Godelovej vete zbavit doda-
to¢nych predpokladov typu w-bezospornosti, objavil Barkley
Rosser v onom jarodnom” roku 1936.

Uvazujme formulu

(V2)(P(x,x,2) = (Jw <z)R(x,x,w))

s jedinou volnou premennou x. Jej ¢islo oznaéme r. Potom i
Rosserovo tvrdenie p,.(r) vypovedd o sebe: ,ak si vezmeme lu-
bovolny méj doékaz, potom medzi dokazmi s éislom mensSim
alebo rovnym ¢islu tohto méjho dékazu mozno najst dékaz mo-
jej negacie”.

Godelova-Rosserova veta. Ak je teéria T bezospornad, tak
ani jedno z tvrdeni ¢,(r), —p.(r) nie je v nej dokazatelné. Teda
T je neuplna.

Opit ukazeme, Ze predpoklad dokdzatelnosti tak tvrdenia
or(r), ako i tvrdenia —¢,(r) ma za nasledok spor v teérii 7.

Nech je dokazatelné ¢,(r), anech Ay, je jeho dokaz. Potom su
dokdzatelné i tvrdenia P(r,r,k) a (3w < k)R(r,r,w). To druhé
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je logicky ekvivalentné s disjunkciou
R(r,r,0)VR(r,r,1)V...VR(r,r k).

Ale to znamena, ze stac¢i prehliadnut dokazy Ay, Aq,..., Ap
a urcite medzi nimi ndjdeme aspon jeden, ktory je dokazom
tvrdenia —p,(r), totiz dokaz A;, kde pre j platij < k a R(r,r,j).

Podobne, nech je dokazateIné —¢,(r) a A; je jeho dékaz. Po-
tom je dokdzatelné aj R(r,r, j), a kedze —p,(r) je logicky ekvi-
valentné s tvrdenim

(F2)(P(r,r,2)& (3w < 2)R(r,r,w)),

je dokazatelné (3z < j)P(r,r,z). Potom nutne j > 0 a ostatné
tvrdenie je logicky ekvivalentné s disjunkciou

P(r,r,0)vP(r,r,1)v...v P(r,r,j—1).

Potom vSak medzi dékazmi Ag, Aq,...,Aj_; moZno najst dokaz
Ay, kde k < ja P(r,r,k), ktory je dokazom tvrdenia ¢,(r).

Len pre zaujimavost ponechavame citatelovi, aby si pre-
myslel, ako je to s tzv. Henkinovym tvrdenim, ktoré samo
osebe hovori ,som dokédzatelné”. Jeho formalizdciou je tvrdenie
on(h), kde h je c¢islo formuly (32)P(x, x,z). Nuz, z Lobovej vety
vyplyva, ze Henkinovo tvrdenie je dokdzatelné (preco?), a tym
skor pravdivé.

Na vyslovenie druhej Gédelovej vety o nedplnosti je najprv
potrebné formalizovat tvrdenie o bezospornosti teérie T. Bezo-
spornost tedrie T znamend tolko, Ze nemozno néajst tvrdenie
tvaru ¢, (m), ktoré je dokdzateIné zaroven so svojou negaciou.
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Formalizdciou tvrdenia o bezospornosti teérie T je potom tvr-
denie
=(3x,y,2,w)(P(x,y,2) & R(x,y, w)),

ktoré oznacime Consy .

Druha Godelova veta o neuplnosti. Ak je teéria T bezo-
spornd, tak tvrdenie Const nie je dokdzatelné v T.

Ak pozornejsie preskimame doékaz bodu a) prvej Godelo-
vej vety o neuplnosti, zistime, Ze sme tam vlastne neformédlne
ukazali platnost tvrdenia

(32)P(g,8,2) = (Jw)R(g,8,w),

ktoré je formalizaciou tvrdenia ,ak ¢q(g) je dokdzatelné, tak aj
—pg(g) je dokazatelné”. Z tohto formalizovaného tvrdenia na
zaklade logickych pravidiel postupne vyplyva

(F2)P(g.8,2) = (Fz,w)(P(g,8,2) & R(g,8,w)),
(32)P(g,8,2) = (Fx,y,2,w)(P(x,y,2) & R(x,y,w)),
—(3x,y,2,w)(P(x,y,2) & R(x,y,w)) = ~(32)P(g,8,2),

¢o vSak nie je ni¢ iného nez Consr = ¢g(g).

Keby teda tvrdenie Cons7 bolo dokazatelné, bolo by doka-
zatelné aj tvrdenie y4(g), o, ako sme uz videli, nemoéze nastat
v bezospornej teédrii T.

Vs8imnime si, ze az dosial sme sa vo formuldcii Godelo-
vych viet starostlivo vyhybali metafyzikou zavanajucemu
pojmu pravdy, hoci pravdivost Gédelovho tvrdenia ¢gz(g) sme
intuitivne zdovodnili. Podobne mozno zdovodnit aj pravdivost
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Rosserovho tvrdenia ¢,(r). Aby sme vsak ich pravdivost mohli
nielen neforméalne zdoévodnit, ale i formalne dokazat v teérii
T, museli by sme formalizovat aj samotny pojem pravdy. Hoci
z predoslych vysledkov uz vieme, Ze povodny Hilbertov zdamer
vyéerpat pravdivost dokdzatelnostou sa ndam naplnit nepodari,
jednako, ak by sa ndam nejakym sposobom podarilo formalne
nadefinovat vlastnost tvrdeni ,byt pravdivym”, mohlo by nam
to poskytnut dalsiu cennt informaciu o vztahu medzi prav-
divostou a dokazatelnostou. Vdaka Tarskému vSak vieme, Ze
vsetky nase pokusy v tomto smere su vopred odsudené na ne-
uspech.

Tarského veta o nedefinovatelnosti pravdy. Ak je teé-
ria T bezosporn4, tak reldcia S = {(m,n) € N?; ¢,(m)}, v kto-
rej sa nachadzaju prirodzené ¢isla m, n prave vtedy, ked plati
on(m), nie je definovatelnd v ramci teérie T, t. j. neexistuje
formula o(x,y) teérie T takd, ze S = {(m,n) € N?; o(m,n)}.

Ukazeme, zZe z existencie takej formuly o(x,y) uz vyplyva
spor v tedrii T. Nech teda o(x,y) je formula taka, ze pre Iu-
bovoIné prirodzené ¢&islam, n plati p,(m) < o(m,n). Nech t je
¢islo formuly —o(x,x). Potom ¢;(¢) je tvrdenie —o(t,¢). Na dru-
hej strane vSak ¢;(t) < o(t,t), ¢o je spor.

V tom istom roku dokazal Church, Ze dvojmiestny predikat
(32)P(x,y,2), ktory formalizuje dokdzatelnost tvrdeni o, (m)
v Peanovej aritmetike, nie je rekurzivny. Peanova aritmetika
je preto nerozhodnutelnda. Navyse z tohto dokazu sa mu poda-
rilo eliminovat Specifika aritmetiky a dostat tak dékaz neroz-
hodnutelnosti predikatového pocétu. Teda ani vSetky tautolé-
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gie predikatového poctu, t. j. vlastne logické zakony nemozno
mechanicky rozpoznat. Korunu tomu vSetkému nasadil vy-
sledok Laszloa Kalmara (mimochodom, najprominentnejsieho
odporcu Churchovej tézy), podla ktorého otdzku rozhodnutel-
nosti Iubovolnej axiomatickej teérie mozno previest na s fiou
ekvivalentnu otdzku rozhodnutelnosti nejakej vhodnej axio-
matickej tedrie s jedinym dvojmiestnym zakladnym predika-
tom. Ale to znamenad, Ze v zdvere predoslej kapitoly spomi-
nané vysledky o rozhodnutelnosti vyrokového poctu a predi-
katového poctu jednomiestnych vztahov uz nemozno posunut
ani o krocik dalej. Konecéne Rosser si v§imol, Ze s pouzitim
Godelovych vysledkov mozno Churchovu vetu o nerozhodnu-
telnosti preniest na lubovolnu teériu, ktord splia poziadavky
kladené na tedriu T. Inak povedané, Peanova aritmetika je
podstatne nerozhodnuteln4, t. j. ani ked k nej priddme nejaké
dalSie axiémy, pokial sa to deje efektivne, stdle nedostaneme
rozhodnutelnu teériu. Teda pre nasu teériu T plati:

Churchova-Rosserova veta. Ak je teéria T bezosporna,
tak je nerozhodnutelna.

Do dokazu tejto vety sa uz nebudeme pustat; ostatne, ani
sme si na to nepripravili potrebné prostriedky. Namiesto toho
sa radsej pokusime zhrnut niektoré z prave uvedenych vysled-
kov.

Pripomenme, ze
S ={(m,n) € N?; p,(m)}.

Dalej oznaéme
D = {(m,n) € N2; (32)P(m,n,z)}.
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Predpoklad o korektnosti logiky mozno zachytit inkluziou
D C S, ktora hovori, ze kazdé dokdzatelné tvrdenie p,(m) je
pravdivé. Prva Godelova veta o neuplnosti potom hovori, Ze
D +# S, teda ze nie kazdé pravdivé tvrdenie je dokazatelné.
Uvedomme si, ze i v pripade D ¢ S, by platilo D # S, no to
by znamenalo, Ze v nasej formalizacii sme uz davno zbludili
natolko, ze klast si podobné otazky vobec nema zmysel.

Nerozhodnutelnost teérie T zase znamend, Ze mnozina D
nie je rekurzivna. Z jej tvaru vSak okamzite vidno, ze je aspon
rekurzivne spocitatelnd. Inak povedané, dokdzatelné tvrdenia
nie su sice mechanicky rozpoznatelné, no este stédle (asponi teo-
reticky) ich mozeme vSetky postupne mechanicky generovat.
No kedze vsetky rekurzivne i rekurzivne spocitatelné mnoziny
su definovatelné v Peanovej aritmetike, vyplyva z Tarského
vety, ze S nie je ani rekurzivne spocitatelnd, teda pravdivé
tvrdenia nielenze nemo6zeme mechanicky rozpoznat, no nemo-
zeme ich ani vSetky postupne vycerpat nejakym mechanickym
procesom.

Poznamenajme eSte, Ze rekurzivna spocitatelnost dvojmiest-
neho predikatu (3z)P(x,y,z), t. j. vlastne mechanicka gene-
rovatelnost vSetkych dokdzatelnych tvrdeni ma ovela mensi
prakticky vyznam, nez by sa niekomu mohlo zdat na prvy po-
hlad. I keby sme vytvorili prislu$ny program, na zaklade kto-
rého by nam nejaky hypoteticky pocita¢ v dostatoéne dlhom
¢ase vypisal lubovolné z dokazatelnych tvrdeni, a naozaj spus-
tili cely vypoéet, nase poznanie by to prili§ neobohatilo. Co-
skoro by sme sa zacali topit v hifbe dokdzanych tvrdeni, medzi
ktorymi by bolo niekolko uz davno dobre znamych, niekolko
zaujimavych novych, no drviva vdcésina takych, ¢o by nam vo-
bec ni¢ nehovorili.
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Pvorada uloha matematického poznania nespociva v trie-
deni ndhodnych, hoci overenych vysledkov, ale prave v mate-
matizacii réoznych sfér javov, stanovovani hypotéz o nich a dé-
kazoch ¢i vyvrateniach takychto ludmi vopred postavenych
hypotéz. Keby sme takuto hypotézu preverovali na nasom po-
¢itaéi podla spominaného programu, zostavalo by nam len ¢a-
kat so zaloZzenymi rukami, kedy ndam vypadne zo stroja, no
odpovede by sme sa aj tak nemuseli dozit. Len celkom vyni-
moéne by ndm pri niektorych, vdésinou velmi jednoduchych
a bez pomoci techniky rozhodnutelnych hypotézach vypadla
v rozumnom ¢ase odpoved v podobe dokdzaného tvrdenia alebo
jeho neg4cie.

Hilbertov program formalizacie matematiky sa vo svojej po-
vodnej podobe ukdzal neudrzatelny uz po zverejneni Godelo-
vych vysledkov v r. 1931 a vobec nebolo treba ¢akat az do roku
1936 na dalsie definitivne potvrdenie jeho zlyhania Tarskym
a Churchom. Najst pren v tom case aspon aké-také vycho-
disko znamenalo predovsetkym vypracovat nejaké este stale
vSeobecne prijatelné rozsirenie finitného stanoviska, v rdamci
ktorého by bolo mozné dokazat aspon bezospornost Peanovej
aritmetiky.

Dokaz bezospornosti Peanovej aritmetiky skutoc¢ne podal,
a kedyze inokedy ako r. 1936, Gerhard Gentzen (1909 -1945),
a to transfinitnou indukciou cez ordindlne c¢isla mensie nez
eo. Citatel, ktory o nekoneénych ordindloch nevie omnoho viac
nez to, ¢o sme o nich povedali v kapitole venovanej Canto-
rovi, asi nebude prili§ nachylny povazovat takuto metédu za
LJakmer finitnt”. Kv6li objektivnosti tu treba podotknit, Ze or-
dindlne ¢isla mensie nez ¢y mozno tiez zadat v podstate kom-
binatoricky, ako struktudru volne generovanu znakmi 0,1 a w,



184 11. Goédelove vety o neuplnosti a ich désledky

uzavretu vzhladom na operdcie suc¢tu, suéinu a umochovania,
podriadené istym jednoduchym identitam. Taktiez ich mozno
modelovat prostrednictvom istej nie prilis zlozitej mnoziny ra-
ciondlnych cisel z intervalu (0, 1). To su v podstate vychodiska,
na ktorych mozno vybudovat argumentdaciu v prospech finit-
nosti Gentzenovho dokazu. Veelku v§ak mozno povedat, ze dis-
kusia o finitnom charaktere transfinitnej indukcie cez niektoré
spoéitatelné ordinaly nie je uspokojivo uzavretd ani podnes.

Popri viacerych dokazoch bezospornosti Peanovej aritme-
tiky, ktoré sa od hlavnej myslienky Gentzenovho dékazu prili§
neodchylili, zaujal diametralne odlisny G6édelov dokaz z r. 1958.
Tento dokaz vyuzival takzvané rekurzivne funkcionaly, ¢o je
pojem precizujuci efektivne operacie na rekurzivnych funk-
ciach. Hoci aj Godelova metéda podstatne prekracuje ramec
povodného finitného stanoviska, jednako argumenty v pros-
pech jej finitnosti su aspon na prvy pohlad daleko sugestiv-
nejsie nez u transfinitnej indukcie do 3. Ako sa vSak ukédzalo,
obe tieto metédy su ekvivalentné, teda ,rovnako finitné ¢i in-
finitné”.

Len na okraj poznamenajme, ze uvedené dokazy definitivne
pochovali nadej dokdzat konzervativnost rozsirenia ,matema-
tiky redlnych objektov” pomocou nekoneénych mnozin. Uz mi-
nimaélne infinitné prostriedky — ako napr. dobre usporiadana
mnozina ordinalov mensich nez ¢y, ¢i systém vsetkych rekur-
zivnych funkciondlov — totiz umoznuju dokdzat tvrdenie Conspa,
nedokazatelné len ¢isto finitnymi prostriedkami.

7Z.da sa teda, ze bezospornost Peanovej aritmetiky by sme vo
svetle spominanych dvoch dékazov, osvetlujucich ju z dvoch
rozliénych stranok, mohli povazovat za dostatoéne overeny
fakt. Je vsak otdzkou, comu doéverovat vac¢smi — bezospornosti
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Peanovej aritmetiky samotnej, alebo jej dokazom. Odpoved je
jednoznaéna — PA vyuziva podstatne slabsie metéody a me-
nej problematické predpoklady a ma nadej na bezospornost,
1 keby sa ukadzalo, Ze napr. rozsirenie PA umoznujuce formali-
zovat transfinitnu indukeciu do ¢y (teda dokazat tiez tvrdenie
Conspy), je sporné. I to je vSak len Ciste hypoteticka a krajne
nepravdepodobna moznost.

To, ze bezospornost Peanovej aritmetiky nemozno dokdzat
v nej samej, je skor jej prednostou nez nedostatkom. Pred-
stavme si, Ze by tvrdenie Conspp bolo dokazatelné v PA. Bol
by to dévod doverovat jej bezospornosti? Prave naopak, podla
druhej Goédelovej vety by to totiz znamenalo, Ze je spornd, a
teda schopna dokazat cokolvek. I keby sme vS§ak tuto vetu ne-
poznali, déverovat bezospornosti nejakej teérie len na zaklade
toho, Ze v jej ramci mozno sformulovat a dokazat tvrdenie o jej
vlastnej bezospornosti, by nebolo o ni¢ rozumnejsie nez verit
v Cestnost a pravdovravnost nejakého ¢loveka len na zaklade
jeho vlastného vyhldsenia, ze je cestny a nikdy neklame. Teda
oblibené bonmoty niektorych ,znalcov” typu: ,Podla druhej
Godelovej vety nikdy nebudeme vediet, ¢i aritmetika je alebo
nie je bezospornd,” pokojne mézeme vedno s Raymondom M.
Smullyanom oznacit za sprostosti.

Napokon ani Presburgerova aritmetika, o bezospornosti kto-
rej nepochybujeme ani najmenej, nie je vstave dokazat svoju
vlastni bezospornost. Dokonca tvrdenie o jej bezospornosti ne-
mozno v ramci nej samej ani sformulovat, nieto este doka-
zat. Toto tvrdenie, ktoré oznacime Consp,a, mozno sformulo-
vat napr. v ramci Peanovej aritmetiky. Finitny dékaz bezospor-
nosti tedrie PrA, spominany v zavere predchadzajucej kapitoly,
mozno potom sformalizovat ako dékaz tvrdenia Conspy v teorii
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PA. Na tieto ucely by sme dokonca vystacili aj s o nieco slab-
Sou teoriou nez PA, kazdopadne by vSak musela umoznovat
nasobenie prirodzenych ¢isel, ¢ize podstatne presahovat PrA.
Teda i nasa doévera v bezospornost Presburgerovej aritmetiky
sa v uréitom zmysle zaklada na dévere v Peanovu aritmetiku.

Este dodajme, ze r. 1960 nasiel Solomon Feferman isté tvr-
denie, ktoré tiez moze posluzit ako prijatelna formalizdcia be-
zospornosti Peanovej aritmetiky, a pritom je v tejto tedrii do-
kéazatelné. Na rozdiel od tvrdenia Consps, Fefermanovo tvrde-
nie, ani ziadne dokdazatelné tvrdenie o bezospornosti PA ne-
moéze byt v ramci tejto tedrie ekvivalentné s tvrdenim tvaru
—(Ix)Q(x), kde Q(x) je primitivne rekurzivny predikat. Ale to
znamena, ze Peanova aritmetika moéze v istom zmysle dokdzat
1 vlastnu bezospornost, len prislusné tvrdenie o jej bezospor-
nosti neméze mat prilis jednoduchy tvar.

Zaujimavé dosledky dava druha Goédelova veta o netuplnosti
v spojeni s Godelovou vetou o uplnosti predikatového poctu.
Ak je totiz Peanova aritmetika bezospornd, tak podla druhej
Godelovej vety o netuplnosti tvrdenie Conspy je v nej nedoka-
zatelné, ¢o je to isté ako bezospornost tedrie, ktora vznikne
z PA pridanim novej axiomy —Consps, postulujicej existen-
ciu formélneho sporu v PA. Podla Gédelovej vety o uplnosti
ma aj tato tedria (hoci je w-spornd) nejaky model M. To je po-
tom model Peanovej aritmetiky, teda vlastne akasi ,mnozina
prirodzenych ¢isel”, vybavenda operaciami scitania a néasobe-
nia, ktoré maju vsSetky obvyklé vlastnosti. Popri tom vsak v M
plati —Conspa, teda realizuje sa v iom spominany spor.

Trochu si zjednodusime zivot, ak si uvedomime, Ze tvrdenie
—Conspy je v ramci PA ekvivalentné s tvrdenim (32)P(0,1,z2),
kde [ je ¢islo formuly x # x. Formula ¢;(0) totiz hovori 0 # O,
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teda jej dokazatelnost je to isté ako spor v PA. Kedze v M
plati (32)P(0,1,z), existuje nejaké pu € M také, ze P(0,l, pu).
Pretoze PA je bezosporna, Ziaden z dékazov Ag, A1, Ag, Ag, ...
nie je dokazom sporného tvrdenia 0 # 0. Preto p nemoze
byt Ziadnym z ¢isel 0,1,2,3,..., t.j. p nie je ,obycajné”
prirodzené &islo. Cislo 4 je prikladom tzv. nekoneéného alebo
nestandardného prirodzeného cisla a prislusny ,dokaz” sporu
A, je dokazom nekonecnej dizky, ¢ize nie je to dokaz v pravom
slova zmysle.

Podobné ,paradoxné“ modely mozno studovat z viacerych
dévodov, z ktorych tu spomenieme len dva. Tym prvym moze
byt nebodaj akasi nadmernda opatrnost, plodiaca snahu pri-
pravit sa takymto stidiom na moznost objavenia sporu v Pea-
novej aritmetike, ¢i skér hadam v podstatne silnejsich axio-
matickych systémoch, ako napr. v Zermelovej-Fraenkelove;j
tedrii mnozin. Nie¢im takym by totiz cela matematika bola
poriadne zaskocena.

Druhy mozny dovod smeruje k aplikdciam. Stidiom podob-
nych modelov totiz testujeme pouzitelnost apardatu matema-
tickej logiky na modely realnych situdcii, ktoré st matema-
tizované a axiomatizované sice so znac¢nou, no stale iba pri-
bliznou presnostou. Potom pri tvrdeniach odvodenych z ta-
kychto axiém ,pomerne kratkymi” dékazmi mozno ocakdvat
dobru zhodu so skuto¢nostou a taktiez by nemal hrozit for-
malny spor. No pri zdveroch odvodenych ,velmi dlhymi” do-
kazmi je uz potrebna znacéna opatrnost. Ich spolahlivost, ako
1 zhoda so skuto¢nostou mozu postupne klesat a nemozno vy-
luéit ani formalny spor. KIi¢ovym problémom, na ktory mate-
matika samotnd nemoze dat odpoved a ktory preto treba riesit
v kazdej situdcii osobitne, je otdzka, aké velké prirodzené ¢isla
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eSte mozeme povazovat za ,pomerne malé” a odkial ich uz mu-
sime povazovat za ,velmi velké”.

Vratme sa teraz k prvej Godelovej vete o neuplnosti. Po-
dobne ako nedokdzatelnost tvrdenia Conspsy v PA, ani dokaz
neuplnosti Peanovej aritmetiky nie je, asponl na prvy pohlad,
koneénym ortielom nad Hilbertovym programom. Ak je tdto
tedria neuplna, tak to znamena len tolko, Ze jej axiémy priro-
dzené cisla dostato¢ne nevystihujui. Preto tvrdenia od tychto
axiom nezavislé, o ktorych pravdivosti sme presvedceni, k nim
treba pridat ako nové axiémy. Takymto tvrdenim je napriklad
Godelovo tvrdenie pg(g) alebo Rosserovo ¢, (r). Z prvej Godelo-
vej vety vSak vyplyva, ze pokial nové axiomy priddavame efek-
tivne, tak vysledna tedria bude i nadalej netplna. I v nej to-
tiZ moZno nanovo formalizovat dokédzatelnost a vyvratitelnost
obdobnymi predikatmi P'(x,y,z) a R'(x,y,z) a zostrojit analég
napr. Rosserovho tvrdenia. A v skuto¢nosti nové axiémy inak
ako efektivne, t. j. vymenovanim nejakého ich kone¢ného poc-
tu alebo zadanim nejakej efektivnej schémy axiém, ani pridat
nevieme.

Uplnost teda moézeme dosiahnut len do istej miery fiktivne,
za cenu straty efektivnosti prislusného rozsirenia teérie PA.
Pritom je zname, Ze ani transfinitnym pridavanim stdle no-
vych Godelovych ¢i Rosserovych tvrdeni svoj ciel nedosiah-
neme. Neuplnost Peanovej aritmetiky a mnohych dalsich teé-
rii, totiz spoc¢iva v akejsi ,nerovnomernosti” dokazatelnosti
v ich ramci. Presnejsie, ak je ¢(x) nejaka formula v jazyku
teorie PA, tak z dokazatelnosti kazdého jednotlivého tvrdenia
©o(m), pre Tubovolné m € N, eSte nevyplyva dokazatelnost tvr-
denia (Vx)p(x). Trochu zjednodusene povedané, dokazy tvrdeni
©(m) sa moézu pre rézne m natolko lisit, Ze jednotny dokaz tvr-
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denia (Vx)p(x) z nich nijako nemozno zostavit. Tato vlastnost
niektorych teérii sa nazyva w-neuplnost.

Na odstraneni w-neuplnosti zalozené zuplnenie Peanovej
aritmetiky opisal S. Feferman r. 1962. Pouzil pritom transfi-
nitnd indukciu cez ordinalne ¢isla mensie nez isty limitny
ordindl (¢ < w*” a zostrojil nou transfinitni postupnost,
axiomatickych teérii {T,; a < (} a postupnost predika-
tov {P,(x,y,2); a < ¢} formalizujucich dokédzatelnost v pri-
slusnych tedriach takych, ze T je PA a pre mnoziny ich axiém
Ax(T,) plati

AX(Toq) = Ax(Ta) U {ggine N}
Ax(T)) = U Ax(T.

pre kazdé o < (,
pre limitné \ < ¢,

kde ¢¢ oznaque tvrdenie

(Vx)(32)Pa(x,n,2) = (VX)@n(x)

Teda pridanim axiémy 9 sa v teérii T, zaruéi dokaza-
telnost tvrdenia (Vx)py,(x), len ¢o je pre kazdé m tvrdenie ¢, (m)
dokazatelné v teérii T,,. Nakoniec sa ukaze, ze teéria T taka,

“e AX(T)= | ] Ax(T.)
a<(

je nielen w-upln4, ale i Uplna. A kedZze z w-uplnosti a bezospor-
nosti uz jednoducho vyplyva w-bezospornost, tedéria T je tiez
w-bezospornd (samozrejme, ak je bezosporna PA).

Ako obrazne hovori Jurij I. Manin vo svojom Vypocitatelnom
a nevypoditatelnom: «Ak teda verime Peanovym axiémam, tak,
ak chceme postihnut pravdivost aritmetickych formul v celej
jej uplnosti, prichodi nam este zavrsit transfinitni postupnost
vyznani viery, Ze uz predos§lé akty viery neboli poblidenim.»
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Iné priklady takychto ,transfinitnych vyznani viery”, tento-
raz vSak v bezospornost tedrie ZF ¢i ZFC, st ukryté v axiémach
postulujucich existenciu réznych velmi velkych kardinalnych
¢isel. Onen obrovsky kardinal, o ktorom sme sa letmo zmienili
v suvislosti s axiémou determinovanosti na konci siedmej kapi-
toly, vSak predstavuje postupnost nepomerne ,transfinitnejsiu”
nez prave popisana teéria T.

Jednako ,tedria” T nie je tedriou v pravom slova zmysle,
lebo ani jej axiomy nevieme efektivne rozpoznat. Dokazovat
v nej vlastne nevieme, vieme len dokazovat tvrdenia o doka-
zatelnosti v tedrii T. To sa v§ak uz musi diat v nejakej silnejsej
tedrii, v ktorej mozno formalizovat indukciu az po ordinal {, na
o staéi napr. pomerne maly fragment teérie ZF. Uplnost teé-
rie T teda vieme zase dokdazat iba v tejto silnejSej tedrii. No
na takuto dokdzatelnost tvrdeni o dokdzatelnosti sa uz opét
vztahuju Godelove vety. Jednako moznost neefektivne doka-
zat 1 to, ¢o vlastne efektivne dokazat nemozno, treba povazo-
vat za jeden z najvyznamnejSich metodologickych prinosov teé-
rie mnozin. Prave pouzivanie takychto metdd je rysom, ktory
najvyraznejsSie odlisuje matematiku dvadsiateho storoéia od
celej matematiky dovtedajsej.

Mozno sa tiez pokusit brat neuplnost Peanovej aritmetiky
na lahkud vahu. Ved nezdvislé tvrdenia ako ¢g(g) ¢i ¢-(r) maju
natolko umely charakter, Ze v beZnej matematickej praxi ne-
mame najmensi dovod klast si otdzku ich dokdzatelnosti. Este
stale nie je vylucéené, Ze na rozhodnutie Iubovolného ,zmys-
luplného” aritmetického tvrdenia by Peanove axiémy mohli
plne stacit. Vdaka vysledkom, ktoré v sedemdesiatych rokoch
publikovali J. Paris, L. Harrington a L. Kirby, vSak uz dnes po-
zname cely rad pomerne prirodzenych a celkom zmysluplnych
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tvrdeni kombinatorického charakteru, nezavislych od axiém
Peanovej aritmetiky.

Pontuka sa esSte jedno pragmatické vychodisko, v ktorého
moznost veril i Godel vo vztahu nielen k aritmetike, ale aj—ato
najméi — vo vztahu k teérii mnozin. Podla neho kritériom prija-
tia nejakého nezavislého tvrdenia ako novej axiomy by mohla
byt jeho ,ispesnost”, t. j. zjednodusenie dékazov uz vopred i
bez neho overenych tvrdeni. Jednako, ako ukazal sam Godel
este roku 1936, ak pridame k teérii T Iubovolné, od jej axiém
nezavislé tvrdenie ako nova axiému, tak mozno najst tvrdenia
tedrie T, ktorych najjednoduchsi dékaz v povodnej tedrii bude,
volne povedané, ubovolne mnohokrat zloZitejsi nez najjedno-
duchsi dékaz tohto tvrdenia vyuzivajuci nova axiému. Navyse
v kazdej takejto tedrii T mozno najst tvrdenia, ktorych naj-
jednoduchsi dokaz je [ubovolne mnohokrat zlozitejsi nez toto
tvrdenie samo.

Celkovo teda mozno povedat, ze tak samotny Hilbertov prog-
ram, ako i kroky podniknuté na jeho inovaciu a zachranu, ani
neskorsie vysledky, vrhajtice nové svetlo na jeho ciele a nim
poloZené otazky, mu nezabezpecili tu vSeobecnu presvedcivost,
o ktoru tolko usiloval, raz navzdy poSramotenu zaéiatkom tri-
dsiatych rokov. Nuz sotva mozno cakat, Ze jeho argumenty
prim&ju niekoho radikdlne zmenit svoju naladenost voci roz-
nym ponatiam matematiky a napriklad konvertovat od intu-
icionizmu k formalistickému ponatiu teérie mnozin.

Najvyznamnejsie zavery filozofického dosahu, ktoré sa zo
skor uvedenych negativnych vysledkov tradi¢ne vyvodzuju,
mozno heslovite zhrnut v niekolkych vetdch. Vo svetle Géde-
lovych, Tarského a Churchovych objavov sa matematické po-
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znanie javi ako otvoreny proces tvorivého charakteru, ktory
nemozno nijako zavrsit, kedze v kazdom diel¢com okamihu sa
vyznacuje neuplnostou. Navyse toto poznavanie nemozno vo-
pred poistit pred omylmi a spormi. Toto pozndvanie sa moéze
k pravde len bliZit, no nikdy ju neméze celkom vycerpat, lebo
pravda je svojou povahou obsaznd, a nie formdlna. Konecne,
tvorivd matematickd ¢innost nemozno zredukovat na nijaké
mechanicky vykonavané ukony, ktoré by bolo mozné prenechat
¢o ako dokonalému stroju. Teda kolkokolvek umu a dovtipu by
sme na to vynalozili, stdle sa nam nepodari zbavit sa nevy-
hnutnosti pouzivat svoj um a doévtip.

Tu treba dodat, Ze tieto tézy sa nevztahuju len na matema-
tické poznanie, ale na udské poznanie vobec. Tazkosti vak
moézu vzniknut, ked na zaklade exaktne dokdzanych Goéde-
lovych, Tarského a Churchovych vysledkov chceme i tymto
tézam pririeknut status matematickych teorém. Videli sme,
ze ani v samotne] matematike také nieco neobstoji. Cely rad
inych vysledkov, napr. spominané dva Fefermanove, totiz plat-
nost nasich téz znacne relativizuje. A to sme pritom ponechali
stranou rozne vyhrady, ktoré by vyplynuli z odmietnutia Chur-
chovej tézy. Takisto sa tu nechceme pustat — pri dnesnom stave
poznania — do potencidlne nekonecénych diskusii okolo otazok
typu: ,Co je to vlastne stroj?”, ,Mozu stroje (tvorivo) mysliet?”,
e clovek mysliaci stroj?” a pod.

A uz tob6z nemoézeme citatela ani dost varovat pred po-
kusmi ,aplikovat” podobné zavery mimo matematiky. To mo6ze
viest od ,dokazovania” sice spravnych a filozoficky podnetnych
téz, ako napriklad o nevyhnutnej netuplnosti systému poznat-
kov Iubovolnej vednej discipliny a z toho vyplyvajucej potrebe
hladania ciest na prekonanie jeho uzkeho rameca, ktoré vsak
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z Godelovych viet nijako nevyplyvaju, az po také trapne smies-
nosti a banality, s akymi sa ¢lovek moze stretnut v snobskych
debatach niektorych intelektualov, kde zdravému rozumu bez-
prostredne jasny zaver, ze napriklad umelecké dielo mozno na-
lezite hodnotit len z akéhosi odstupu ¢éi nadhladu a v SirSom
kontexte, t. j. v ,odskoku zo systému”, nie vSak ponoreny do
jeho tvorby, vyplyva opét, z cohoZe iného, ako z Godelovej vety.

Vari netreba ani zvlast podotykat, ze vztah je tu prave
opacny. Spominané matematické vety su len velmi Specidalnym,
hoci najpreciznejsie sformulovanym a najrigoréznejsie dokaza-
nym prejavom onoho vseobecného dialektického filozofického
principu. Na druhej strane vsSak to, ze tento princip tak pre-
svedc¢ivo potvrdzuju, eSte nijako neznamenad, Ze z neho logicky
vyplyvaju.

Ale vratme sa k matematike. Tu by nas netuplnost zaklad-
nych axiomatickych systémov mala primét s viac¢Sou pozornos-
tou a vaznostou pocuvat varovné hlasy intuicionistov. Vo svetle
Godelovych vysledkov sa totiz skor spominana tendencia for-
malizacie matematického poznania vymykat sa z vopred za-
myslaného rdamca javi nie ako ndahodnad, lez celkom zdkonita.
To by nds malo viest prinajmensom k istej opatrnosti pri iva-
hach o nekonecénych oboroch a mnozinach a taktiez k déklad-
nejSiemu posudeniu pouzitelnosti zdkona vylucenia tretieho a
neefektivnych metod vobec v réznych oblastiach matematiky.

No ani zrieknutie sa zdkona vylucéenia tretieho ani celd in-
tuicionisticka redukcia klasickej logiky nezvécsuje nadeje Pe-
anovej aritmetiky na bezospornost. Ako dokazal sam Godel
r. 1933, pokial v PA nemozno odvodit spor len prostriedkami
intuicionistickej logiky, tak ho nemozno odvodit ani prostried-
kami klasickej logiky. Teda intuicionisticka bezospornost Pe-
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anovej aritmetiky uz staci zarucit aj jej klasicki bezospor-
nost a tiez naopak, ak je PA sporna klasicky, tak je sporna
aj intuicionisticky.

Este nam zostava zamysliet sa nad otazkou, ¢o bolo na spo-
minanych objavoch také prekvapivé. Ved vo svetle ucenia ce-
lej jednej vyvojovej linie filozofického myslenia, ktort nazy-
vame dialektickou, sa vlastne také nieco dalo cakat. Preco
teda Godelove vety o neuplnosti a ich dozvuky — veta Tar-
ského a Churcha — zapésobili tak ohromujtico? Znamenali to-
tiz, po pade mechanistického nazoru vo fyzike a filozofii, defi-
nitivny pad poslednej basty veénych, nemennych a neotrasitel-
nych pravd a istét, za aki matematici svoju vedu povazovali (a
poniektori pstrosi medzi nimi dodnes povazuju). Tym stratila
matematika nielen svoje vysadné postavenie, vierou v ktoré
sa zivila, no i nadej niekedy ho v povodnej podobe opit ozivit
a ziskat, a bola naveky odstudena k udelu ostatnych vied smr-
telnikov: zdielat s ludskym poznanim jeho nedokonalost a ne-
dokonanost, nemoznost stanovit éokolvek s koneénou platnos-
tou, k ildelu musiet sa navracat vZzdy poznovu a prehodnocovat
svoje ,staré” pravdy, ktoré by tak rada povazovala za vecné. I
matematické poznanie sa totiz deje bez predbeznej zaruky jeho
bezospornosti. Nad matematikou tak, napriek vcelku uspoko-
jivému rozrieseniu paradoxov tedrie mnozin, naveky zavisol
Damoklov mec objavenia sporov.

Kriza z prelomu storoé¢i teda nebola nie¢cim nahodnym, ale
zakonitym plodom vyvoja matematického myslenia. Uvedo-
menie si tejto skutocnosti v suvislosti s druhou Goédelovou
vetou tak uvrhlo matematiku do akejsi permanentnej krizy,
z ktorej sa jej podnes nebolo sudené vymanit. Keby sme teda
pri posudzovani jej suc¢asného stavu vychadzali z tézy Martina
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Heideggera, podla ktorej stupen rozvoja tej-ktorej vednej dis-
cipliny mozno hodnotit mierou, do akej je vobec schopna krizy
svojich vlastnych zakladov, mohli by sme mat vSetky dévody
k spokojnosti.

Pri takomto pohlade ndam spojenie slova kriza s obdobim
dosial najvyssej konjunktiury mnozZinovej matematiky v Sty-
ridsiatych az Sestdesiatych rokoch, ako i sicasnym burlivym
rozvojom matematiky, prudkym rastom poctu jej odvetvi a sily
jej aplikdcii uz nebude pripadat natolko paradoxné. Jednako
ani k prili§ bujarému nadsSeniu nam sucasnost mnoho dévo-
dov neskyta. Aby sme to vsak objasnili, tak si po otazke, preco
Godelove a dalSie objavy zaposobili tak, ako zaposobili, mu-
sime este polozit otdazku, ¢o vlastne sposobili a ¢o mali sposobit,
ale nesposobili.

Predovsetkym mali matematikov vyprovokovat k rozpraco-
vaniu hlbsich pohladov na predmet matematického poznania
a zaklady svojej vedy, k ¢omu vSak doslo len scasti a v miere
nie celkom dostato¢nej. Dalej ich mali viest k véésej starost-
livosti a zodpovednosti za bezospornost a pripustnost zdaklad-
nych implicitnych a predaxiomatickych predpokladov, z kto-
rych vychadzaju pri svojich abstrakciach. Namiesto toho vsak
v matematike zavldadla dovtedy nevidand bezstarostnost a Iah-
komyselnost. Mozno povedat, Ze bremeno zodpovednosti za
bezospornost celej matematiky, ktorého tarchu este Hilbert
plne pocitoval, Gédel akoby naraz snal z pliec dalsej genera-
cie. Ved ak bezospornost matematiky nemozno dokazat, tak sa
vlastne neda nic robit. Otazka bezospornosti bola v désledku
toho nahradena otdzkou relativnej bezospornosti, dokonca ani
nie voéi aritmetike, ale rovno voc¢i niektorému dost silnému
axiomatickému systému tedrie mnozin (napr. ZF).
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No z Gdodelovej vety o uplnosti potom vyplyva, Ze dovolené
je vSetko myslitelné (a ak je ZF spornad, tak absolutne vsetko).
Lenze ani bezospornost teorie ZF nemoéze mnozinovej mate-
matike zarucit jej zmysel, ak je beznou praxou, ze kazdy si
predpise axiémy, aké mu na um zidu, ndjde si nejaké ich mno-
zinové modely, studuje si ich do vole a o ostatné sa nestara.
Z cisto formdlneho hladiska su totiz vSetky takéto systémy
axiéom a ich modely rovnako opravnené.

To vedie k zhubnému bujneniu neprehladnych vetiev naj-
réznejsich matematickych disciplin, z ktorych véc¢sina je zrozu-
mitelna uz len histke $pecialistov sediacich na jednom konari.
Mnohi z nich sice mézu mat pocit, ze uprostred Cantorovho
raja vystupuju coraz vyssie po konaroch stromu poznania a
zivia sa jeho sladkym ovocim, no pri pohlade zvonku stucasna
matematika Goraz va¢Smi pripomina babylonskt vezu a dnesni
matematici jej stavitelov, z ktorych jeden uZ nerozumie reci
druhého.

Je trpkou iréniou, ze tato strata spoloCnej reci, ktora je
najmarkantnejsim prejavom uz spominanej krizy mnozinovej
matematiky, ide ¢iastone na vrub tedrie mnozin, ktorda prave
mala byt tym univerzalnym jazykom vsetkej matematiky, ktory
mal zarucit jej jednotu.

Autor si plne uvedomuje, ze problém, do ktorého prave za-
brdol, mozno zmysluplne posudit len v podstatne Sirsich su-
vislostiach, nez na aké poskytuje priestor téma nasich tvah.
Spominané krizové javy a priliehavost prirovnania k stavbe
babylonskej veze nie st nejakou specialitou matematiky. Na-
opak, st charakteristické pre takmer celi vedu druhej polo-
vice dvadsiateho storocia a do znacénej miery st podmienené
socialne.
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Strata spolocnej reci, a éasto i zmyslu, nielen vo vede ako
celku, ale aj v pomerne tizkych vednych odvetviach a pododvet-
viach je, zda sa, nevyhnutnym sprievodnym javom stale po-
stupujtcej a rozvetvujlucej sa Specializdcie, ktora je vsak len
¢iastoéne vyvoland potrebami rozvoja prislusnych vednych dis-
ciplin a neslazi len pokroku poznania, o raste blahobytu ani
nehovoriac. V nemalej miere je tiez vyvolana tvrdou konku-
renciou, bojom o pozicie a profesiondlne i ekonomické prezi-
tie, ako aj o rozhodovaci vplyv a zdroje financovania vyskumu
vo vnutri gigantickej armady vedeckych pracovnikov. Potreba
,objektivnych” kritérii hodnotenia vedeckej prace prinasa ob-
rovsky publikaény a cita¢ny tlak, a tak armada vedcov chrli
hory vedeckych prac, v ktorych je v mnozstve humbugu a ba-
lastu coraz tazsie ndjst zrnka naozajstného poznania. Asi to
inak nejde — aj pri ryzovani zlata vznikaju haldy hlusiny. A ak
chceme podporovat ,dobrt” vedu, musime podporovat aj ,zla”,
lebo neexistuje nijaky efektivny sposob, ako ich oddelit. Pri-
tom pod ,dobrou” vedou nerozumieme len taku, ktora prinasa
bezprostredny zisk a hmotny uzitok.

KedZe ide o vSeobecnu tendenciu, bolo by absurdné zvalo-
vat zodpovednost za jej konkrétne prejavy v matematike len
na prevladajticu teoreticko-mnozinovi paradigmu. Na tomto
mieste sme chceli iba zdoraznit, Ze teéria mnozin — popri pries-
tore na spritomnenie viésiny studovanych struktur — posky-
tuje matematike aj zivnu podu, na ktorej sa spominanym kri-
zovym javom moze vyborne darit a dovoluje viésine matema-
tikov tvarit sa, Ze sa nic¢ nedeje.

Netrufame si z tohoto miesta navrhovat vychodiska zo spo-
minanej krizy ani pre matematiku samotnu, nieto esSte pre
celok sucasnej vedy, jednako si vSak dovolime vyvodit nie-



198 11. Gédelove vety o neuplnosti a ich désledky

ktoré zavery z pomerne davneho objavu klasickej teérie mno-
zin znameho pod ndzvom Skolemov paradox. Ten sa zaklada
na takzvanej Lowenheimovej-Skolemovej vete, ktora r. 1919
dokédzal Thoralf Skolem zov§eobecnenim jedného vysledku Le-
opolda Léowenheima z r. 1915. Podla tejto vety v [ubovolnom
mnozinovom modeli nejakej axiomatickej tedrie mozno najst
jej spocitatelny podmodel. Hoci tdto veta bola neskoér prekryta
silnejSou Goédelovou vetou o uplnosti, Skolemov paradox bol
objaveny zdroven s nou. Tu uvedieme len jednu z jeho moz-
nych podéb.

Ak je teoria ZF bezosporna, tak m4 i nejaky spocéitatelny mo-
del. Tento model pozostava z nejakého mnozinového univerza
V, ktorého prvky st teraz pre nas jedinymi ,mnozinami” a z ne-
jakej relacie E na V, ktora predstavuje vztah ndlezania x € y.
Navyse, ako vyplyva z vety o kolapse, ktori dokdzal Andrzej
Mostowski, V a E mozno volit tak, ze kazda ,mnozina” x € V je
i podmnozinou V a pre x,y € V plati (x,y) € E < x € y. V mo-
deli (V,E) mozno teraz obvyklym spdsobom vybudovat cela
mnozinovd matematiku. Napriklad mozno v nom nadefinovat
,mnozinu N vSetkych prirodzenych ¢isel”, ,mnozinu R vSetkych
redlnych éisel” aj ,mnoziny” vééSich mohutnosti. Pri pohlade
zvonku vS§ak pre tieto ;,mnoziny” platiNC V,RC V, ¢ize NaR
su obe spocitatelné, teda ekvivalentné mnoziny. Do konca celé
univerzum V je pri takomto pohlade ekvivalentné s N.

Zrejme Skolemov paradox nie je logickym sporom. Pri po-
hlade znutra totiz vo (V, E ) platia vSetky tvrdenia dokdzatelné
v ZF. Napriklad ,mnozina R je nespocitatelnd”, t. j. neexistuje
vzdjomne jednoznacné zobrazenie f € V mnoziny N na mno-
zinu R. Jednako nds vs§ak tento paradox upozornuje na rela-
tivnost takych pojmov ako spocitatelnost a nespocitatelnost
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a vobec pojem kardinalneho ¢isla nekoneénej mnoziny. Teda
existenciu nekoneénych kardinalov nemusime nutne chéapat
ako nieco absolutne a objektivne, ale mézeme si ju vykladat
aj modelovo, ako nedostatoc¢nost oboru vsetkych zobrazeni da-
ného univerza. Pri pohlade zvonku totiz nijaku skdlu nekonec-
nych kardindlov nevidno, vSetky nekoneé¢né mnoziny st navza-
jom ekvivalentné. Ale to je predsa nas stary znamy Bolzanov
princip ekvivalencie nekoneénych mnozin, ktory — vyhodeny
z Cantorovej teérie mnozin oknom — vracia sa do nej v podobe
Skolemovho paradoxu dvermi.

Bolzanovo ponatie teérie mnozin by jej vari mohlo zarucit
onen skromnejsi, no istejsi zmysel, ktory stratila na potulkdch
nesmiernymi priestormi Cantorovho raja. Bolo by naivné do-
mnievat sa, Ze prave ono, i keby bolo vSeobecne prijaté, by
mohlo vyviest matematiku ako jedinu z krizy typickej pre celok
sucasnej vedy a uz tobéz prekonat tuto krizu v plnom rozsahu.
Rozvinutie Bolzanovho ponatia a rozpracovanie matematiky
v jeho rameci by v§ak mohlo, pokial je v tomto smere vobec
nejakd nadej, k tomu svojou troskou prispiet. Z ambiciéznych
cielov alternativnej teérie mnozin, ktora jednym zo svojich vy-
chodisk a veducich zamerov na Bolzana vedome nadvéizuje, vy-
hlasenych jej tvorcom Petrom Vopénkom, je vsak redlne dosia-
hnutelnym maximom len toto ich uvedené skromné minimum.
Ukazat, ako si alternativna tedria mnozin na svojej ceste po-
¢ina a ako sa jej dari ¢i nedari napliat jej ciele, uz nie je témou
tejto knizky.

Na zaver by sa asi patrilo rozlacit sa s ¢itatelom nejakym
poucenim. Autorovi sa vsak do toho prilis nechce. Nuz azda
len tolko:
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Co ako by sme si to zelali, zrejme neexistuje to jediné a ,pra-
vé” ponatie matematiky, ktorého prijatie by nam zarucilo jej
zmysluplnost a pravdivost a zbavilo by ndas zodpovednosti za
ich neustdle hladanie. NaSe presvedcenie a svetonazorové o-
rientdcie ndm pri tom mézu byt ndpomocné, pokial ich nepo-
vysSime na dogmy a zachovame si o¢i, usi a mysle otvorené voci
inym ndzorom. TaktieZz mimomatematické podnety a aplikacie
smerujice mimo matematiky nas mézu v mnohom inspirovat.

No starocéna skusenost uci, ze najefektivnejSim kritériom
zmysluplnosti a pravdy vo vede vSeobecne a v matematike
zvlast je zaroven jedno z najsubjektivnejsich — kritérium es-
tetické. Pod toto kritérium spada vnutorna krasa a symetria
nejakej tedrie i krasa SirSieho celku, ktory sa dotvara az jej
rozpracovanim a zaradenim na to pravé, dosial prazdne miesto
v majestdatnej budove matematiky a prepojenim dovtedy zdan-
livo nesuvisiacich éasti. «Nepochopitelnu efektivnost matema-
tiky v prirodnych vedach», o ktorej hovori Eugen P. Wigner,
ako aj jej aplikacie v inych oblastiach, ¢i jednej matematickej
tedrie v druhej, — najmai tie prekvapivé, necakané a vopred ne-
zamys$lané — mozno opit chapat ako niektoré stranky jej krasy
1 pravdivosti. Vsetko to ¢ini matematiku podobnt objavovaniu
novych, neznamych svetov, i umeleckej tvorbe zaroven.

Mnoho mudrych Iudi si uz lamalo hlavy v snahe vysvetlit,
ako je to mozné. A hoci nam pri tom zanechali hodne bystrych
a prenikavych postrehov i krasnych a hlbokych ivah a myslie-
nok, nik z nich nepodal jednoduchsie a jednoliatejsie vysvetle-
nie ako davno pred nimi nas stary, dobry Platén svojou viziou
o surodosti idei krasy, dobra a pravdy.
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