LINEARNA ALGEBRA A GEOMETRIA
PAvoL Z1LATOS

SYLABY PREDNASKY

Zimny semester

0. Mnoziny a zobrazenia. Logické spojky a kvantifikdtory. Formuly. Mnoziny. Prie-
nik, zjednotenie, rozdiel a kartezidnsky si¢in mnozin. Kone¢né a nekonecné mnoziny.
Zobrazenia (funkcie). Injektivne, surjektivne a bijektivne zobrazenia. Inverzné zobraze-
nie. Bindrne operacie a ich zdkladné vlastnosti. Multiplikativne tabulky. Permutécie.
Ekvivalencie a rozklady. Typy matematickych dokazov.

1. Polia a vektorové priestory. Zakladné ¢iselné obory Q, R a C; pojem pola. Polia
Z,. Geometricka interpretéacia vektorov v R? a R3, rovnobeznikové pravidlo. Vektorovy
priestor nad danym polom skalarov. Priklady vektorovych priestorov (riadkovo a stip-
covo usporiadané n-tice skaldrov, polynémy, rozsirenia poli, funkcie z mnoziny do pola a
vektorového priestoru).

2. Zaklady maticového podétu. Matice typu m x n. Riadky a stipce matice. Transpo-
nované matica. Vektorovy priestor matic typu m x n nad danym polom. Stéin matic a
jeho zakladné vlastnosti. Blokové matice. St¢in blokovych matic. Matice nad vektorovym
priestorom a operéacie s nimi.

3. Sustavy linearnych rovnic. Homogénne a nehomogénne stustavy linearnych rov-
nic. Maticovy zapis stustavy. Matica a rozsirend matica sustavy. Elementarne riadkové a
stipcove operacie (ERO a ESO). Gaussova-Jordanova elimina¢na metdda, tiprava matice
na redukovany stupnovity tvar a riesenie sustavy linedrnych rovnic.

4. Podpriestory a linedrna nezavislost. Linedrny podpriestor vektorového priestoru.
Linearna kombinécia, linedrny obal mnoziny vektorov. Pojem konec¢norozmerného vek-
torového priestoru. Prienik a stcet linedrnych podpriestorov. Linearne zavislé a linedrne
nezavislé usporiadané n-tice a mnoziny vektorov.

5. Baza a dimenzia. Steinitzova veta. Usporiadané a neusporiadané bazy. Dimenzia
vektorového priestoru. Jednoznac¢nost vyjadrenia vektora v (usporiadanej) béaze. Strad-
nice vektora vzhladom na dant bazu, vlastnosti stiradnicového zobrazenia. Dimenzia
prieniku a suctu podpriestorov. Direktny sticet podpriestorov. Konecno- a nekonecno-
rozmerné vektorové priestory. Priklady nekone¢norozmernych priestorov.

6. Linearne zobrazenia. Linearne zobrazenia — definicia a priklady. Vzor a obraz pod-
priestoru v linedrnom zobrazeni. Jadro a obraz linearneho zobrazenia; vztah ich dimenzii.
Linearne izomorfizmy a inverzné lineadrne zobrazenia. Izomorfné vektorové priestory. Ma-
tica linedrneho zobrazenia vzhladom na dané bazy. Kompozicia linedrnych zobrazeni a
nasobenie matic. Priestory linedrnych zobrazeni, dual vektorového priestoru.

7. Inverzné matice a matice prechodu. Hodnost matice. Inverzné matice a inverzné
lineadrne zobrazenia. Regularne a singularne matice. Realizacia ERO a ESO pomocou na-
sobenia matic. Existencia a vypocet inverznej matice. Matica prechodu medzi saradnymi

bazami. Vplyv zmeny bz na maticu linedrneho zobrazenia.
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8. Afinné podpriestory (linearne variety). Body a vektory. Afinné podpriestory
vektorovych priestorov. Afinné kombinécie. Smerovy podpriestor (zameranie) afinného
podpriestoru. Prienik a spojenie afinnych podpriestorov. Vzajomna poloha afinnych pod-
priestorov. Afinné zobrazenia.

9. Afinné podpriestory a sustavy linearnych rovnic. Podpriestor rieSseni homogén-
nej sustavy a jeho baza. Podpriestor rieseni nehomogénnej sustavy. Frobeniova veta
a rieSitelnost nehomogénnej stustavy. Parametrické a vSeobecné rovnice afinného pod-
priestoru. Rovnice prieniku a spojenia podpriestorov.

10. Determinanty. Determinant ako orientovany objem. Definujica rovnost pre de-
terminant. Jednoznac¢nost determinantu ako alternujicej multilinearnej funkcie. Deter-
minant stic¢inu matic. Determinanty regularnych a singularnych matic. Laplaceov rozvoj
determinantu. Vplyv ERO a ESO na determinant, vypocet determinantu. Vyjadrenie
inverznej matice pomocou algebraickych doplnkov. Cramerovo pravidlo.

Letny semester

1. Bilinearne a kvadratické formy. Bilinearne formy. Matica bilinearnej formy vzhla-
dom na dané bazy. Hodnost bilinearnej formy. Bilinearne formy a linedrne funkcionaly.
Symetrické bilinedrne formy a symetrické matice. Kvadratické formy. Matica kvadratic-
kej formy vzhladom na dant bazu. Hodnost kvadratickej formy. Vplyv zmeny bézy na
maticu bilinedrnej a kvadratickej formy; kongruentné matice. Diagonalizacia.

2. Bilinearne a kvadratické formy nad R. Signatira a jej invariantnost — Syl-
vestrov zakon zotrvacnosti. Diagonalizacia bilinearnych a kvadratickych foriem nad R.
Definitnost. Jacobiho veta a Sylvestrova podmienka. Extrémy funkcii viac premennych.

3. Euklidovské priestory. Skaldrny suéin. Standardny skaldrny stéin a jeho geomet-
ricky viznam. Dalsie priklady skalarnych stéinov. Gramova matica a Gramov determi-
nant. Cauchyho-Schwartzova nerovnost. Norma (dlzka) vektora. Odchylka (uhol) dvoch
vektorov. Ortogonalnost. Kosinusovd a Pytagorova veta. Ortogonélne a ortonormélne
béazy. Gramov-Schmidtov ortogonaliza¢ny proces.

4. Ortogonalne projekcie. Ortogonalny doplnok (ortokomplement) mnoziny. Kolmy
priemet vektora do linedrneho podpriestoru. Vzdialenost a odchylka dvoch afinnych pod-
priestorov. RieSenie neriesitelnych stistav; linedrna regresia. Minimélne rieSenia. Geomet-
ria pravdepodobnosti. Objem, orientovany objem a vektorovy sucin.

5. Uvod do Specialnej tedrie relativity. Pseudoskalarny stéin a pseudoeuklidovské
priestory. Minkowského Casopriestor. Inercidlne svetociary. Obratend Cauchyho-Schwar-
tzova nerovnost. Paradox dvojéiat. Relativistické dilatacia ¢asu. Lorentzova transforma-
cia. Relativisticka kontrakcia dizky.

6. Unitarne priestory. Poldruhalinedrne formy nad C. Matica poldruhalinearnej for-
my vzhladom na dant bazu. Hermitovské (komplexne symetrické) poldruhalinearne formy
a matice. Kladné definitnost. Komplexny skalarny suc¢in. Prenos pojmov a vysledkov z eu-
klidovskych priestorov na unitarne priestory. Stavové priestory v kvantovej mechanike

7. Linearne operatory. Matica linearneho operatora vzhladom na dand bazu. Vplyv
zmeny bazy na maticu linedrneho operatora, podobnost matic. Invariantne podpriestory
linedrnych operatorov. Vlastné ¢isla a vlastné vektory linedrneho operatora a matice.
Charakteristicky polyném a charakteristickéd rovnica. Invariantnost charakteristického
polynému.
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8. Spektrum linearneho operatora. Algebraicky uzavreté polia. Vyznam pola kom-
plexnych ¢isel — zakladna veta algebry. Algebraickd a geometrickd nésobnost. Spektrum
linedrneho operatora. Podmienka diagonalizovatelnosti. Priklady nediagonalizovateInych
operatorov a matic. Geometricky vyznam redlnych a komplexnych vlastnych ¢isel vo
vektorovom priestore nad R.

9. Jordanov kanonicky tvar. Jordanov kanonicky tvar matice. Vypocet Jordanovho
kanonického tvaru a prislusnej bazy (matice prechodu). Aplikacia: autonémne systémy
linearnych diferencialnych rovnic. Exponencidla matice.

10. Grupy. Abstraktny pojem grupy. Komutativne (abelovské) a nekomutativne grupy.
Priklady grap. Grupy transformécii. Podgrupy danej grupy. Homomorfizmy grup. Jadro
a obraz homomorfizmu. Izomorfizmus grap a izomorfné grupy. Priklady podgrap a ho-
momorfizmov. Cyklické grupy. Grupa automorfizmov danej grupy. Priamy a polopriamy
sucin grup. Cayleyho veta o reprezentacii.

11. Linearne a afinné grupy. VsSeobecna linedrna grupa GL(n, K) a Specidlna line-
arna grupa SL(n, K). Bilinearne a kvadratické formy ako invarianty. Ortogonalna grupa
O(n), Specidlna ortogonélna grupa SO(n) a ich geometricky vyznam. Unitadrna grupa
U(n) a Specidlna unitarna grupa SU(n). Grupa posunuti a afinné rozsirenia linedrnych
grup. Grupa izometrii euklidovského priestoru. Izometrie v rovine a v trojrozmernom
priestore. Lorentzove grupy O(k,n), SO(k,n) a Poincarého grupa.

12. Spektralny rozklad. Linearne operatory v euklidovskych a unitarnych priestoroch.
Adjungované (zdruzené) operatory a vztah ich matic. Samoadjungované operatory a
symetrické resp. hermitovské matice. Vlastné ¢isla a vlastné vektory samoadjungovanych
operatorov. Projektory. Spektralny rozklad samoadjungovaného operatora a hermitovskej
matice.

13. Veta o hlavnych osiach. Désledky spektralneho rozkladu symetrickych matic pre
bilinearne a kvadratické formy nad R. Ortogonédlna podobnost matic a veta o hlavnych
osiach. Metricka klasifikacia kvadrik v dvoj- a trojrozmernom euklidovskom priestore.
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ZASADY KLASIFIKACIE

Priblizne v polovici semestra sa bude konat pisomka, za ktort mozno ziskat maximéalne
10 bodov. Pisomku nemozno opakovat, napr. z dovodu slabého vysledku. Iba Studenti,
ktori sa jej z vaznych dovodov nemohli zucastnit, budi mat moZnost napisat si ju
v ndhradnom termine.

Zaverecna skuska sa sklada z povinnej pisomnej a nepovinnej tstnej Casti. Z pisomne;j
Casti mozno ziskat maximalne 30 bodov. Nutnou, mie vsak postacujicou podmienkou
uspesnéeho absolvovania skusky je zisk aspon 10 bodov z tejto pisomky. Body z oboch
pisomiek sa potom sc¢itaji. Celkovo tak moZno ziskat maximalne 40 bodov. Na zéklade
vysledného stctu mozno bez ustnej skusky ziskat nasledujice hodnotenie:

30 — 40 bodov: B
25 — 29 bodov: C
21 — 24 bodov: D
17 — 20 bodov : E
0 — 16 bodov : Fx

Teda Specidlne hodnotenie A nemozZno ziskat bez ustnej skusky.
Zaujemci o lepSie hodnotenie sa mozu dobrovolne zGcastnit tstnej skusky a uchédzaft
sa om podla nasledujticeho kltca:

29
24
21 /
19 /
16 /
15 /

1. opravny termin

B#EEH0OQW»

2. opravny termin

Symbol n / X znamend, Ze o hodnotenie X sa mozu uchadzat len ti Studenti, ktori
ziskali v sticte najmenej n bodov.

Pri prejavenej zdvaznej nevedomosti na ustnej skuske sa uchddzacovi znizi uz dosiah-
nuté hodnotenie o jeden stupen.

Dolné bodova hranica na hodnotenie E je minimdlnou poZiadavkou na absolvovanie
skusky. Jednako na prvom resp. druhom opravnom termine sa Studenti, ktori sa umiest-
nili tesne pod touto hranicou, mozu pokusit na tistnej skuiske ziskat hodnotenie E podla
uvedeného kluca.

Kontakt: Katedra algebry a tedrie ¢isel FMFI UK, miestnost ¢. M 128
E-mail: zlatos@fmph.uniba.sk



